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biefen  S3anb  öerioanbte  SDlül^e  l^inreid&enb  befol^nt  finben,  toenn 
ed  il^m  gelungen  iß,  ein  rid^tiged  SBerßänbni^  ber  Derfd^iebenen 
algebraif($en  Aufgaben  unb  ©etoanbt^eit  in  ber  ^uflöfung  ber« 
felben  l^erbeijufül^rett  unb  ju  beförbem. 
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B.    ^tütvinfi^t  mt  Q^trdUrnutirttlrtn. 


ftettenlitfldie. 

(i^S  @amm(img  §.  85.) 

437«  1.  @tn  SittUnixnäi  ijt  ein  au§  meisteren  9rU($en 
\o  }u{ammengeje^tet  Srud^,  ba^  jieber  folgenbe  Srucid  }u 
bem  3lmntx  beS  Doil^etge^enben  abbirt  ift.  @in  Sludbtuct 
bon  bcr  gfotm 

1 


b  +  1- 


r) 


ip  ein  flettenbrudö  ober  !ontinuirIid&et  8ru(äö,  toortn  -  r, 

-,  ^  u.  f.  tt).  bie  ©lieber  ftnb.    ari(|t  bie  Sleiije  einmal 

ab,  inbem  einmal  ein  Sienner  erfd^eint,  ber  au8  einer  bloßen 
9anjen  SafjH  beftel^t,  fo  l^eigt  ber  9ruc^  ein  enbli(j^er. 
@elgt  bie  Sleil^e  aber  beftönbig  fori,  ol^ne  ab}ubre(i^en,  jo 
entfielt  ein  unenblid^er.  SDBieberl^ofen  fi(äö  in  einem  un» 
enblid^en  jfettenbrud^  bie  ©lieber,  {o  entßel^t  ein  periobijd^er 
ftettenbrud^. 

2- «)  h-%=»^="'^'-r 

1 ^1 bcd  +  b  +  d 

1  ,      cd  +  1         abcd  +  ad  +  cd+ab+1 

kTT  *"^  bcd+b  +  d 

bH — JTTT 

cd+1 

Wuloia,  anflüflmgen  m.  1 
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S)etttt  in  ben  ätoei  legten  ©Hebern  unter  a)  n&mliäf  in 
ö-v-fT-  bejiel^t  ber  Sienner  ou5  ber  ganjen  30I&I  3  unb 
bem  Srud^e  V4;  nun  ift  3  +  74  =  374  =  *%;  alfo  ift 
3qn^=üy^=Vi3.  SBir  §n6cn  ölf'>  f ^^«^^  24^*  ^*^^'" 
ift  ber  Slenner  2  +  Vis  =  2Vi8  =  «Vis ;  alfo  ift  J— ^ 

^  +  718 
=  8(y^="/80   U.   f.   tt); 

@on  nun  ein  gctDöl^nlid^jer  SrU($  in  einen  ftettenbrud^  ber* 
»anbelt  »erben,  fo  biDibire  man  mit  bem  ^ü^kx  in  ben 
IRenner,  mit  bem  f\ä)  eltoa  ergebenben  9lejie  in  ben  5)iöifor, 
mit  biefem  SRepe  in  ben  t)or]^erge]^enben  3)iöifor  (tt)ie  beim 
«ufju^en  be§  größten  gcmeinfwHi^^^  SKafeeS)  u.  f.  to. 
unb  fejt  bie  3)it)ifion  fo  lange  fort,  bis  fein  Sleji  mel^r 
bleibt.  SBenben  toir  baS  ©efagte  auf  a)  an,  fo  ergibt  fid^ 
folgenbeg:  2)iöibiren  toir  ben  unter  a)  gegebenen  SrucJ^  in 
Saldier  unb  Slenner  burcj^  3,  fo  erl&alten  toir  einen  neuen 
53rud(l,  beffen3äW^t  1  unb  bejfen  9lenner  5  +  78  ifi;  ba^er 

ß)  Siöibiren  toir  l&ier  3*^^^  «nb  Slenner  burd^  ben 
3a^Ier  25,  fo  erhalten  toir  oXcT^»  tl^eilen  toir  ben  Srud^ 

Vas  im  S&^Ux  unb  Sienner  burdj  6,  fo  iji  785  =  T-r-rr; 

y)  ^\tx  ift  ein  uneii^tei  Sru($;  f^iben  toir  bie  ©anjcit 
ou8,  fo  l^oien  toir:  1  +  «»/iji  =  1  + ^ 


S) 


!  +  »•/-     14-1-      1  + 


3  +  V86  o^l 


c)  ©iel^e  I.  a^eil  biefe»  SCßetleg  §.  208. 
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^)  @u$t  man  mäf  §.  208  bir  Quotienten  ju  befiimmen, 
\o  erhält  man:  1  ®anic8,  2,  3,  4,  5,  6,  7.  9lun  Wlbet 
man  ben  bem  gegebenen  9tu4e  glei(|en  flettenbrud^,  inbem 
man  in  ben  fAmmtliii^en  (Sliebetn  1  jum  Q&fiUx  unb  bie  et« 
l^altenen  Quotienten  in  bet  etl^altenen  Qtbnung  ju  Ütennern 
mad^t;  ba^et  l^eigt  l^iet  bet  ftettenbtudfi: 

2+' 


S+1 


4  +  i 


5  +  i 


..] 


f])  ®ie  Quotienten  finb  l^iet  1,  1,  1,  X  1^  h  Ir  1.  3; 
ber  Äettenbrudd  ifi  aljo: 


i+i 


n-i 


1  +  i 


1+1 


4.  o)  ©toiWie  Saldier  uttt»9lemKt  but^  bc  +  1,  ]o  fyit  man: 
1        _1 


bc  +  1  b  +  l 

c 

s)  _l-_-L_         _i 

.  ■     cd+l    ~,  .  1  -    .1 


bcd+d+b     "\^    d  u^l 


"•"'  c+i 


K         ^  1  1 

5.  a)  — 


a  I       a«+5a+7  1 


a»+6a»+13a+10       ^,  ^,.  ^     a+3 

0^+l)+aH5a+7 
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1 

"^^- — 1 

(a+i)+_i 

(a+2)+ 


(a+3) 

^^        (r^^^^^  24n«  +  58n  +  36 

\^-*-^)^  48n8  +  i88n«  +  252n  + 115 


(n  +  1)  +  — ^— 

(2"  +  3)  +  2-4i?|w+36 


(n  +  l)+        ^ 


(2n  +  3)+ '-^ =- 

(4n  +  5.)  + 


(6n  +  7) 

6—12.  ©ie^c  I.  S^eil  §.  209-214. 

13.  a)  $(r  aus  km  gegebenen  $ru$e  entioiMe  jlettenBru$ 
^eigt : 

1 

j3^1 '^tmnaä)  ftnb  bie  5Rä]^erungStt)ert!^e: 

1+1 ,,     ,,        5+1        -,      7.6+1      .-, 

5+1 /"'  /"'5Tl4+r3-/*»'7":83+Ü-  Z"^' 


2+1 


7.1 3iö§crung§toert^e:  V»,  Vis,  7j7. 

"*",  .  1 


1+6 


.)i 


5+1 


4+^       Siä^erungswertl^e:  V5,  V21,  »/es,  "'/«ss. 
3+i-^ 
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1 


^^1 9iä^erunfl3toert^e:  8,  8'/«,  8V,,  8«7». 


^H 


*^  ^■'',    1    mftetvmqßtotxi^t:  3,  S«/». 


5-^3 


3+^ 


7H T  ^JäJ&crungSWftt^e: 

7+i- 
3+i 

i?)  Serfäl^rt  man  in  bem  »ru^c  «•'^"»^«""Vioooooooooooo 
tt)ic  beim  Sluffu^en  beS  gcmeinfc^aftlid^en  SiöiforS,  fo  cnt» 
liefen  bie  Ouoticntcn :  2  ©anjc,  1,  2,  1,  1,  4,  1,  1,  6, 1,  1, 
7,  1,  4,  2,  1,  1  u.  f.  tt)v  morauS  \\ii)  Icid&t  ber  iletten- 
btu(^  l^erleiten  lögt;  bie  Stö^erunggtoert^e  beS  gegebenen 
S9rnd&es  finb  alsbann:  Vi,  Vi,  %,  'V*,  'Vi,  "As,  ^«Vss, 

^^V71,    *^^/466,    '«VöSe,   ""/lOOl    u.   \.   tt). 

14.  5)ie  Ülöl^erungStoettl&e  beS  jmeiien  Srud^eS  ftnb  V2,  Vt, 
%o,  *Vi67,  tt)ot)on  Va  «nb  "/so  ju  grofe  unb  V?  ju  Bein 
ijl.  51un  laffen  pd^  jtoifd^en  %  unb  "/30  noc^  folgenbe  4 
9lebennäl)erungStt)ertöe  einfd&alten,  nämlid^: 

L13+3_  2.13+3_,,.      3.13  +  3_,,.    . 

1.30+7""   ^^''^2.30+7"   ^^^^3.30+7        ^^^' 

4J3+3_ 

4":3Ö+7~    ''''• 

3lu(!6  bie  9lebennä]&etung§tt)ett|e  laffen  [läi  nicj^t  filrjen,  toeil 
bie  ©iffcrenj  jtoeier  junöd&ft  aufeinanber  folgenber  Srüd^c  naiä^ 
§.  214  einem  Studie  gleidj  ift,  ber  bie  ©inl^eit  jum  3ä^Ier 
unb  baS  $robuft  il^rer  flennet  jum  flennet  l^at. 

15.  unb  16.  Unter  ber  angegebenen  SSorauSfe^ung  finb  in  15 
bie  beiben  Srüd^e  gleid^  unb  bie  3tei^en  ber  Qafjiltn  finb  reci« 
pro!.  3)a3  95ei|piel  in  16  liefert  bie  reciprofen  Slä^erungS« 
toertl^e: 
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Vi,  Vi,  7»,  'Vs,  «Vt.  "As,  »"/« 

V»,  'A,  Vt,  Vi8,  V»,  "/«,  "/im. 
iji  no(l^.§.  213: 

Pnqn-l  =  Pn-iqn  =  (—  1)° 
tDCtl  Pn_l  =  Qn  tfi,  fO   MIU^  ÜUii^ 

p„q„_j  — q„»  =  (— l)n, 
eine  gonje  3oi&I  fein, 
lit  Quotienten  immer  1  finb,  fo  l^at  man  olS  9lä^eTungS« 

0/,.  V,.  1+0-1/ .  l±A-2/.  2+l_,,  .  3+2 
/i,   /«.  1+1-/«»  2+1  ~  '"  3+2~  '"  5+3 

5+3_g        8+5^_„,      13+8  _„.     21+13 

''8+5~ '"' 13+8~   '"'21  +  13~    '"'34+21 

y„.34+21_  55+34  89+55  _,„,. 

'"'55+34~   '"'89+55       ''"'144+89        '*"' 

1/  .  1/  .  Idtl-v  .  2±1_8/  .  ?±2_       .  5+3_ 
/»,  /8,  3+2~  '»'  5+3~  '*'  8+5~  '"'  13+8 

.    8+5  _„■       13+8  _„,      21+13  _^, 
"'  21+13 ~    '"' 34+21  ~    '"' 55+34  ~    '"' 
21    „,       55+34     ...        89+55      ....         ,^ 
55=  /"*•'  144^89-  /»»»'  2-33Tl44=    /"'  «•''"'• 

netrifdge  SSetBältniffe  fönnen  immet  butdg  $tfi(]^e  bar« 
It  tuerben.  vta^  bem  angegebenen  SSerl^öItniffe  iß  1 
■r="»««Vi89uo  3fu6.  «Run  ip: 

.=  3+^— :;- 
5+^ 


2  +  1 


i+i 


2+^^ 
3  +  - 


6  +  1 — j 


1  + 


2+1 


2+Ä 
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m]o  ftnb  bte  «ßä^etunflStoert^e:  »A.  "A,  "/n,  "/«,  "V«, 
**Vui,  ""^/»is  u.  f.  to.;  bemnadö  ifl  bo3  beriongfe  »erhält» 
ni6  =  3:l;  16:5;  35:11;  51:16;  137:43;  462:145; 
2909:913  u.  f.  tD. 

19.  SBenn  1 3Mrtet= 443,296  })arljer  8inten  ip,  fo  ijl  1  genti» 
meter  =  4,43296  par.8tnicn  unb  1  preuß.  3on=^- 
pax.  8.;  betnnad^  tfi  baS  SSerJ^öItnig  eine«  3oQ  i"  <tn'>n 

1  QQ  1 Q  ' 

eetitimetet  =  ^^^  :  4,43296  obet  139,13:53,19552= 

"»»»«»/Mi»m.  ®ie  Quotienten  btefe«  »tu^eä  finb  1,  1,  1, 
1, 1, 1  u.  f.  ».,  bemno{!&  ftnb  bie  Slä^etungSJBett^e  Vi»  Vi» 
V2»  V«,  "A,  "/«.  "A»  u.  f.  to.;  folflttd^  tjt  bas  SJetöält. 
nife  eines  3ofl  ju  einem  6entimeter=2:l;  3: 1;  5:2;  8:3; 
13:5;  21:8;  34:13  u.  f.  ». 

20.  S)a  1  t)teu6.  3ofl=— j-^—  pat.  8.,  fo  finb  35V.  3on= 
25Vjxi^^;  bo^et  Ift  boS  SBet^ältnife  eine«  SJieter  ju 
einet  t)reu6.  Me  =  443,296 :  25%  x  ^^  ober  2;^^ 

=  "'»»»V8647815=1+^ r 

2  +  - 


408 +- 


7+i 


7  +  i 


l+i 


8+i. 


-^ 


3)ie  M^erungStoeit^e  btefeä  ifettenbrud^eS  pnb:  Vi;  V«; 
"*V8n;  ""Atm  u.  f.  tt.  5)08  SSer^ältnife  1  Wetet  $u  1 
pteu&.  6fle  ip  oIfo  =  l:l;  3:2;  1225:817;  8578:5721. 
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'•^/lU53T  =  H--— 1 


33+ 


i+i 


i+i 


12- 


i+i 


^4 

9lä^etungStt)ert^e  btefeS  SittUnixuä)tS  finb :  Vi  *.  'Vss ; 
i;  *V«7;  '**/ioi;  "VeTs;  "V774  u.  f.  id.,  hmnaii  ift 
tjerlüngte  »et^öltnife  =  1 : 1 ;  34 :  33 ;  69 :  67 ;  104 : 
;  693:673;  797:774  u.  f.  to. 

Dos  berlangte  aSet^ältnife  ift  =  139,13 :  140,127.  Um 
'S   ^^etpltnig  in  Heineren  So^^^^  auSjubtüden,  tnf 
V  f    ^-    V     «DA    139,13      139130 .     .       _,  „ 
beln  mit  ben  «tud^  1401 27  ~  140127  '"  ""*"  «etten« 

1^.    mm  ift: 


.1 
1+ 


Kl«? T 


139 +— 

1+— 1 

1+— 1 
4+- 


1+i 


1+i 


3+1 


2+1-, 

1+- 
^2 

Ml&erungSttcrtl^e  l^terbon  finb:  Vi;  "Vuo;  **«/i4i; 
.81 ;  ^''"'/»es;  ""Visie;  "»Vmu  u.  |.  ».  ®a^et  ij!  baS 
angte  SBetl^ältnife  =1:1;  139:140;  140:141;  279 
1;  1256:1265;  1535:1546;  2791:2811  u.  j.  W. 

S)ad  Setpltni^  eines  öfterteid^ifd^en  ^ugeS  gu  einem 
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3Ketcr=  140,127: 443,296  fofl  in  fletneren  go 
gebtüctt  toetben.    9lun  ift: 

34^ 


6+1. 


H 


1 


2+i 


4+1 


®te  Slöl^erungSmcttl^e  l^ierbon  ftnb:  Vs;  */i«;  **/i 
"Vbos;  "V2i8e  u.  ?.  tD.  S)emna4  ift  boS  berla 
^ältm6  =  l:3;  6:19;  49:155;  55:174;  1 
795:2186  u.  f.  to. 

22.  a)  gineÜReüe=24000x  139,13  püt.8inien  unb 
meter  =  1000  X  443,296  t)Ot.  8.,  ülfo  ip  ba8  5 
einer  jjteuft.  3KeiIc  jn  einem  if ilometer  =  24000 
:1000  X  443,296=24  x  139,13:443,296.  9lun  f 
in  IBeifj).  18  bie  ^lä^erungSwettl^e  für  443,29( 
alfo  fmb  Pe  für  139,13:443,296=78;  Vi«;  "- 
"/ist;  "V46«  u.  f.  ».,  bemnad^  für  24x139,13 
=*V8;  •»»/.«•;  *"/8b;  »"/»i;  »»"Vist;  »"•/«s  u. 

22.  /?)  S)a  1  Sleumeile  =  7»/»  ifilometer  =  7500  9M( 
boS   9?erBöItnift   einer   preufe.  3)?eile  ju  einer 

24000 
=  24000  X  139,13  :  7500  x  443,296  =  ^^ 


18918 


'/l8858  =  1  -| T 

230 -H- 


1+1 


7+1 


1+1 


l+g.®ie9l 

toert^e  ftnb  olfo:  »A;  ''"/m;  «»V»8i;   »«"/i84t 
u.  f.  ». 

23  a)  @in  ptm^.  Quabratfug  berl^ölt  {i$  ju  einem 
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mein  toic  139,132:443,296«= 19357,1569 :  19651 1,343616. 
Sic  Quotienten  beS  Äettenftrud^eS  pnb:  10,  6,  1,  1,  2, 
5,  5  u.  f.  tt).  2)al&cr  finb  bie  Slä^erungöiocrt^e:  Vio;  %; 
Vn;  "/i8«;  »Vsss;  ^Vsoa  u.  f.  ro. 
23.  /9)  1  preuß.  aWorflen  =  180  n^=  180  x  144  0'  =  180 
X  144  X  139,132n  parifer  Slnien;  1  3lr  =  100  Q"";  ölfo 

1  f)e!tar  ober  100  Slr=  100«  Ouobratar  =  100^x443,2962 
Ouabrat  pax.  8.;  böiger  ift  ba§  Ser^ftltnife  eines  pxtu^. 
aWorgen  ju  einem 

I  =180x144x139,132:1002x443,296« 
ßeftar  \  =180x144x19357,1569:10000x196511,343616 
I  =15679297089:61409794880. 
Sie  Quotienten  beS  ftettenbrud^eS  finb:  3,  1,  10,  1,  137, 
1,  2  u.  f.  tt).    2)aöet  Rnb  bie  Slä^erungSttJert^e:   V»;  V4; 

"As;    "At;    >«^V6482;    *««V6629    u.  f.    tt). 

23.  y)  SBenn  1  SBiener  3o(]^  =  1600  x  360'   öjterreidöiji^ 
=  1600x36xl40,1272O  pax.  Sinicn,  fo  ift  baS  »erhält* 
nife  eines  preug.  TOorgen  ju  einem  SBiener  äodfte 
=  180x144x139,132:1600x36x140,127«  ober 
967857845:2181730681. 
Sie  Quotienten  beS  iJettenbruc^eS  jtnb:  2,  3,  1,  14,  5,  2, 

2  u.  f.  tt).  Salbet  ftnb  bie  9läl§erungStt)ertl^e:  Va;  V?;  Vo; 


24. 


1339 


Vw4;  «"A481  u.  f.  tt). 


6Y 

a)  ^efiimmen  tt)ir  butd^  einen  Jtettenfa^  bie  ©rö^e  eines 
preu^.  Quart  in  Siter,  fo  ^at  man: 


1  Siter? 

1  Quart 

1728  (Subiljon 

443,296»  pax.  Sinien 

1  ßubilmeter 

1000  (Sub.'ßentimeter 


1728x443,296»xl000  ober 


2352042699,649 


1  preufi.  Quart 

64  gubifjoll 

139,13»  ®ub.  par.  Sinien 

1  ©ubümeter 

1000000  gub.-gentimeter 

1  Siter 


64  X  139,13»  X 1000000  ober 
2693161239,497;  ba^er 
1  preufe.  Quart  =  1,145031  Siter. 
Sie  Quotienten  beS  ftettenbrudfteS  aus  bem  SBruc^e  0,145031 
jtnb:  6,  1,  8,  1,  1,  7,  1,  1,  1,  1  u.  f.  m.  Salier  Hnb  bie 
Slä^erungSttjert^e:  Vi;  Va;  Vi;  ''U2;  ^Ves;  ^^^Vui;  "27,86; 

*2^Vlll7;    ^*«V210S    U.    f.   tt). 

gfür  baS  praftifJ^e  Seben  ift  ber  britte  9läl&erunaStt)ertl5 
V7  am  braud[|bar|ien ;  J^iernaiäö  finb  7  Quart  =  8  Siter. 
24.  3luS  bem  SBerl^ältnijfe  einer  SBiener  3Ke|e  }u  einem  6e!to» 
litcr  folgt,  baß  1  ßeltoliter  =  1,625897  SBiener  Sle^e. 
Sie  Quotienten  beS  ftettenbrud^eS  aus  bem  fflru(J6e  0,625897 
pnb:  1,  1,  1,  2,  17,  22,  1,  1  u.  f.  tt).    Sa^er  [m\>  bie 
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9lä]^etutt88tt)ert^e  füt  benfeften:   »/i;  "A;  V»;  V»;  "/$; 
"*/i89;  ««/mm  u.  f.  ID. 

24.  y)  %vs  bcm  angegebenen  SSet^ältniffe  folgt,  bo§ 

1  8itet  =  0,70665  S»ienet  9Ro6  ip. 
Sie  Quotienten  be3  ftetteniiu^S  aue  bem  Stu^e  0,70665 
finb:  1,  2,  2,  2,  4,  10,  2,  3,  1,  2;  folflli*  pnb  bie  IRä- 
öetunflätoert^e:  Vi;  V«;  Vt;  "/n;  "/«;  »«A«;  »»Vi6m; 
»»*»A».«;  «*«»A«o.;  "»Vmooo. 

25.  2)ie  Duotienten  beS  Jtettenbrud^t  ou9  bem  Stucl^e 
0,1415926536  jtnb:  3,  7.  15, 1,  292,  1,  1,  1,  2.  1,  3, 1 
u.  f.  ».;  folgli^)  ift  baS  aSet^ältnig  beS  Sutddnteffet«  eines 
«teHeß  ju  feinet  ipetip^erie  =1:3;  7 :  22;  106 :  333; 
113:355;  33102:103993;  33215:104348;  66317:208341; 
99532 :  312689  u.  f.  »D. 

26.  %tx  2)uid^mef[ei  eines  JheifeS  oetbttlt  ft^  ivn  @eite  beS 
ftoglit^en  OuabtateS  uie  1 : 0,886226925.  IStm  finb  bie 
Quotienten  bes  J^ettenbtud^eS  aus  bem  Snt^e  0,886226925 
folßenbe:  7,  1,  3,  1,  2,  1,  57,  9,  1,  1,  5,  1,  1,  8,  2. 
®a^er  finb  bie  onnä^etnbenSSer^ältniffe:  1:1;8:7;9:8; 
35:31;  44:39;  123:109;  167:148;  9642:8545;  86945 
:77053; 96587:85598;183532:162651; 1014247:898853; 
1197779  :  1061504;  2212026  :  1960357;  18893987  : 
16744360;  40000000:35449077. 

27.  a)  33et  S)ut(|meffet  iji 


4- 


1 


6+1 


2.L 

8+- 


6- 


1 


2+1 


6+i 
o 

S)a^cr  pnb  bie  Släl&etungfitocrtl&c:  Vi;  V*;  "/w;  •'A*; 

^«V457;    «*«V279e;    ^*0V6049;    *«*«V39090;    «^^7«0t499.  ^ 

27.  /?)  aus  bem  SBerl^ältniffe  bet  4)ö]^e  beS  S^linberg  jur  ©eite 
beSSBürfete  folgt,  bog  bie  ßöfe  =  ^«o^<>%2«6S6.  tieOuo« 
tienten  beS  ftettenfitud^cS  ftnb:  11,  l,  12,  2,  6,  1,  24, 
1,  2.  3)a]&et  Reiften  bie  Slä^erungSmett^e:  Vi;  *Vii;  "A«; 

/1557     /889>     /2087*     /2409}      /69908)      /OSSIS) 
»«^A8««. 

28.  S)et  f^nobifd^e  SRonat  entl^ält  29,530588  %Ci%t  unb  baS 
tto)>ifd^e  3a]^t  365,24222  Sage.  ©oH  nun  baS  SSer^äßni^ 
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beS  j^nobi jd^en  TOonatS  jum  3o^tc  in  Heineren  Söl&fen  auS= 
gebrüdt  iperben,  fo  bertoanble  man  ben  ^xnä)  ^^^^^^^V^buisno 
m  einen  ffettenbru(äb.  2)ie  Ouotienten  beffelben  ftnb :  12,  2, 
1,  2,  1, 1,  n,  %  38,  1,  2,  1,  3,  18.  gntwicfelt  man  l&iet- 
aus  bte  9lö]^erungiStt)ertl^e,  fo  iß  baS  ftaglid^e  SSerl^ältnig 
=  1:12;  2:25;  3:37;  8:99;  11:136;  19:235;  334 
:4131;  687:8497;  26440:327017;  27127:335514; 
80694  :  998045;  107821  :  1333559;  404157:4998722; 
7382647 :  91310555. 

29.  ©oet^ed  ©eburtstaa  mar  am  28.  9Iugu{i  1749;  bis  bal^in 
iparen  feit  g^ripi  ©eburt  1748  Sal&re  unb  239  Sage  öer*' 
floffen.  5ßun  »ar  1870  am  11.  Sluguft  SBoOmonb,  alfo 
1869  Saläre  unb  222  Sage  berflolfen.  3)er  UnterfcJ&ieb 
jtoijci^en  bie|en  beiben  3^i^öngaben  beträgt  120  Saläre  unb 
348  Sage.  3)a  nun  naij^  bem  borigen  Seifpiele  nad^  19 
Salären  bie  9Konbt)]^ajen  nal&eju  auf  bie  nömlid^en  Sage  beS 
SabreS  faCen,  fo  finb  1203fa^re  gleid^  6  SWonbcirfeln  unb 

6  3a^re.    2)iffe  6  Sa^re  rinb=^-:^=74  fijnobif^e 

aMonate  +  6  Sage  unb  bie  348  Sage  betragen  348:29,530588 
=  12  f^nobif^e  aMonate  toeniger  6  Sage;  barau§  folgt,  bafe 
1 6  9KonbcirfeI+74f9nob.anon.+6Sage 
120  Sa^re  u.348  Sage=  { +12    ,,        „   —6    „ 

I  6  aMonbcirfeI+86f^nob.5mon.  finb. 
ajJit^in  tt)ar  am  28.  5Iuguft  1749  aSoUmonb. 

30.  S)ie  3^i^  xot\i:it  bie  @rbe  gebraud^t,  um  bie  Sal^n  um  bie 
©onne  jurüdEjulegen,  beträgt  genau  365  Sage,  5  ©tunben, 
48  aJHnuten,  47,4  ©efunben  =  365,242215  Sage  =  365 
Sage  +  0,242215  Sage.  2)iefer  23rud&  ift  einem  ftetten» 
brud^  gleid^,  bcffen  ©lieber  au§  Srüdfeen  befleißen,  tooöon 
bie  Sanier  finb:  4,  7,  1,  3,  1,  1,  25,  13,  2.  Sie  9lä^e- 
rungStoertl&e  biefeS  ftettenbrud^eS  finb  bal&er:  V*;  7^9 ;  Vss; 
'Vi28;  «7i6i;  '%89;  "^%886  u.  f.  to.  daraus  folgt,  bäfe 
man  nad^  4  Salären  1  Sag,  ober  nad^  29  Sauren  7  Sage, 
ober  nad^  33  Salären  8  Sage,  ober  nad^  128  3abren  31  Sage, 
ober  na(|  161  3a^ren  39  Sage,  ober  nad^  289  Sauren  70 
Sage  einjufd^alten  l&at. 

31.  ©ier  ift  ber  S3rud&  ^^^*^^"V298i528i8  in  einen  ffettenbrudö  gu 
bermanbeln;  bie  Ouotienten  beffelben  finb:  298,  6,  1,  1, 
5,  4,  1,  1,  1,  1,  2,  111.  2)a]&er  finb  bieSlä^erungSmert^e: 
Vi ;  ^^729«;  ^'«Vi789;  *««V208v;  «««Vsstg  ;  «^^«72U67;  ««^^789744 ; 

^^^^«7lll21i;««'«27200965;«>«2*7si2166;^^^«*751312i;^"^«'7l388408; 
^*«"«*^7l49076409. 
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({^etS  Sammlung  §.  86.) 

§♦  438«  1.  Unter  3:]^eilbru($reil^en  \)txflef)t  man  auf  einanber 
folgcnbc  Studie,  ble  jum  S'df)Ux  1  laben  unb  bon  »eld^cn 
jcber  folgenbe  ein  aliquoter  St|eil  beS  unmittelbar  borl^erge« 
l&enben  ift.  6tne  Steige  fol^er  Srüd^e  l^eifet  eine  3;i^eilbrud5« 
reil^e.  6ine  fold^e  Seilte  iji: 

i+i+A  +  j_^_i_  + 

X     xy     xyz     xyzu      xyzuv 
ober,  tt)enn  man  baS  erfte  ®Iieb  biefer  SReil^e  mit  Ai,  baS 
}it)eite  mit  As,  baS  britte  mit  As  u.  f.  tt).  bejeid^net,  jo  l^at 
bie  S^cilbrud^rei^e  bie  gorm: 


-  +  -Ai  +  -Ä2  +  -Aa 
X     y  zu 


+  -A4  +  -A6  +  ., 
V  w 


^Viäf  bie  ^l^eilbrfid^e  bienen  baju,  für  bie  in  großen  S^W^^ 
auSgebrüdten  getoöl^nlid^en  ober  ©ecimalbrüd^e  9lö]^erungS= 
toert^e  ju  berechnen,  ©oflen  nun  bie  Släl^erungStoertl^e  ber 
obigen  Stetige  angegeben  merben,  fo  l^at  man  a(d 

erfien  9lä^erungStoert]^  - 


jtoeiten 


britten 


bierten 


X 

X     xy 
x+1  . 


.y+1 


xy 
1  _yz4-z  +  l 


xy        xyz 

yz+z+1       1 


xyz 

yzu+zu+u+1 


xyz        xyzu  xyzu 

fünften  Slä^rungStoert^ 

yzu+zu+u+1        1    yzuv+zuv+uv+v+1       . 

xyzu  xyzuv  xyzuv 

2.  ©oD  ber  Srud^  **V7«  in  eine  Sl^eilbru^teil^e  berioanbelt 
werben,  fo  l^at  man : 


to. 


213/      =.  4_  Jl.  4.  _^  +  _j_  +  _!_ 

X     xy      xyz      xyzu     xyzuv 


+ 


SRuItipIiciren  toir  biefe  ®I.  mit  749x,  fo  erl&alten  toir: 

010    HAc,   .  749  ,  749^  749^  749   ,, 

213x  =  749  H 1 H ;  alfo 

y    yz   yzu  yzuv   ' 

y    yz   yzu  yzuv 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    14    - 

®a  213  x>  749  fein  foll,  Jo  nd&me  mon  x  \o,  bafe  x> 
'^^ViiB  tDtrb.    ©cfeen  Yo\x  ballet  x  =  4,  \d  »irb: 

y        yz      yzu     yzuv 
ajlultipridtc  bicfe  @l.  mit  y,  fo  toirb: 

„,„      749  ,  749  .  749 

103y  —  749  =  —-+—-  + —-• 

^  z       zu      zuv 

SBenn  103 y> 749  fein  \oU,  ]o  fe|e  mttnj  =  8;  ol8« 
bann  ifi: 

75  =  ^+^-  +  —. 
2        ZU      zuy 

S)iefe  ®l.  mit  z  muüipllcttt,  gibt: 

74-9 
75z  =  749  +  ^....olfo    , 

75z- 749  =  ^ 

©Ott  75z  >  749  fein,  fo  fefte  manz  =  10;  alSbann  iji: 

l=l^;f8lfllid&  u  =  749. 

3Ran  fann  bie  ffiettl^e  füi  x,  y,  z.  u  aaäf  no^  folgenbem 
@(!bema  betedbnen: 

749 :  213  =  4  =  x 
852 
749:103  ..=  8  =  y 
824 

749:75  =  10=  z 

750 

749:1  . =:749=u 

So^er  iji :  "V749  =  V*  +  V«  Ai  +  Vio  A*  +  Vm»  As. 

®ie  Ml^erungSwertl^e  ^nt:  V«;  Vi +jg  =  */»«;  Vsa 

aSetttKmbelt  monbcti  gegebenen  Srud^  in  einen  ftettenbru^, 
fo  l^eii&en  bic  Qnottenten,  nrorouS  berfelbe  gcbilbet  tt)itb : 
3,  1,  1,  14,  1,  2,  2.  ®le  Slä^erungStoettl^e  finb:  Vs;  V*; 

3.  Sere^net  man  bie  ffiertl^e   für  x,  y,  z,  n,  v,  w,  fo 
l^oben  n)it: 
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209:81=     3  =  x 

209:34..=     7  =  y 
_^ 

209 :  29   ....  =:     8  =r  z 
232 

209:23 =   10  =  u 

230 

209:21 =   10  =  v 

210 

209:1 =b209=:W 

t)af)tt  ip:  »V»o»  =  Vs  +  V7A,  +  VsA,  +  VioAi,+  »AoA* 

+  V«)9  A5. 

S)ie  «Rä^crungswert^e  ftnb:  »/»;  «/«;  «Vi«;  «Vieso. 
S)te  ^Ift^erungStDert^e  beS  auS  betn  gegebenen  S3ruÄe  ent» 
»idteltenfteöenbtud&es  Tinb:  V«;  V.;  %;  Vis;  7ie;  "/«; 
"/«;  "/«o. 

3)te  SBert^e  fflt  x,  y,  z  u.  f.  to.  für  ben  »tufi 
"*'»7ioooooo  ftnb :  lOOOOOO :  503398  =     2  =  x 

1006796 

1000000:6796    =148  =  y 

1005808 

1000000:5808 =173  =  z 

1004784 

1000000:4784    =210  =  u 

1004640 

1000000:4640 =216  =  v 

1002240 

2240  u.  f.  w. 

%txmai)  ip:  »»«»»/kwwo««  7»  + VubA.+VitsAj  +  Vmo 
AjH- VmA*.... 

S)ie!Rä]^erung8ti)er%  flnb:  Va;  "%»«;  "•«V»»eo4  u.  f.  to. 

S)et  ouS  bcm  gegebenen  53ru$e  enttotdelte  ftettenbru(!& 
«efett  bie  ^iä^erungswert^e:  Vi;  V«;  "A«;  »•Vi»i. ;  '»»Vweo; 

*"V80.5;  »»««%680«  u.   f.   tt). 

4.  a)  6628:479=  14  =  x 

6706 

6628:78    .  .  =  85  =  y 
6630 

6628:2 =3314=  z 

S)o|er  iP:  «»/«»s  ^  V«  +  V»» Ai  +  VmuA«;  olfo  9lä^e« 
rungswertl^e:  Vi*;  "/w  a.  f.  ». 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    16    — 

4.  ß)  117:55=  3  =  x 

165 
117 :  48  .  .  =   3  ==  y 
144 

117 :  27 =   5  =  z 

135 

117  :  18 =   7  =  u 

126_ 

117:9 =13  =  v 

m\o  ip  bet  S9ru*  =  Vs  +  Vs  Ai  +  «/s  A,  +  »A  As  +  Vi«  A4. 
Stä^etungSweit^e:  Vs;  V»;  Vn  u.  f.  it». 
4.  y)  1313:251=     6  =  x 

1506 
1313 :  193    .  .  =     7  =  y 
1351 

1313 :  38 =   35  =  z 

1330 

1313:17 =   78  =  u 

1326 

1313 :  13 =  101  =  V 

aifo  ip  bet  S8tu(!^  =  Ve  +  V7A1  +  VssA«  +  V78A^+  V101A4. 
mlerungswcrt^e  pnb:  V« ;  V«;  *"/i47o  u.  f.  tn. 
4.  (J)S)ctS3ru(i&iji=8+"«/,99. «Run ip: 399 :  178  =     3  =  x 

534 

399:135    .  .  =     3  =  y 
405 

399 : 6 =   66  =  z 

_396 
399 .  / 3\ 233  __  j2 

68  ip  alfo:  8  +  "8/8.»  =  8+V3+V8  Ai  +  Vee  A,- VmA,. 
M^etuttöStoert^c:  8;  8V8;  8V9;  8«V59« ;  8»"V79oo2  = 

8"»/.99. 

4.  c)  "/i,  =  3  +  »A«  =  3  +  V5 — gYg-     Slöl^erungSwertl^e : 
3;  31/5;  3Vi6. 

4.  Q  "»«A,69s  =  Vi  +  V4  Ax  +  Vio  Ag  +  »Aoo  A»  +  V109  A4 
+  Vt66  As  4-  'Aso  Ae  +  Ves«  A7  +  Vn69s  Ag. 

M^exm%mttt^e  »A ;  'Ae ;  "Aeo :  u.  f.  to. 
Ober :  »«»711693  =  Vs  -  Vm  Ai  -  »Ast  A»  -  Vums  A«. 

9iä^etung§lt»ert^e  Vs ;  *V69  u.  f.  W- 
Ober :  »«»711693  =  Vs— Vm A,  +  V24 A2  -  Vii69sA8. 

M^erungStoett^e:  Vs;  7»;  ^Vum  u.  f.  w. 
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»?)  =  2  +  V»  +  V8A,  +  V4A,  +  V6Aa  +  V.A4+ VtAs 
+  V8Ae+  u.  f.  W. 

SRä^erungSwett^e:  2;  2V2;  2«/,;  2"/«;  2«/,o;  2"V»6i; 
2"VTa>;  2«»»"/408«,  u.  f.  W. 

5.  "/,^=i  +  l  +  J-  +  J_+^_+;.. 
X     xy     lyz  ^  xyza     xyzuv  ^ 

79,      inn      100^100,100,         .„  „     .^ 

72x-100  =  — +—+—  +  ...  für  x=  2  »trb 

AÄ^       inn      100,100^100, 

44y-100=--  +  --  +  — +...    .   y=  3    . 

32z-100  =  150  +  100^i00  ^    ,^4    „ 

U         UV       uvw^  "  " 

28u-ioo=122  +  ioo^ioo         ^  „^4  „ 

V        VW      vwr  ^        "  " 

12v-100  =  l^S^  + ,=  <,    „ 

8w-100  =  ^ ^    ^^13    ^ 

4r— 100  =  0 r  =  25    „ 

Jlä^erungsmcrt^e:  V»;  V»;  "/w,  "A«  u.  f.  ». 

Setnet  iji:  "/loo  =-  +  —  +  —  +—; 
X     xy  '  xyz      xyzu' 

72x-100  =  i20,i^,10_0,,,,,^,,, 

44y-100=^+^;füty  =  2,  fllW: 

-12z-100  =  i^5;  fe^e  z  =  -8,  fo  ijl: 

.      100  ^  , 
—  4  =  -=—;  bolzet  u=— 25. 

3IIfo  ift  aüä):  "/ioo=V«  +  V8A,— VsAa  +  VssAs. 
Siöl^erungswctt^e:  V«;  'A;  ^Vs»  u.  f.  ». 

gfcrnct:  "/„„  =  i+l  +  J_  +  J_. 
X     xy     xyz     xyzu' 

72x-100=150+100^100    ^,,^^2 
y        yz       yzu'  ' 

44y-.100  =  i^  +  i52;fü,y=,3 
z        zu  '  '      -^ 
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32z-100  =  —  ...  für  z  =  3 
u  ' 

— 4u  =  100;  olfo  u=*:  — 25. 
fo:  "Aoo  =  V»  +  V«A,  +  V» As,-  '/»As- 
Släl^erungSrocrt^e:  V»;  V»;  "/i8  u.  f.  w. 
tpimmt  mon  nai^  Dem  ©d^cmo  bie  SQSettl^e  für  x,  y,  z 
f.  to.,  \o  finbet  «ton 

)x=6;y=9;z=19;  u=25;  T=230unb  w=2000. 
)  x=6;  y==10;  z=6;  u=40;  v=4;  w=16  u,  8=— 625. 

mm^  ip  (1)  3  +  «»«"Vioooooo  =^  3  +  Ve  +  V»A,  + 
Vi»  As  +  V«6  A»  4-  Vaso  A4  +  V2000  As. 
(2)  3  +  »"»Vioooooo  =  3  +  Ve  +  VioA,  + 
»/«Aa  +  V4oA,+ V4A4  +  Vie  A5- VomA«. 
i^erunflStotrt^e  ou§  (1):  3;  3V6;  SVst;  3'»Vio26  u.f.W. 

„  (2):  3;  3V6;  3"Ao;  S'Vseo. 
rntt  ip: 

'      X   xy   xyz   lyzu   xyznv   ' 
QiQßiqq 
OOOOOx  -  3186199  =  £i55ifl  +  ...  .für  x  —  4 

y 

3801  y  -  3186199  =  §1^1^  +  . . .  für  y  =  4 

z 

1005z  -  8186199  =  §1§5M  +  . . .  für  z  =  46 
11969U— 3186199  — ?^?^+.. für  u=-266 

2445  V  -  3186199  =  ?^  +  •  •  •  füt  v  =  -1303 
w 

364w-3186199=^^^^^+  ..für  w  =  — 8753 
s 

107S-3186199  =  ?^?Ä+... für  s  =- 2977  u.f.W. 

ictnaij^  crl&alten  tolrbtcSläl^etunflStoettl&c:  'A;  Vie;  ^^Vtsb; 

'^VlOSTTB   u.   f.    tt). 

©e^t  mon  in  ben  obigen  ©leii^^ungen  für  x=3,  y =— 17, 
=  -153,  u=-2358,v=— 5889,  w  =  ^12744u.f.to., 
erhält  man  bic  Slöl^crungStoertl&e:  Vs;  *%i ;  ^^^Vtsos  u.f-tt). 

itd^t  man  tote  im  borigen  Seifpiel  obet  nod^  bem  ®^ema 
i  SHJertl&e  für  x,  y,  z  u.  f.  tt).  ju  bejiimmen,  |o  erl^ält  mon : 
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z==3,  u  =  3,  va=3,  w==4,  r  =  4, 

8  =  8,  t  =  22  u.  f.  tD. 
z  =  2,  u  =  — 76,  v=105,  w=438, 
r  =  453,  8  =  1080  u.  f.  to. 

V«  +  VsA,  +  V.  A,  +  Vs  Aa  +  V»A,  + 

V4A6+V4A«+... 

V«  +  V«  A,  +  V»  A,-  Vt«  Aa  -  V,o5  A4 
—  V488  As  —  V«68  Ae  —  .... 

«A«;  "V482;  H76  u.  j.  to. 
SRäi^erunfiSw.:  V«;  »A;  'A;  "Veos  u.f.w. 
y,  z  u.  {.  w.  jtnb: 
i,  y  =  8,  z  =  17,  u  =  19,  V  =  300, 

w  =  1768,  r  =  379248  u.  f.  to. 
r  =  ~113,  z  =  4739.  u  = -16772, 
16,  w=  20704,  r= 50600,  8  =  55804, 
J09,  X,  =  195313,  Xi  =  390625 
'  =  — 100,  z  =  — 10,  u  =  7,  V  =  25, 

w  =  1516,  r  =  1786,  s  =  6250. 

lettre:  3;  «Vs;  «»Ve*;  ""»hu;  «««AoeT«; 
""»»•V6«oi(.oo  u.  f.  to. 
3;  «Vt;  "Vu»;  '«""V68550T  u.f.  w. 
: ;  *V7 ;  "»»Aoo ;  "»»Vtooo  ;  '•»«»/«mo  u.f.  to. 

+  l^±  +  J_+^+ 

xy      xyz     xyzu     xyzuv 

y=4,  z=ll,  u  =  50,  v=8,  w=63, 
r  =  139  u.  f.  m. 

y=-22,  z  =  — 118,  u=-384 

y  =  ~25,  z  =  8,  u  =  70,  v=— 66, 
w  =  222  u.  f.  tt). 

V4 ;  Vi6 ;  V22 ;  ««^ Vssoo ;  ^^^^770400  u.  l  to. 

Vs;    V22;    ^^'77788;    ^"««72990692    U.  j.  to. 

Vs;  725;   ^«Veoo;  »»««742000  U.  f.  to. 
i  48  aJlinuten  47,4  ©efunben  =  0,24222 

^.i+j_+A.+ 

xy      xyz      xyzu 
)00  = h für  X  =  5 

y 
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2111y  — 10000  =  ^^ +  .... für  y  =  5 

1AAAA 

555z- 10000=  i^^^^H-.... für  z  =  18 

—  10u  =  10000 olfo  u  =  -1000. 

S)ö$er  Pnb  bte  Slä^erungStpertl^e:  Vs;  V»;  '**/46o  u.  f.  w. 

Ober:  ""Viooooo  =l  +  4  +  ~+^i  +  "-- 
X     xy     xyz     xyzu 

24222X  — 100000  =  ^5^^  + . . .  fflt  X  =  4 

y 

-  3112y- 100000  =  ^^^^ +....  für  y=  -  25 

z 

— 222z-1000=^+,..für  z  =  -4 

IAA 

12v  — 100  =  i^  +  ....fürv  =  8 
w 

-.4w=100 alfo  w  =  -25. 

3n  biefemSallc  fmb  bic9lä^erunfl§mett^c:  V*;  V26;  •V400; 

^«74000;   ""/82000. 

10.  ©oD  untflele^rt  eine  SlöcUbrud&rei^c  in  einen  gemö^nli^en 
Srudö  öetwanbelt  toerben,  fo  bringe  man  fämmtlid&e  ©lieber 
bet  Stetige  auf  ben  glei(i^en  9{ennet  unb  abbire  fie  bann; 
bal&er  iji: 

1     J^      J_     _1_     ^_  _  bcde  +  cde+de  +  e  +  l 
a     ab     abc     abcd     abcde  abcde 

11.  a)  S)aS  aSerfa^ren  bei  ber  ©ummirung  periobifd^er  3:^eil* 
bru(!^rei^en  ifi  analog  bem  SSerfal&ren  bei  ber  ©ummirung 
ber  ftettenrei^en  im  §.416.  IL  Xl^eil. 

1/  4.-1-4-    1.1,1.        1  _ 

^*  "^3.5  "^  3.5.3  ■*■  3.5.3.5"^  3.5.3.5.3'^3.5.3.5.3.5  "■"  ^^' "" 

V  1     1     ,       1      ,      1     ,       1       ,      1     .       1       , 
^'■*"(3.5j  "^^  3.(3.5)  "^  (3.5)2  "^3,(3.5)2  "*■  (3.5)8"*'  3.(3.5)»  "^^ 

1      . 


(3.5)*  '  ••• 

V/*"^8:5A^"*'(X57"*"("ä5?"*"(T5l8"^(^^^ 

S)iefe  SRei^e  i[t    eine   unenblid^  abnel^menbe   geometrifc^e 
SReil^e,  in  mlä)tx  baS  erjie   ®Iieb  a=l,  ber  ßjponent 
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e  =  g-g  unb  n  =  oo;  bo^et  iji  nod^  §.  413  bie  ©uinme 


a 

8  =  5 = 


15 


1-e     -     J_ 
^     3.5 


^5_2  =  "/u;  folflli^  iP  bie  ge- 


gebene 2^eilbru(]&tei^e=(v8  +  g^)-  «A4= Vi6.»/u=V7. 
11.  /?)  Vs  +  317  +  g^T^ji  +  gsjjj  +  3F7F11  +  (377Ji)«  ■*" 


3.(3.7.11)«      3.7.(3.7.11)»  ^  (3.7.11) 


-.+ 


obet 


a)( 


'^'  "^  3.7  "^  3.7, 
1 


MljL 


1  + 


1 


(3.7.11)  "  (3.7.11)« 
7ll)*"*'"J 


^  (3.7.11)»  ^  (3.7.11)* 
ober  (2)  V«+^  +  3;^(l  +  V.  +  ^7  +  3-^1  +  35:7X1 


7.11)« +  ••7 


'  3«.7*.ll "  (3.7. 
@tott  bie  unenblic^e  Steil^e  in  (1)  na$  §.  413  ju  fummiren, 
lann  man  biefelbe  mi^,  na^bem  man  i^t  ^ubor  bie  g^otm 
unter  (2)  gegeben,  glei^  x  fejjen;  in  biefem  Safle  er« 
galten  mir: 

Vs  +  377  +  3;^  (1  +x)=x  ober  89= 230x;  alfo  x  =  »»/«so- 
11.  y)  V»+5;9+  5;932+  012.17 +  5«.9.12.17+5«.9«.12.17 


+ 


=(./.+J.+  ' 


5.9    5.9.12     5.9 


5«.9«.12«.17  "  (5.9.12.17)« 


(5.9.12.17)^(5.9.12.17)« 

+(■5.9.12.17)»+ •"J  ^  v^' + o + 5M2  +  5.9.12.17) 


/  1  \     9.12.1 7. +12.17H 

(  .  1        )~  5.9.12.17 

\        5.9.12.17/ 


17+17-j-l  ^      5.9.12.17 


5.9.12.17  -  1 


9.12.17-H2.17+17+1 
5.9.12.17—1 


=  *<"*V9n9. 
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^^'  '^^  ä  ■*"  ab  "*"  ä^  ■•"  (ISy»  "^  ä(äb)«  "^  (ab)«  +  •-= 

lä  ■*"  äbA^  "^  S  "*■  (^)«  "*"  (5b)»  ■*■  (äbp  "•"••*)  ^ 
ab   \    b+1^^    ab  ^b+1 
ab— 1/      ab  **ab— i    ab— 1* 


(i+sV^Vü+s)*!; 


11.  c)  3n  ber  l&ier  gegebenen  })eriobifd&en  Jl^eilbtudöteil^e  iji 
bie  ^eriobe  berSlenner  a,  b,  c,  d,  e;  bolzet  iji  fie  gleid^: 

\a  ^  abhabe  ^  abcd  ^  abcdeA      (abcde)  ^  (abcde)«  ^ 

(äbcdep"^***Mä"'"ab"^äbc"*'äM  ^        1      ) 

\       abcde  / 
bcde+cde+de+e+1       abcde       bcde+cde+de+e+1 


abcde  abcde-— 1  abcde—l 

11.  0  ^^^^  beginnt  bie  ^eriobe  crfi  mit  bem  brüten  ©liebe; 

bie  ©umme  ber  beiben  erften  ift  -  +  -r-  =      ,    .  3tm  ift 

bie  periobij(j^e  SE^eittrui^örei^e  = 
11           1             1              1               1 
abm    abmn"^abmnp    abm^np    abmVp    ab(mnp)2    ^^^ 

—  X /-  +  —+— +     1      I      1      .       1  .\ 

ab     \m      mn     mnp      m^np      m^n^p     (mnp)^      "7 

S)aS  erjJe  ©lieb  biefer  SReibe  ift  -  +  -—  +  — ,  ber  ßr* 

'   m     mn     mnp 

ponent  e  = ,  n  =  oo;  oljo  ift  i^re  Summe: 

mnp 

_^  m     mn      mnp_np+p  +  l 

"~       - 1_       ~  mnp  — 1 

mnp 
-S)o]^er  iji  bie  Summe  ber  gegebenen  SEbeilbruiä^reil^e  gletd^: 
b+1      1     np+p+l^(b+l)(mnp— l)+np+p+l 
ab      a5'    mnp  — 1  ab(mnp— 1) 
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nhtikitt  jttt  Xtiflüfttttg  ber  ttttteftimmtett 
)t  Sottgntettjett^  jttt  Xnffittbtittg  ber 
tt  nttb  &üiaxüffmtn.  Skteilltitttig  ber 
t  tt.  f.  t0.  nttb  ber  ^ogatit^meti  bnrc^ 
S:^eilbnt(^rei^eit. 
^S  ©ammtuna  §.  87.) 

bertüanblc  ben  Srud^  t-  in  einen  ffetten« 

ien  bie  beiben  legten  Slä^erunflStoertl^e  - 

(S)  §.  213: 

aq— bp  =  ±l 

8tud&  :r  ein  Siäl^erungStoettl^  bon  ungera» 

Drbnung  ift.    3m  erpen  göfle  i|i  x  =  q 
anbeten  §aDe  ifi  x  =  — q  unb  y  =  — p. 
bie  (Sleiti^ung  ax  +  by  =  1  gegeben,  |o 
=  —  p  ober  X  =  —  q  unb  y  =  p. 
SDßurjel  bcr®I.  gefunbcn;  bie  onbern  jtnb, 

)rbnung  beS  9?ä^etung5©ertl&ei5  r  bles  ber« 

ben  gformeln: 

"^^  l  AK^r  1  x  =  — q  +  bn 
-an  r*^^^  !  y  =  -p  +  an 

Jine  böHig  toiflfürlid&e  ganje  SöI^I  bejeic^net; 

jr: 

f-  bn)  —  b  (±  p  +  an)  =  1 

±  aq  +  bp  =  1  tji. 

ß)  gegebene  ®(.  tnären  \onaä)  bie  übrigen 


}  +  an  ^         f  y  =  p  —  an, 

n  borl^ergel^nben  Seifb.  für  x  unb  y  ge« 
in  tnirb  e§  ni^t  fd^toer  l^alten,  biejelben 
:  gegebene  ®L  m  finben.   S)enn  tji: 
(l)aiTby=l, 
(2)  c(ax  +  by)  =  c 
Jen  tt)ir: 
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aqTbp=  1, 

bal&er  aus        (2)  a(cq)  +  b(cp)  =  c; 

ballet  ftnb  bic  aCBurjeln  biejer  ®I.,  loenn  baS  obere  3ci(ä&en 

-  gilt: 

x  =  cq  +  bn  (    .     J  x  =  ~cq  +  bn 

jr  —  cp  +  an  (         l  y  ==  —  cp  4-  an 

>enn  ba§  untere  Stiäjm  +  gilt,  fo  ift: 

K  =  cq-bn      i    j^     j  x  =  -cq+bn 

y  =  — cp  +  an  j  "''^' <  y  =  cp  — an, 

jbem  ber  Släl^erungStoert^  öon  ungeraber  ober  gerober 

mg  ift.  Me  ©leid^ungen  bon  ber  fjorm  ax— -67  =  0 

eine  unenblid^e  9(n}Q9(  bon  ^uflö{ungen  ju;  bagegen 

n  ber  fjorm  ax  +  by  =  c  nur  eine  befc^räntte  ?[n== 

nb  manchmal  fogar  feine. 

inbele  Vn  in  einen  ifettenbrud^,  fo  ifl: 

1  ;  bo^er  bie  9läöerung§tt)ert^e:  Vi;  V2; 

'  7~1  %;  Vn;  es  ift  alfo  ^ier  p=2,  q  =  3 

IH 1       unb  ba  Vu  bon  geraber  Drbnung  ift,  fo 

1+i-.  mu6        7.3-11.2  =  —  1  fein, 
l+iba^er  x  =  — 3  +  llm  unb  y  =  — 2 
3  +  7m,  ober  wenn   toir  m  =  n+l 
x  =  ll(n  +  l)-3  =  lln  +  8 
y  =  7(n+l)-2  =  7n  +  5. 
=  0  ifl  x  =  8,  y  =  5;  für  n  =  l  ifl  x  =  19unb 
.2  u.  f.  tt). 

für  X  unb  y  gefunbenen  gornteln  laffen  olfo  eine 
[id^e  SlnjQl^l  öon  9luflöfungen  ju,  ba  n  afle  SQBertl^e 
bis  00  annel^men  fann. 

rmanble  **/2i  in  einen  flettenbruci^,  fo  ifl : 

1+1 


1+^ 


1  + 


1 


^4 


lä^erungstoerl^e  ftnb:   Vi;  Vi;  Vs;  Vs;  «A;  »Va; 
"/21;  bemnad^  tfl  p  =  21,  q  =  13  unb  eS  ifl: 

34.13-21.21  =  1. 
iS  folgt :  X  =  13,  y  =  21  unb  bie  anberen  SlBertbe 
unby  finb  enll^allen  in  ben  Sformeln  x  =  13  +  21n 
=  21  +  34n. 
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3.  y)  "/«= — i  mt)txmiitottff)t:  »A;  *U;  V«; 

4+1 34.6  —  41.5  =  —!; 

14.1     folgfi^: 
^6 
x=—6+4m=34(n+l)—6=41n+35^     „„_„.! 
y=-5+34ni=34(n+l)-5=34n+29r'""°'=°+l- 

3.  (J)  >"/i8i  =  --1        SRä^fiunflStotrt^e:  Vi ;  *»/»o;  "Vi« ; 
1+-!—,  bo^et  p  =  29,  q  =  30;  foIflU(|: 
29+i         117.30  —  121.29  =  1; 
4 
bo^er  X  =  30  —  121ii  unb  y  =  —  29  +  117n. 

luS  ben  bcibcn  SBettlöen  für  x  unb  y  ergibt  fi$,  bog  n 
nur  ben  einzig  mögtid^en  S8ert^  0  l^aben  fann,  toomdi 
x  =  30  unb  y=:— 29  ip.  68  gibt  fono§  feine  gonjen 
jjofitiben  SEBert^e  für  x  unb  y,  einer  berfelben  »trb  olfo 
immer  negotib  fein. 

3.  e)*yn=—.. 

l+i—  5lä^erung8toert]&e :  Vi ;  V«;  V»; 

\.\__        "/.,;  "/m;  ba^er  p  =  17;  q 
^\^1        =^12;  olfo: 

2+ — i       41. 12- 29.17  =  -1, 

2+2- 

mitl^in  x  =  — 12  +29n  unb  y=  17— 41n. 

3.  ö  »V7o  =  H-— , 

24-1 !ßä^erung§toert]^e:  Vi;V8; 

2+1—       V6;"/i*;"A»;»»/To;oifo 

''^^    1        p=41  unbq=29;  bol^er 
2+ — i       99.29  —  70.41  =  1. 

2+§ 

SWuItipItcircn  ton  bicfc  ®I.  mit  13,  fo  l^ot  man: 

99  .  (13 .  29)  -70 .  (13. 41)  =  13; 
bol&ct  x  =  13.29+ 70m  l    .,^  ,«      „      k  ^^;^ui    ^lu. 
y  =  13.41  + 99m  1  *^*^^^  m  =  ii-5  gefefet  fliM: 

x  =  27  +  70n,  y  =  38  +  99n. 
2.  3lufl.  @e^c  x  =  xi  — 2  unb  y  =  yi  — 3;  bann  bct» 
toanbclt  ft(5  bie  gegebene  ®I.  in  folgenbe: 

99(xi  —  2)  -  70(yi — 3)  =  13 ;  ba^et 
99xi  —  70yi  =  1.    5ßun  ift  an^ 
99.29-70.41  =  1;  alfo 
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xi=29  unb  yi=41;  bal&er  1  =  29  —  2  =  27  unb  y  = 
41  —  3  =  38;  olfo  oBaemein:  x  =  27  +  70n  unb  y  = 
38  +  99d. 

3.  rj)  "/i9  =  — ,       ««^wunflStoertl^e:  'A;  V»;  "/»;  alfo 

1,1 P  =  8,  q  =  9;  bolzet; 

^"^7"!  17.9-19.8  =  1;  olfo 

°+2        17.(23.9)  — 19.(23.8)  =  23; 

bo^cr  x  =  23.9+19m  =  17+19n/,„,„     „     inA.t.«,* 
y  =  23.9+17m  =  14+17n !  ^'^'f  °» =  »- 1<^  Ö''«^*- 

2.  «ttfl.  ©e|e  X  =  xi  +  8  unb  y  =  yi  +  6  in  bit  ge« 
flebene  ®I.,  fo  ^ot  nton : 

17(x,  +  8)  -  19{y,  +  6)  =  23 ;  obet 
17xi  — 19y,  =  i.    9lun  ifl  ouA 
17.9-19.8=1, 

folfllidö  x,  =  9,  yi  =  8;  ülfo  x=8  +  9  =  17  unb  y  = 
8  +  6  =  14;  bo^er 

X  =  17  +  19n  unb  y  =  14  +  17n. 

3.  ^)  '»/u  =  1  + — j  9lä^trunfl8tt»ert^e:    »A;   Vi; 

1+— 1      Vs;  V*;  '»/n;  aifo  p  =  7, 

2+ — T  q  =  4;  bol^er: 

1+i        19.4  — 11.7  =  — 1. 
2 

5D?uItipItcire  biefe  ®I.  mit  (—112),  fo  toirb: 

19.(4.(-112))— 11.(7. (—112))=  112,  bo^et 

3^  =  — *.112  +  llm  =  14  +  lln  |  f«,™_«j.4o  «.?.«.* 
y=-7.112  +  19m  =  14  +  19n  !  für m=n+42  gefegt. 

2.  9lufl.    ©e^e  x =x,  +  7  unb  y=yi  +  2,  fo  ift: 
19.(x,  +  7) — ll(y,  +  2)  =  112  ober 
19xi— llyi  =  1;  nnn  ift  aaS^ 
19.4— 11.7  =—1 ;  biefe @I.  mit  (—1)  multiplidtt,  gibt: 

19.(_4)-ll.(-7)=l;foIgli(^ 
xi  =  — 4,  yi=— 7;baVr  x  =  — 4+7  =  3,  y=— 7 
+2=  —  5;  alfo  üflgemein  x  =  3  +  Um,  y  =—5  +  19m 
obet  m=n+l  gefegt,  gibt: 

X  =  14+  Un,  y  =  14  +  19n. 
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m^etunflSwert^e:  Vi;  V«;  'A;  Vt;  Vi«;  "A.;  *7«9;  "Am; 
olio  p  =  91,  q  =  157:  bo^et  iji: 

222.157-383.91  =  1. 
9Wultit)Iictren  tuir  biefe  ®l  mit  6533,  fo  toirb: 

222.(157.6533)— 383.(91 .6533)  =  6533;  bo^er 

X  =  157 .6533  +  383m  =  1025681  +  383m 

y  =  91 .  6533  +  222m  ==  594503  +  222m 

©eje  hierin  m  =  n— 2677,  fo  mitb: 

X  =  1025681-1025291  +  383n  =  390  +  383n 

y  =  594503 — 594294  +  222n  =  209  +  222n. 

2.  «up.  222x  =  6660  +  444y— 61y- 127 

61y  =  222p— 127  ober 
61y  =  244p  — 183 —22p  +  56 

llp  =  61q  +  28; 

q  =  lim  —  1  ober  m  =  n  + 1  gefegt,  gibt: 
q  =  10+lln;  p  =  58  +  61n;  bo^er: 
y  =  209  +  222n,  x  =  390  +  383n. 

3.  «up.        222x  =  6533  («Kob.  383) 

6.37x  =  6150  (3Kob.  383) 

37x  =  1025  (aWob.  383) 

37x  =  1025—2.383  (9Kob.  388) 

x  =  7  (9Wob.  383) 

x  =  390  (3nob.  383) 

383y=— 6533  (SRob.  222) 

222y  =  0  (3»ob.  222) 
161y=— 6533  (SWob.  222) 
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7.28y=— 6755  (9»ob.  222) 

23y=— 965  +  3.222  (9Kob.  222) 

y  =  ^13  (3Hob.  222) 

y  =  209  (TOob.  222) 

©ofl  bie  ©ongtuenj 

ax  =  b  (2Kob.  m) 
für  X  in  ganjen  2af)Un  aufgelöft  toerben,  \o  l&ot  man  ju== 
nä(]&ft  barauf  ju  aä)kn,  ob  b  i)ofitit)  ober  negatib,  ob  e§ 
gtö|cr  ober  Hemer  als  ber  9)JobuIuS  m  ift.  3ji  eS  negotib, 
fo  öerloanble  man  mif  §.  413  bie  ßongruenj  in  eine  jolti^e, 
hai  bod  jtoeite  @Iieb  pofttiD  unb  Heiner  a(§  m  mirb.  2Bir 
betrachten  bemnad^  obige  6^ongruen}  als  eine  {oI(i^e,  toorin 
b  ijofitiö  unb  Heiner  oI§  m  ift.  Um  biejelbe  unter  Sin* 
toenbung  ber  ffettenbrüi^e  auflöjen  ju  lönnen,  multiplicirc 
man  naä^  §.  408  bie  beiben  ßongruenjjal^Ien  a  unb  b  mit 
mit  k,  fo  bafe 

akx  =  bk  (aWob.  m) 
toirb.  !ßun  fubtral^ire  man  mäj  §.  413.  II  Don  ber  linfen 
©cite  ber  ßongrucnj  ein  Sielfad&eS  beS  SKobuIuS,  nämlid^ 
k'mx,  fo  erl^alten  wir: 

(ak— mk')x  =  bk  (5J?ob.  m). 
5)a  k  unb  k'  jeben  beliebigen  SBertb  annel^men  fönnen,  fo 
fann  man  il^nen  folii^e  SJBertl^e  beilegen,  bafe  ber  ßoefficient 
Don  X 

ak— mk'  =  l 
toirb.  aisbann  ift 

x  =  bk  (2Mob.  m);  bal^er  x  =  bk  +  mn,  too  für  n  Don  0 
an  iebe  beliebige  Qafil  gefegt  toerben  fann. 

Um  nun  k  unb  k'  ju  beftimmen,  bertoanble  man  —  in 

einen  ftettenbru(i^  unb  fu($e  barauS  bie  Släl&erungSmert^e. 

3ft  ber  le^te  5Räl^erungSto.  2  fo  finbet  bie  ^Relation  Patt: 

aq— mp=±l 
aSerglei^t  man  biefe  ®l  mit  ber  SBeftimm.ungSgleid^ung 

ak— mk'  =  l, 
fo  ergibt  fic^,  bafe 

k=±q  unb  k'=±p 
ift,  fo  ba6 

x  =  ±bq  (9Kob.  m)  unb  x=±bq  +  inn  toirb. 

1.  93eifp.  ©egeben  fei  bie  unbeftimmte  ©leii^^ung 
7x--lly  =  l, 
tooraus  toir  bie  beiben  ßongruemen 
(1)  7x  =  l  (TOob.  11)  unb  (2)  lly  =  -l  (TOob.  7) 
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et^altftt.    9Ru(tit>nctTe  in  (1)  bie  6eiben  Songtuenj^al^Ien 
mit  k,  fo  toitb: 

(3)  7kx=l.k  (9»ob.  11). 
©ulbital^ite  Uk'x  bon  bet  linfen  @eite  bet  Songtuett},  fo 
toitb: 

(7k-llk')x  =  l.k  (9Rob  11). 
3lm  fe^e:  7k— 11k' =  1 

unb  oettoonble  ben  S3tu4  Vn  in  einen  Äettenbru^,  beffen 
^d^erungswert^e  ftnb:  »/i,  V»,  Vs,  Vn;  bo^t  ift,  bo  Vn 
Oon  oeraber  Otbnung  ip,  p=— 2,  q=k  =—3;  mallSt  iP: 
^=l,(-3)  (aWob.  11)  obet 
x  =  -3  +  ll  (SKob.  11);  d\o 
X  =  8  (3Rob.  11) ;  ba^er  i  =  8  +  lln. , 
(2)  lly  =  -l  (3Kob.  7) 
lly  =  6  (9Wob.  7) 
(llk-7k')y  =  6.k  (SRob.  7) 
S)ic  Jlä^erungStoert^e  beä  S3tu^e8  "A  finb:  »A;  Vi;  '/»; 
»A;  aI|o  p  =  3,  q  =  k  =  2;  folgli*: 

y  =  6.2  =  12  (ÜKob.  7)  obet 
y  =  5  («Kob.  7);  alfo  y  =  5  +  7n. 

2.  Seifp.    gs  fei  bie  unbeftimmte  @I.  17x— 19y=23 
autiu(öfen,  fo  ifi  junäii^ft: 

17x  =  23  (TOob.  19)  obet 
17x  =  4  (5Kob.  19). 
S)ie  ^Rft^etungSroett^e  be5  Studie»  "/i»  Pnb:  V»;  "h;  "In", 
boBer  k  =  q  =  9:  foIgIt(!^: 

x  =  4.9  =  36  (TOob.  19) 

x  =  36— 19  =  17  (9Kob.  19);  alfo  x  =  17  +  19n 

19y=-23  (TOob.  17) 

19y  =  -6  (5Kob.  17). 

®ie  9lä^etung§n)ert§e  beä  S5tu(!^e8  "/n  ftnb:  Vi;*/8;"/n; 

ttifo  k  =  q  =  — 8;  ba^ei: 

.     y  =  (-6).f-8)(2«ob.  17) 
y  =  48-2.17  (3)lob.  17) 
y  =  14  (aWob.  17);  olfo  y  =  14  +  17n. 

3.  Seifp.       222x— 383y  =  6533. 
ßietouS  eiBoIten  wit  junö^fi: 

222x  =  6533  (3)lob.  383) 
222x  =  6533— 17.383  =  22  (5Kob.  383) 
111x^11  (2Rob.  383) 
S)ie  9?ä6etungS»ctt5e  beS  IBtu^eS  "»/ss»  finb:  Vs;  *li)  Vsi; 
"/s»;  *»/•«;  olfo  k  =  q=—  69;  bo^et: 

X  =  11 .  (-  69)  =  —  759  (TOob.  383)  obet 

x  =  - 759  + 2.383=  7  (SWob.  383)  obet 

x  =  7  + 383  =  390  (ÜJlob.  383);  alfo  x  =  390  +  383n. 
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gfetttW  iH:  883y=E— 6533  (STOob.  222) 

383y  =  — 6533  +  30.222  (3»ob.  222) 

383y  =  127  (9»ob.  222). 

S)ie9ttä5etun9«to«t^ebe«9tu(j^e8  »w/jm  finb:  Vi;Vi;V8; 

V«;  "/t;  »7u;  «»Ao;  "V«;  olfo  k=q=-91;  bo^er  ip: 

y=127.(-91)(9Rob.  222) 

y  =  — 11557  +  52 .  222  (9Kob.  222) 

y  =  -13  (9Kob.  222) 

y=- 13+  222^209  (2Kob. 222);  01)0  y  =  209  +  222n. 

@|tra(tion  bcr  iQuabtattttirjel  mi  inatiotwlen  S^^nt» 

§*  440*  Sßit  l^aben  beteits  in  ben  §§.  313  unb  314  ba§ 
SSetfa^ren  fennen  gelernt,  wie  ttermittelji  ber  Äettenbrü(i^e  ou§ 
einet  3trationa(}a^l  bie  Öuabtatteursel  gejogen  mitb.  (Sfft  mit 
un§  abet  mit  bet  ^nmenbung  bet  j^ettenbtü^e  auf  bie  @r5grn 

öon  ber  gfotm  ^ — g~,  »obei  A,  B,  C  gonje  go^Ien  finb,  be» 

fd^ttftigen,  toollen  tnir,  um  ben  @ana  ber  O))eiation  beffet  ein« 

Sufel^en,  no(fymciS  ba§  l^ietbei  ju  beobai^tenbe  äSetfa^ren  an  einem 
lefonberen  S3eif|)iele  jeigen. 

68  fei  A=s=47;  olSbonn  i%  wenn  tnit  ^'47  mit  x  be» 
iti^ntn,  X  =  ^'47.    S)ie  gröfete  in  47  entl&altenc  SBBurjel  ift  6 

nebß  einem  Siu^e,  ber  mit  —  bejeid&net  »erben  foH,  foba^  o(fo 

Xl 

x  =  l/47  =  6  +  -;  ba^er 

Xi 


1       1/47  —  6      ,. 


y47-6 

Um  ben  9ienner  biefeS  ^iü<S)tS  rational  ia  nia^en,  multit)licire 
man  il^n  im  Söi^iw  unb  9lenner  mit  ^^47  +6;  alöbann  ifi: 

t/47  +  6 
^"=11— 
S)ie  größte  in  btefem  StuSbrudc  entl^altenc  Saifl  ijl  1;  ballet  ift: 

1/47-5 


Xi  =  l  + 


11 


giutt  fei  *— Yj —  =—;  bann  iji  Xg  =  ^.-_^'    SRadJen  »tr 

biegen  S5tU(3^  im  Slenner  rationol,  \o  etl^dten  mir; 
_ll(|/47  +  5)_|/47  +  5 
^«—         22         ~       2      ' 
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2)ie  fltöBte  in  ^  ^       tntl^oltene  flanje  3#  »P  5;  ^ol^tr  iji: 

^i.     ^'    1^47—5       1     j    .„  2         . 

©e|en  Wir  '^— g —  =  — ;  fo  tji  x»  =  ^^y_g  obtt 

_  2(1/47  +  5)  _  t/47 +  5 
^~'      22        ~      11     * 

S)te  giöfete  in  '^—j-j —  entölten«  gonje  So^l  >P  1;  l>onn  iff: 


,  .  t/47-6 


-      ..  1/47-6      1     ,    ,„  11        V 


t/47-6 
11(1/47+6)     t/47+6 
^^         11        "^       1      ' 

S)ie  ßtd^l«  in  J^— r —  entgoltene  gonje  3(»I^I  ip  12;  J)o^t  ip: 

t/47— 6 


x«  =  12  + 


gefeen  wh  ^^^     ^=-1;  fo  ip  X5=; 

1  X»  I 


"t/47  — 6 
2)enfeI6en  Settl^  f üt  zs  ^o6en  mit  oben  f Ut  xi  gefunden,  {o 
bo§  aI|o  X6  =  Xi  ift,  ^tetouä  f olat,  bafe  bei  toeiteiter  Otjetation 
b'iejelben  Quotienten  1,  5,  1,  12  in  berielben  Orbnung  t>etioWf4 
miebeilel^ten  unb  Pd^  bis  inS  Unenbli<i^e  wtebet^olen  ntUPen.  3R\U 
bin  gibt  bie  gnttoidelung  bon  t^47  in  einen  jtettenbtu^  bie 
Quotienten: 

6: 1,  5,  1,  12;  1,  5,  1,  12;  1,  5,  1,  12  u.  f.  tt. 
®er  aus  biefen  Quotienten  gebilbete  Äettenbrud^  ip  ba^ev  ein 
penobif^et;  folgli^: 

t/47  =  6+— 
1  + 


5+1 


l  +  l 


12- 


1+1 


5+1 


1+Ä+ 
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®ie  Släl^crungSmcrt^e  für  J/47  ftnb  bälget;  6;  7;  öVe; 
677;  6"/9o;  6»V97;  6*»7576  =  6,85565  .  ..  unb  toeit  ^^47  = 
6,8556546  .  .  .,  fo  iji  bcr  ficbentc  Slöl^erungSloertö  in  bcn  5 
crficn  ©teilen  ganj  genau. 

§♦  441.  A  fei  eine  beliebige  gonje  gal^I,  a^  baS  größte 
in  Aentl^altene  Duabrat  unb  b  ber  Seft,  fo  bafe  A  =  a«4-b. 
S5ertt)anbeln  toir  nun  Vk  in  einen  ffettenbrud^,  fo  l^at  man 
iunä(i^jt: 

1  l/A  +  a 

l/A +  a 
9lun  fei  bie  größte  tn*^— r- —  entl^altene  ganje3aöl  =  a  fo  iji: 

X2  =  ^.        _^-r*    ©e^e  l&ierin  a— ab  =  — c,  fo  ttjirb: 

_      b      _b(^^A  +  c)_   b(^/A  +  c) 
^*      |/A— c~"    A— c2        A-(a-ab)2 
^  b(|/A  +  c)  ^      b(^/A  +  c) 

A — a^  +  2aab — a^b«      b  +  2aab  —  a^b^' 
»eil  A— a2  =  b;  bal&er  iji  aud^,  toenn  toir  im  '^^Ui  unb  Kenner 
burd^  b  tl^eilen: 

_      1/A  +  c 
^*""l  +  2aa— a«b 
©ejen  toir  l&ierin  l  +  2aa— a2b  =  d,  fo  mirb: 

^       k'A  +  c^^   .  ^ 
Xa  =  ^ — g —  u.  f.  tt). 

Stemmen  mir  nun  an,  baß,  ujenn  biefe  Operation  bis  in§  Unenb» 
lid^e  fortgelegt  mirb,  man  ju  bem  boüftönbigen  Quotienten  Xn 

l/A  +  M 
ober  y  =  ^^—^ —  gelange,  unb  e§  fei  (i  bie  in  y  enthaltene 

größte  ganje  3a^I,  fo  ift  ber  »eji  l/A  +  M-^N  ^^^^^  ^^^ 

biefen  Sleft  — ,  fo  l^at  man: 

N 

yi 


j/A+M— j«N 
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93eiglei(i^t  man  btefen  3t^  ber  Analogie  wegen  mit  ber  all« 
gemeinen  *8fonn 

1/A+M, 

^'~      N,     ' 
fo  ]^a6en  mit  )ut  Säefiimmung  bon  Mi  unb  Ni  bie  @(etd^ung: 
N ^A4:M.  ^^^^ 


|/A+M-|uN""      N, 
NNi  =  A  +  MM,  -/«M,N  +  (M  +  M,  -  j«N)l/A. 
@e^t  man  in  biefer  @I.  bte  tationalen  2:^eUe  ben  rationalen 
unb  bie  irrationalen  ben  irrationalen  gleid^,  um  Mi  unb  Ni  ju 
bejtimmen,  jo  l^at  man: 

(M+Mi-|mN)|/A  =  0;  alfo 
M  +  M,— iuN  =  0;  ba^er 
(1)M,=^«N-M. 
fjerner  iß :        NNi  =  A  +  MMi  — ,ttM,N;  alfo 

©cfeen  toir  l^icrin  ben  unter  (1)  gefunbenen  SBÖertl^  für  ^uN— M 
=  Mi,  fo  wirb: 

^      A~M|Mi 


N 

§.  442«    @§  mug  je^t  nad^gewiefen  werben,  bag  M  unb 
Ml  fowie  N  unb  Ni  ganje  pofitbe  3<^^I««  f^^^"-    Slngenommen 

~  unb  K  feien  jwei  aufeinanber  folgenbe  gegen  |/A  conbergircnbe 

I/A4-  M 
5Brü(3^e;  ferner  fei  *— -^ —  ber  öoflftänbige  Duoticnt,  weld&er 

bemSru^e  ^  entjprid^t;  alsbonn  iß  na(^  §.  210: 


/|/A+M\  . 

^      N      j"^''_y^^A  +  yM+«N 


1^-^—   /1/Aj.Mv        ~d|/A  +  <JM+/?N 


dierauS  erBä(t  man  bie  ®(etd^ung: 

Ja  +  <JMl/A  +  /JNl/A  =  yJ/A  +  yM  +  «N. 
©e^t  man  bie  rationalen  ^luSbrüde  bieder  ®I.  ben  rationolen 
unb  bie  irrotionalen  ben  irrationalen  gleid^,  fo  erpit  man: 

(1)  yM  +  aN=<JA;  aljo  M='^^~°'^ 

(2)  m  +  ßN  =  r,  flifo  N  =  ^^=^. 

9lttlanb,  SCuflöfungen  ni.  3 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    34    - 

@e^c  aus  (2)  bcn  fflcrtl^  für  N  in  (1),  fo  tont: 
yM+a^^^—  =  3A  ober 

(3)  (/Sy-(wJ)M=/S(JA-ay. 
©efec  aus  (1)  bcn  fflert^  für  M  in  (2),  fo  iff: 

d h/SN  =y  ober 

(4)  (/?y— a6)N  =  yy— (JcJA. 

9lad&  §.  213  ip  nun:  /?y — ad  =  + 1,  toenn  ber  Släl^erungS- 

»ertl^  ^>V^f  w"^  /^y— ad=—  1,  toenn  |<l^A..  3n  jenem galle 
ift  aud^  ^^^'  ^^^^  a\iä)"yy>ddA  unb  ba^er  yy—ddX  eine 

pofitiDe  (SröRc.     3fi    aber   ^<k'A,   fo  ift  aud^   ^<A'  «^^o 

aud^  yy<d(JA;  ba^er— (yy— rföA)  mieber  pofitib.  5Kag  olfo 
ßy—ad=+l  ober  = —  1  fein,  fo  ift  N  immer  eine  <)ofitit)e  ©röfee. 
"Unä)  ergibt  [\6)  auS  biefen  SBert^en,  baß  M  unb  N  ganje  ^a'ffUn 
finb.  UeberbieS  ift  aud^  M  immer  pofitib.  ®enn  einerfeitS  folgt 
aus  ber  ®I. 

(JM  +  /SN  =  y,  ba6 

unb  »eil  ß<.d,  muß  N>^— M  ober  N>(/A— M  fein;  an« 

bererfeits  ift  ^^j^  ^>i^^  ölfo  1H<:^A  +  M.  3lm  toärenbiefe 

beiben  Sebingungen  unvereinbar,  »enn  M  negatib  märe;  mitl^in 
finb  fomo^I  N  als  an^  M  beibe  poptibe  ©röfen. 

§♦  443«    3taäi  biefen  SSorouSfe^ungen  lann  eS  nun  ni(^t 
fd^mer  faßen,  bie  ©renjen  ju  beftimmcn,  melti^e  bie  ©rö^en  M 
unb  N  nid^t  überfc^reiten  fönnen. 
9lad&  §.  441  ift: 

A-MM  =  NNi. 

5)a  nun  N  unb  Ni  beibe  poptib  pnb,  fo  mufe: 

MM<A  ober  M<J/A  fein, 

alfo   fann  M  bie  in  (/A  enthaltene  ganje  3^^!  a  "i<5t  ö*^^*' 

fd^reiten,  mufe  bielmel^r  =  ober  <a  fein.  Slad^  §.  441  ip  ferner: 

Mi=iuN~M;  alfo  M  +  Mi=^N. 
®a   nun  ber  gröfete  Sßertl^  bon  M  =  a  ip,  fo  ip  ber  größte 
Slßert^  bon  M+M,  =2a.  ©e^en  mir  biefen  ffiert^  fürM  +  Mi 
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in  M  +  Mi=^N  ein,  fo  l&aben  mir:  ^N=2a.  3PnunN=2a, 
fo  ift  jii=h  ift  ö6er  N=l,  fo  ifi  ^i  =  28l.  f)ierauS  folgt, 
baß  bie  ©rcnjc  t)on  N  unb  bcm  Quotienten  ^m  ju  gleid^er  Stxt 
2a  iji.  2BeiI  aber  bet  ffettenbruc^,  mlä)n  benSBertl^  einer  irra* 
tionalen  @r(^  QudbrildEt,  unenbii^  fein  mu^  unb  ed  nur  eine 
beftimmte  9lnja^I  bon  berfd^iebenen  SBertl^en  fomo^I  für  M  al§ 
für  N  geben  funn,  fo  mufe  berfelbe  SBert^  für  M  mit  bemfelben 
2Bertl^  für  N  unenblid&e  9KoIe  toieberfe^ren.  ©obalb  alfo  für 
l/A  +  M 


N 


ein  fd^on  gefunbener  2Bertl6  toieber  erfd^eint,  fo  ift  eS 

Hör,  ba6  bie  fotgenben  Quotienten  ber  flettenreil^e  biefelben  fein 
unb  in  berfelben  Orbnung  toieberfel&ren  muffen,  xok  bicjenigen, 
bie  man  bereits  erl^alten  l^ot.  TOit^in  befielt  ber  ifettenbruc^  für 
J/A  loenigftcnS  noc^  einigen  ?(u9brü(fen  an^  einer  fonftontcn  ^e» 
riobe,  bie  fxä)  nmnU\ä)t  5WüIe  »ieber^olt,  mic  wir  es  bereits  an 
bem  befonberen  SBeifpiele  in  §.  440  gefe^en  l^aben. 

§•  444*  Um  nun  ben  ^unft  ju  befiimmen,  mo  bie  $e» 
riobe  beginnt,  bejeid^nen  wir  le^tere  mit  jU,  fii,  fi%.,.(o  unb 
fügen  bie  Quotienten  nebft  ben  i^nen  entft)re(i^enben  Jläl^erungS^ 
wertl^en  bis  jum  Anfange  ber  jroeiten  ^eriobe  l^inju,  fo  er« 
jaulten  wir: 

Quotienten      a         a        ß,y        l  ^        i^i,  i"». 

1  o 

9{öl^erungsw. 


a 

1 
Ö 

g5oDfl.Quot.i^ 

Quotienten 
Ütäl^erungSW. 


a 
a^ 
1 

|/A  +  a 
b 

kl 
1. 


1 

(/A+Mq 
No 


m 

t/A+M 

N 


mi 

ni 
j/A+M 

N 


iWl/  11% . 


ix)  .  . 


Sffiie  bereits  in  §.  441   gegeigt  worben,  ifl: 

A— MM  =  NNo  unb 
A-MM=NNo^       ' 
SluS  biefen  beiben  ®I.  folgt: 

NNo  =  NNoi  ober  No  =  No^ 
"^üc^ii  bemfelben  §.  ift  aud^: 

M=  ANo— Mo  unb 
M  =  wNo^— Mo^  woraus  folgt,  bafe 
ANo— Mo  =  coNo*— Mo^;  bal^er 
Mo-Mo^ 


No 


=  A — Ct). 
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9lun  iji  fernet:  nM  +  lN=m;  olfo 

T^-      m     IN 

unb  weil  —  ein  Mlfttmiitoetü)  für  ^'A  i%  fo  mufe 

iD  r 

—  =  a  + einem  SBrud^e  -  fein,  toorouS  rejultirt: 

n  n 

a— M= • 

n 

SBeil  nun  l<ii,  i|i  anäf  a— M<:N.  66enfo  ift: 

a— Mo<No,  a--Mo*<No\  um  fo  mel^r  alfo  mufe 

Mo  — Mo^<No  fein. 
9l6er  ton  f)abtn  oben  gefunben,  baß 

^^        =ber  ganjen  3öi&I  A— w;  folglid^  mufe 

JNo 

/  — w  =  0  fein  unb  l^ierouS  ergibt  ft^  Mo  =  Mo^  unb  A  =  co. 
9luf  biefelbe  SBeife  läßt  [\ä)  jeigen,  bal  ber  A  borl^erge^enbc 
Quotient  gteid^  bem  Quotienten  ift,  meieret  w  borl^erge^t  unb  fo 
naä)  ber  Sttei^e  bi§  gum  Quotienten  a,  fo  bafe  ber  Quotient  a 
berjenige  iji,  ber  juerft  »ieberlel^rt  unb  bie  ^eriobe  beginnen  mufe. 

§•  445.    SSertoanbelt  man  einen  äd^ten  ^xnä)  in  einen 
flettenbrui]^  unb  fud^t  für  eine  begränjte  Slnjal^l  Don  ©liebern 

beffelben  ben  9lä]^erung§tt)ert^,  al§  — j  =  ~    fd^reibt 

a+-y  ^ 

b+- 


c+ .  . 

döbonn  toie  geioöl&nIi(ä^  bie  Quotienten  unb  SläöerungSwertl^e 
unter  einanber,  dfo: 

Quotienten     et,      ß,     y x,      X,     ^ 

m^erungsm.  ^      «'^^   ---g'      r     F'    i 
fo  ift  nacö  §.  210:  q=:iun  +  l;  folglid^  5  =  ^+1 


n  =  Al+g;  folgtiiäf)  -=^^.g 

g      1 
l=xg  +  go;  foIgli(ä!)|=-_|_go 
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**     fi+- 


A+1 


X  +  . 


^+1 


Sie  SSertoanblung  beS  Sru^eS  -  in  einen  ftetienbrud^  gibt  alfo 

bie  Duotienten  f^,  X,  yc . . ,  y,  ß,  a,  tt)el(^e  nid&tS  anberS  pnb, 
al§  bie  Quotienten  beS  gegebenen  Äettenbrud^eS,  aber  in  umge» 
feiertet  Orbnung.  SBenn  alfo  biefe  Duotienten  eine  f^mmetrif^e 

IReil^e  bilben,  nämlid^  ^^  ß»  7 7,  ßf  ^*  beten  äufeerfte  (Slie* 

ber,  fomie  }mei  gleid^  meit  bon  biejen  entfernten  gleid^  finb,  fo 

mufe  -  =  -  ober  ii  =  p  fein.    Umgelel^rt  lann  man  fiä^üefeen, 

bag  toenn  n  =  p  \%  bie  IReil&e  ber  Duotienten  eine  j^mmetrifd^e 
ift.    ©ie^e  §.  447.  5Rro.  13.  C. 

§♦  446«  @§  bleibt  fd^Iieg(i$  no$  na(^}un)eifen,  bag  bie 
Duotienten  eine  f^mmetrifc^e  Stetige  öon  ber  gorm  a,  ß,  7... 7, 
ß,  a  bilben,  toorin  bie  äußerjien  ©lieber  unb  je  jtoei  bon  biejen 
glei(j&  meit  entfernten  ©lieber  %k\ä^  finb.  ©teilt  man  bie  Steige 
ber  Duotienten  unb  bie  i^nen  entfprcd^enben  9läl&erung8tt)ert^e, 
Die  fic^  au§  ber  Sntmidfelung  bon  ^A  ergeben,  unter  einanber, 
fo  l^ot  man; 
Duotienten     a;  a, /?.... A,  /a;  a,  ß..,.X,  ix\  a,  ß:..k,  ^... 

ff>;4A^v«**^a»«  ^  *          h   k  m         hl  hl  mi 
9id^erunflS».  5,  .j...-,p -....-,  j^,- 

Sei  bicfer  3lnorbnung  iji  y  ber  9läl&erung3tt3.,  »eld^er  bem 

legten  Duotienten  f^  ber  erflen  ^eriobe  a,  ß...7,  fi  entjprid^t; 

nehmen  »ir  nun  an,  z  fei  ber  entfpre^enbe  boflftänbige  Duo* 

tient,  fo  ift: 

z  —  ^  =  (/A  —  a  ober 
z  =  ^£  —  a  +  |/A.  _ 

Jtun  tu .  KA  -  j^  _^  g _  j^  _  ^  _^  j/^j_^g  oöet 

i/A  _  fet^A+k(itf  — a)  +  h 
^^~  ll/A  +  l(^-a)  +  g  * 
aWuItipIidren  »it  biefe  ®I.  mit  \Vk-\-\(n  —  a)  +  g,  fo 
Wirb:        1A+ [!(/* — a)  +  gJJ/A  =  kl/A  +  k^u — a)  +  h. 
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Dil  ffinm  bie  lotiimixlni  Slicbrr  ben  rationalen  nnb 
m  bfn  maHoncden  qjitid^,  fo  refottnt: 

fl)  kfii  — a)-hh  =  lA. 

(2)   l(ii  — a)  +  g  =  k. 

)  folgt:         u—z+^=Y 
I  in  bfr  9lei^  btr  ^äf^eiunqßm.  -  htm  Snu^e  j 
iß  1  >g,  ba^  ^  ein  Oi^ei  9ru(^;  mithin  be» 

Ei  bie  §idBte  in  j   ent^ltene   ganje  3^^   ^^'^^ 

niS  folgt 

fi  —  a  =  a;  alfo  ^  =  2a. 
nan  ben  Sert^  für  ^  —  a  in  bie  @L  (2),  fo  toirb 
jü4.g=k;  dfo  g=k— al;  ba^ 

11   *• 

t  y— a  rin  Stft^ttungStDttt^  »on  [/A  —  &,  tootouS 

e  9td^(  bn Quotienten  a,  ß ...y.  toeld^  /i  Ooran- 
em  bongen  §.  fpaimetttfiil»  iß.    9lun  iß 

- — a=beni  Jlettenbrud^ ^ 

o+ j- 

k  h 

i^erungStoert^c  j— a  ge^t  ber  Siö^erungSto.  — a 

m\  g=k— alip,  fo  mufe  bie ^eriobe  a,  ß,  y,...l 
mit  ber  umgcfel^rten  l...y,  ß,a.  f)terau§  folgt,  bafe 
ßntmidelung  bon  J/A  rejuttirenben  Quotienten  auf 
ife  fortfd^reiten  müflen: 

/...y,  ß,  a,  2a;  a,  ß,  y...y,  ß,  a,  2a  u.  f.  lo. 
SefcJ  ber  gortfdöreitung   mürbe   nod&  regelmäßiger 
rt  ber  erpe  Quotient  2a  ober  SluD  märe,  b.  ^.  mcnn 
Jinen  Uettenbruci^  bermanbelt  merben  jofl. 

luflöfung  ber  ferneren  S3eifl)iele  in  f)ei§  ©amm^« 
f.  87. 

j  3a^I  2  i|l  bon  ber  gorm  n^+l,  halber  2=12+1. 
\.  313  I.  %f)ül  ©.  372  iji  ba^er 
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%T^ 


2+...    5)te  ^iä^erungSttett^e  rtnb: 

'12,   "/»,    »»/70,   "»/„„   "V4O8,    "»V985, 

878,  «"»A7«  =  1,4142135.... 
114  I.  %^t\l  @.  373. 
1      ,,   1      1/41-6   .   ,  1 

.l/41+6_       ^/41-4.      . 
"       5      "^"^       5       ' 

^  _       5       _|/4l4-4_       1/41-6. 

^'~|/41-4~       5      ~   "^       5       ' 

^*-i74r=6  -  ~T~-^^"*'~n~' 

T  _       1       _t/41  +  6_       1/41-4 

gt,  bag,  ba  wir  oben  ffit  x  benfefben  SBertl^ 
unbeu  ijabtn.  x=xs  unb  bie^etiobe  befielet 
3  ©liebem  2,  2,  12  weS^olb 

41=6+^ 
2  +  ^ 


2  +  1 


12  +  ... 

ungswett^e  ptib  alfo;  6,  "/j,  »Vs,  "V62, 
,  aM«Vj9„=  6,4031242  jiimwt  inben  erjien 
m  ganj  genau. 

L     „   1      1/7-2  1  1/7+2 

■'  '»'^"£=1—'  ^=177=2=      3 - 


=  l  +  i^^^- 


«  3      1/7  +  1   , .  yi-i 

df 0  X,  =  .-=— ^  =  "-0—=  1  +  '^-^— 


(/7— 1~      2  *  '       2 

2    _kl±i_.^[^ 


lifo  X,  =  p^— ^  =  ^^-=1+      3 

«  8  1/7  +  2     ,  .  1/7-2, 

aljo  X8  =  p7:z:2=       1  ~=^+      1"^ 

"    ^— 1/7_2  8  ^3 
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©enfelben  SBert^,  ben  wir  für  x*  gefunben,  ^oben  twit 
aüä)  für  X  gefunben,  weSöotb  x=X4  unb  mit  x«  bie  $e» 
itobe  bon  Steuern  beginnt;  toeSl^alb 

1  + 


l+i 


1+1 


4+... 

erungäw.  2,  3,  Va.  Vs,  »Vu,  «At,  «7«.,  "Vi48,  *»«/«« 

=2,6457. 
Me  5periobe  ber  Quotienten  iji:   5;  1,  1,  3,  5,  3,  1, 
0;   bol&er  finb  bie  Siä^erungS».  für  1/31= Vi,  "/«, 

*«V«7,  «»7U8,  »"Vu»,    >"%78,   »«%886  =  5,567764... 

le  I.  S^eil  §.  314. 

.+  1  =  0+^-  „ijo  -=  — y— ;i=^;^=p:^ 

_T/n«+l+n           l/n'  +  l-n 
i =  2n+ j ; 

^P'  +  l-n  ,  1  Ki^l  +  n 

1       '  ^'-y^Ti-n i 

jo  xi=x;  bo^er  bie  ^criobc  2n;  mithin  ifl:: 

1/5MT=2+^— ^''^'  I.  St^eil  §.  313.  ©.37L 


2n-|- 


2n+? 


2n+... 

tüic  fidö  bie  SBurjel  a\\^  einer  Strationorja^I  in  einen 
nbruc^  bertoanbeln  läfet.  fo  läßt  fic^  aud^  umgele^rt  jeber 
bifd^e  ßettenbruiäö  in  einen  Quobratmurgelauöbrud  ber« 
>eln.    ©er  93ru(|  fei 

x  =  a+ :=- 

b+^ 


c+. 
••.  1 


n+x 
Kt  n  f (^liefet  bie  ^eriobe;  mit  x  »erbe  nun  aud^  aUeä 
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Utbrtge  (e}et($net.  @S  toutbe  au$  ber  gon}e  ffeitenbtu^ 
mit  X  Uiti^mt,  bie  erjie  ^etiobe  dfo  bei  bieftr  SSejeid^« 
nung  nt(^t  bead^tet  unb  }tDai  t^  bied  auii^  ni(|t  nöf^ig, 
ba  ber  9ruc^  unenblii^  t|i.  Sejeici^net  man  bte  iRäl^etunsd« 

^  it    w    m  t       JL      1      ab+1  K  M  P 

toertl^e  bei  8l«^e  nodp  mit  a,  — r — L'  N'  ö' 

bann  ift  nai^  §.  210  beS  L  Xl^etled: 
_  (n+i)M+K 
^-(n+x)N+L' 

@nttt>tife(n  mir  btefe  ®l,  fo  erhalten  mir: 
x*N+(nN+L-M)x  =  nM+K,  ober 
meil  nN+L  =  Q 

nM+K=P,  fo  ijt  aud^ 
Nx«+(Q-M)x  =  P;  olfo 

x«+^— x=^;  bo^er 


x=^Q- 


—  M  .  i//Q— M\«,  P    . 


^     •   2N    -y\    2N    j^N 

3feber  periobifi^e  ftettenbruc^  fann  alfo  burc^  bie  %uf- 
löfung  einer  quabratif<!^en  @(ei(|ung  betei^net  »erben,  in 
mel(^er  eine  irrationale  Ouahratmurjel  enil§a(ien  fein  mu^ ; 
benn  mdre  biefelbe  rotionof,  fo  mürbe  man  für  x  einen 
befiimmien  reeüen  äBertl^  erhalten;  ein  reeller  Sßertl^  gibt 
aber  fiets  einen  enbli^en  Jtettenbrui^. 

o)  giä^erungSro.  y»,  »/lo,  "/ss  u.  f.  to.  bal^er 


M     ,,     P     ./       ,f 
jj-=V8,  Q=»Ao;  olfo 


x^- 


1-10 


2.3  +Y(^J+y'=-y'+V"/*-y'iVis  -  3). 

2.  SujI.  $e}eiÄnen  mir  ben  Jtettenbrud^  mit  x,  fo  ift, 
ba  berfelbe  unenblid^  ifi  unb  bie  ^eriobe  nur  aus  einem 
@(iebe  befte^t: 

x=gi-^;  ba^er  x«+3x=l  ober  (x+»/«)»  =  "/4; 
alfo:  x=V«(VT3-3). 
9.    ß)  ««dl^erungamert^e  »A,  'A;  ba^er  ^=%  §=V2;  alfo  ift: 
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2jr  ■  l/xr)*+v.=-v«+Kv«=V2(i/5-i). 

2.  Aufl.    35o  l^ier  bis  5ßertobe  1  ift,  fo  ^a6en  mit: 
x=l^  ober  x«+x=l;  bo^er  (x+V,)«=V4; 

o^ox=V2(^^5-l). 
y)  S)o  l^ift  bie  ^eriobe  etft  mit  bem  jweiten  ©liebe  be« 
jinnt,  fo  beted^ne  man  naä)  bem  boi^etge^enben  SBeifpieie 
)en  petiobifdSien  ftettenbtu^;  bo  berfclbe  V2(|/5— 1)  ijl,  fo 
ft  ber  gefleö«"«  gemif^t  periobi|(]^e  Äettenbtuc^: 

x=2TW5^  =  V.(3-K5). 

J)  Sägt  mott  bie  3  ©anjen  öoiläufig  unbetürfftd^tigt  unb 
Gilbet  Don  bem  j^ettenbtu^  bie  HtälgeTungSwertl^e,  fo  ^at  man: 

^=Vb,  ~  =  -'U.  ^^"/lu;  eä  ift  bo^et: 


- 113    1  //113  -  7\«  ,_  1  /28Ö9+1 

.36    ^KI   2.36    ;^  '»•"       '»*^|/         36« 
=  V86(l/36Öi  -  53). 


9lbbirt  man  jubiejem3luSbtu(fe  bie 3 ®o«jen, fo  ^at  man: 
x  =  1/86(1/3601 -53)+3  =  V«6(l/3601+55). 

:)3)ielRä^erutt88tt)ett^efinb:  V«=p  Vi6  =  ^,»Vn5=|; 

=  Vi6(l/3601-55). 
:)  ©ielRä^etungSWcrtbermb:  »A,  *A,  "/«/  "Vim,  ""/i»8o 
I.  f.  tt.    |)tet  ifi  olfo 

IT  M  P 

^=i6/«,f  ="Vm,-^=""A88o  unbn  =  9;  ba^er  iji: 

(9+x)115+16       115X+1051       . 

^  ~  (9+x).151+21  ~  151X+1380'    '^^^^ 
.115-1380  ■  1  //1380-115\«    .„,  ~  . 

2.151     +[/l     2.151     ;+      /'"  '»•» 

802I/I6OO225  +  634804  =  Vso2(l/2235029  —  1265). 
i)  S)ie  Släl^erungSroert^e  finb: 

l_K       b M      bc+1     _  P      .      _ 

l~  L'  5b+l-  N'  abc+a+c~  Q  """*  °~*^' 
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ber  Doüftänbige  SSert^  bejS  gegebenen  ffettenbtud^ed  iß  ballet: 
_     (c+x)b+l     _         bx+bc+1 


'(c+x)(ab+l)+a     (ab+l)x+abc+a+c 


;  folfllit^ 


_b  — (abc+a  +  c)     i  //abc+a— b+c\»     bc+1 
^~       2(ab+l)       "*"  [/  V     2(ab+l)     )  '^"ab+l 

— (abc+ a— b + c)+i/a'(bo4-l)  «~2a(bc+l)(b-  c)+(b-o)'  -f  4(ab+l)(bc4-'l) 
""  a(ab+l) 

_--(abc+a-b-fc)fl/a«(bcH-l)^H-2a(bc4-l)(b+c)+(b+c)^+4 

2(ab+l) 
_  — (abc+a— b+cj+KCabc+a+b+cj'+^r 
~  2(ab+l) 

10.    ©oH  bie  gegebene  ®I.   bur($   einen  ftettenbrud^  aufgelöji 
merben,  fo  i)at  man  junäd^fl: 
x«=ax+b;  biefe  ®I.,  butd&  x  bibibtrt  gibt: 

x  =  a4—  ©ejt  man l^ierin  f ür  xioieber  a+-  fo  iß: 
x  =  a+— :-b  =aH r 


a+: 


a  + 


a- 


X 

©eftt  man  l^icrin  -  =  -  =  -,  fo  bafe  c  =  c  ift  banntoirb 
a     a      c  D 

b 

aus  bem  folgenbcn  -  aber  -    2)enn  eS  mufe  fein: 
a         a 

1  b        .        bx  ab      .   -. 

— -  =  — vober  -— :^=TiXh;  ^ö^«^ 


a    1 

b    X  a 


ax+b     a«+b' 


a«bx  +  b«x  =  a«bx  +  ab« ;  f olglid^  x  =  a. 
©emgemöfe  l^^ben  mit  alfo: 

a+^  c4 

a  a 

SBir  muffen  je^t  baS  folgenbe  ©lieb  fm^^cn,    Slun  ift 

a  =  a,  -  =  -;  ba^er: 

.1  .  b 

c  +  -  =  a  +  - 

a  a 
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fragt  fi(^  nun,  totläftx  ?Rcnncr  bcr  1  für  bcn  fofgenben 
üi)  toirb  gegeben  toerben  muffen,  bomit  a  +  -  =  a  +  - 
cbe.   ®ieä  ergibt  fid^  eben  aus  ber  ®tei($ung: 

rau«  folgt:  -=-;  bo^er  x  =  J  =  c; 

0  tottb  baS  brüte  ©lieb  ber  Steige  »ieber  -;  baS  folgenbe 

c 

Jber  -,  toxt  bereits  oben  gcfunben  ttjurbe. 
a 

©eigen  bie  beiben  SBurjeln  biefer  ®l  Xi  unb  Xa,  fo  ift 
^robult  xixa  unb  bieS  beträgt  mäi  §.  393  ...(— b); 
ier  ip: 

V     ,-  b        b  1 

.b;aI,ox.=~-=---j^  =.— 

an =  c+ — 1 

[  nun  a  =  24,  b  =  3  unb  c  =  ^  =  «V3  =  8,  fo  ift: 


=  24  + 

1 

1 

8+ 

1 

24-t 

1 
24 

8+ 

_  i  «/i,  "7»,  "''•/.98,  ""7.65«,  »o»"73744i  u.f.w.ober 
^'  -  \  24, 24 Vs,  24"/.93, 24"Vi«2, 24"»«/3744i  u.  f.  W. 

1 

8+> 


24+i 


^4 

=  ~  V»,  -"/l99,  -  "'/l56J,  ""/87441,  ""VsOlOSO  U.  f.  W. 

ßöjt  man  bie  ©leid^ung  bireö  ouf,  fo  t|i  xi  unb  xg 
12  ±12,1243556.  9lun  iji  24''V,98  =  24,1243523  unb 
i»V,658  =  24,1243556;  mithin  ip  Unterer  5ßä^erunfl8- 
rt^  ganj  genou,  ba  er  in  ben  7  erften  ?)ecima(fteDen 
eteinfttmmt. 
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11.  S)en  ßogatitl^tnuS  Don  195  Dertnittelji  bet  ßctte 
htxtäjmn.    SBejei^ncn  mir  benfelbcn  mit  x,  fo  f 

y4 


.)■,> 


€  +  .., 


«4.1 

6S  fcl  nun  195  =  10  "^A ;  ober 
195  =  10".10Ä;  al\o 

195  :  10"  =  107;  für  a  =  2  erhalte 
j_ 

1,95  =  10/*.  5ür  a  würbe  bic  gröfete  i 

genommen,  fo  bog  10«  <  195  unb  10«+i>195  ö 

tenjirt  man  bie  le^te  ©leic^ung  mit  ß,  fo  ift:  1, 

Stimmt  man  nun  ß  fo,  bafe  1,95/*  <  10  unb  1,9 

ttjirb,  fo  !ann  /?  nur  =  3  fein,  alfo  1,95»  <  10, 
i_  1 

1,95<103.  ®oD  ober  1,95  =  10»"  toerben,   fr 

bem  SBertl^e  üon  /?  =  3  nod^  etmaS  obbirt  tot 

e§  fei: 

1,95'+T  ==  10  ober  l,95M,95"i^  =  10; 

l,95"i^  =  10 : 1,95»  =  1,34864;  ba^er 

1,95  =  1,34864^. 
9?un  mufe  y  fo  genommen  »erben,  bog  1,348( 
unb  l,34864r+i>l,95  »irb;  unter  biefer  S3oi 
fann  y  nur  =  2  fein;  benn  1,34864«  =  l,818i 

=  2  ju  Hein  ip,  fo  fe^e  man  y  =  2  +  j,  fo  1^ 

1,95=1,34864''*""7  ober 

1 

1,95  =  1,34864«.  1,34864  ^;  bü^er 
1,34864  =  1,95 : 1,34864«=  1,95: 1,81883  = 
olfo     1,34864"=  1,07211^. 

5)a  ein  Äettenbruiä^  entfiel^en  foll,  bie  genoue  S 
alfo  jur  6rlei(i^terung  umgangen  toerben  foD, 
Heiner  genommen  werben,  al§  eS  bie  ©leiiä^unc 
unb  itoax  fo,  bafe  1,07211^  <  1,34864  unb  1 
>  1,34864  toirb.    3u  biefem  galle  ift  5  =  4; 
bälgen 
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1 


3+i 


a+i 


44.1 

©er  SBertl^  für  ö  iji  ju  Hein  unb  eS  fei  ^=4  +  -; 

^:  1,07211*.  1,07211  *  =1,34864;  olfo 
j_ 
1,07211'  =1,34864:1,07211^  =  1,02077;  ba^er 
1,07211  =  1,02077*. 
müfete  nun  für  €  ein  fold^er  SQBertö  angenommen  tuer« 
i,   baft  biefe  ©leiti^ung  rici^tig  toäre.    3)a  toir  ober  für 
abgefc^en  bon  bem  oben  ©efögten,  nur  eine  gonje  Qa^l 
jmen  fönnen,   ]o  ncl^men  »ir  bie  größte,  bie  1,02077* 
1,07211,  olfo  1,02077^+1  >  1,07211  mat^t;  €  ift  bonu 

3;  ipir  ^aben  bal&er:  x  =  2H = 

2+L_ 
*+— 1 

emnodj  iji:  1,02077''^  f  =1,07211;  olfo 

1,02077T  =  1,07211 : 1,02077»  =  1,00799. 
m  ijt  ^  fo  ju  bejHmmen,  bofe  l,00799f<  1,02077  unb 

)0799f+»>  1,02077  Wirb,  ©e^en  wir  bal^er  ?=2  +  -, 

iji: 
1,00799**T==  1,02077;  ba^er 
1,00799  »J  =1,02077: 1,00799«  =1,00465;  olfo 
1,00799  =  1,004651.    ©efee  t]  =  l  +  ^,  \o  \^: 

1,00465  *  =  1,00799 : 1,00465  =  1,00331 ; 
1,00465  =  1,00831*     @e|e  ^^  =  1  +  -,  f o  iji : 
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1,00331  '  =  1,00465 : 1,00331  =  1,00134 
1,00831  =  1,00134*.  ©e^  t  =  1  +  i  u.  f.  »p. 

^mm^  tfi:  X  =  2 + ~ — r 
3+* 


4+i 


3.^ 

2+- 


1+ 


1+... 

%km^txm%mtü^e  für  x  ftnb  bo^er:  2;  V,;  "A;  "/si; 
»^V.oo;  »«»Asi;  '»7»s.;  «"/««»;  '»««"L  =  2,29003! 

©iefer  Cogartt^muiS  jiimmt  mit  ben  Sofeln  in  ben  fünf 
erfien  5)ecimo(iienen  überein,  fo  bnfe  olfo 
10s,»oo3  _  i95_ 


12.  ®er  gefud^te  ßogorit^muS  fei  x.    Üiun  iji: 
10"+ 7^  =  54321;  für  «  =  4,  gibt 
lOÄ"  =  54321 :  10*  =  5,4321 ;  eS  ifi  olfo 
5,4321/»  =  10.    ©efee  /?  =  1  +  -,  fo  ijl : 

5,4321  r  =10: 5,4321  =  1,84091;  bo^er 
1,84091)'  =  5,4321.    ©efee  y  =  2  +  i 
l,8409l'+T  =  5,4321;  [0  ip; 
1,84091^  =  5,4321 : 1,84091«  =  1,60291 
1,60291''  =  1,84091.    6e^e  d  =  1  +  i 

l,60291*"^"r=  1,84091,  fo  ifi: 
1,60291"  =  1,84091 : 1,60291  =  1,14849 
1,14849«  =  1,60291.    ©c|e  «  =  3  +  ^ 

1,14849'''^T  =  1,60291,  fo  tp : 
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1 
1,14849  f"  =  1,60291 : 1,14849»  =  1,05807 

[,05807f  =  1,14849;  C  =  2  +  - 

V 

.,05807*'^"ir  =  1,14849; 

,05807  "  =  1,14849  :  1,05807«  =  1,02588 

,02588'»  =  1,05807 ;  »/  =  2  +  ^ 

,02588*'^  *■  =  1,05807; 

,02588  *  =  1,05807 : 1,02588«  =  1,00536 

,00536*  =  1,02588 ;  *=4  +- 

i 

,00536*'^"  =  1,02588; 

,00536  '  =  1,02588 : 1,00536*  =  1,00417; 

,00417'  =  1,00536;  t  =  1  +  - 

X 

,00417^'^"  =  1,00536; 

,00417  "  =  1,00536 : 1,00417  =  1,00118 

,00118«  =  1,00417;  x  =  3+| 

,00118'*"ä^  =  1,00417; 

,00118  *  =  1,00417  : 1,00118«  =  1,00062 

,00062^  =  1,00118;  X=l+~  unb  fi=  1  u.  f.  tt). 
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1 


i+i 


1  +  - 


2+^ 

4+L 

1+- 


3+1 


giä^erunssioeri^e  für  i  Pnb:  Vi;  'A;  "A;  "A;  "A»; 
'*Vm;  »»*/«s;  "»V»6«;  "*«/«9;  »'"Atu;  »""Ai««;  »"»Ast» 
=  4,734967,  SJiefet  9lä^erung8»ert]^  fHintnt  in  ben  6  er» 
pen  2)ecttnal{}(II(n  mit  ben  Safein  ä6eretn. 

13.  S)et  fiogorttl^ntuS  fei  x  —  a-\ r 


10""^ /«  =3,1415926;  fe^e  a  =  0,  fo  ifl 


y+  ...  ttlSbonn  ip: 
je  a  = 
10^=3,1415926;  olfo 
3,1415926^=  10;  fejje  /S  =  2  +  -;  fo  i|i: 

y 

3,1415926''^T  =  10;  olfo,  bo  3,1415926«  =  9,8696040, 

3,1415926^  =  10 : 9,8696040  =  1,0132118 ; 

1,01321181' =  3,1415926;  fe^e  y  =  87  +  J,  fo  ifl: 

10132118^-  3>1415926  _ 3,1415926   ,0.003^0. 
1,013^118  - 1  01321188T  -  3,1326962-  1'0028398, 

1,0028398«'=  1,0132118;  für  d  =  4+  i  ifi: 

l,00^98^=^g=;-»lgjl|=  1,0017836, 

1,0017836«  =  1,0028398;  für  8  =  1  +  i  ifi: 

1,0017836^"  =  1,0028398 : 1,0017836  =  1,0010543 ; 
ttototb,  Unfliftmgcti  la.  4 
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.0543«  =  1,0017836;  fül  ^  =  1  +  - 

0543  "  =  1,0017836 : 1,0010543  =  1,0007285 
)7285'»  =  1,0010543 ;  ffit  i?  =  1  +  j; 

»7285*  =  1,0010543 : 1,0007285  =  1,0003255; 
»3255*  =  1,0007285 )^üv  &  =  2  +  -; 

-f  _  1,0007285  _  1,0007285  _ .  .^-___ 
*^^^^  -  1,0003255«  -  1:ÖÖÖ651T  "  l'^'^O^TS 

»0773«  =  1.0003255;  für  t  =  4-|-^  u.  f.  tn. 
,^ip  x  =  0  +  i~. 


87- 


4- 


1 


1+3- 


1- 


1 


14 


1 


-t. 


lä^erungStoert^e  ftnb:  »A;  »Vits;  "»Ao«;  "Vstt; 
,;  '**V««6;  »«*V«49i;  ">»/284»o  =  0,4971499.  ©tefet 
t^muS  ilimmt  in  ben  7  erjien  ©teilen  mit  ben  Sofeln 
I.    ©ie^e  I.  S^eil  ©.  464.  §.  367. 

=2+7+^+]|i+~+^+  :c.  ober 

y    yz      /    x«\      y    yz      / 

+  -+..W^l+-+-+..V;  für  x=5 
yz      /^x\      y    yz      / '  ' 

^+..)+g(n-i+^+..y  mit  5  ntuItiDl. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    61    - 


-+..j   ober 

f7+^+..y  mit  6  multipl. 

Z       ZU  / 

ZU        / 

;-)+Vu(i+i+„V"/ 

l+i+— +..Y  mit  13  multipl. 

;         U      UV         / 

,u  UV    ; 

+..)+ifn--+-+..y;  füru=16, 

1       /     U\       V     V8       /  '  ' 


Digitized  by  VjOOQIC 


52    — 


112=1744(i+^+..)+Vi/l+^+:^g+..y  mit  16  mnÜxpl 
1792  =  27904(l+A+..)+l+2(l  +  l4-..)+(Ul+..J 
1791  =  27906(i+l4-..)+(^i+A+..J 

1791v-27906=27906(i+l+..)H-i(l+l+i+..)*;v=16, 
750=27906|^+^+..Wvi«(l+^+^+..Y  mit  16  multipl. 
12000  =  446496(i+l)+l+2(i+l)+(l-  +  lJ 
11999  =  446498(i+i+..)-H(i4-l+..; 


11999 


446498/ 


11999s~446498==446498(J+^+..)+^(l+^+:^4-.^^   für 

8  =  38  u.  f.  to. 
Salier  ip: 

•^^^^■^*^'''^5:6'"5:6J[3"^  5.6.13.16+5.6.13.16.16 

©ie^c  I.  i^eil  ©.  371  §.  312. 

©(]^ema  gut  a&gelütiten  S3ere(]^nung. 


^tüifor. 


S)bibcnb. 


Duo* 
ttcnt. 


!Reflatit)cr  Slcft. 


2)r,  =  l 


3)xra  — 1  =  4 
4)yr3-l  =  ll 

5)  zr^— 1  =  116 

6)  uFj  — 1  =  1791 

7)  vre— 1=11999 


=  4 
4x+2  =  22 
22y+2=134 
134z  +  2  =  1744 
1744u  +  2  =  27906 
27906v  +  2= 


2=a 

5=x 

6=y 

13  =z 

16  =  u 

16=:V 

44649838=8 


5-2»=l==r, 
X — 4=  1  =  Fa 
4y— 22  =  2  =  r3 
11z— 134  =  9  =  r4 
116u— 1744  =  112 =r5 
1791v— 27906 = 750=re 
119998  —  446498  u.  f.  lo. 


Digitized  by  VjOOQIC 


53    — 


15.  ^)^^31  =  5-Hl(l-Hl+A-Hy-l+A_.,..) 

6x  =  10(1  +l+i+..)H.l(l+l+i+..)',  X  =  2 
12-lO  =  10(jH-i^..)H../{l4.1+l+.)" 

3y  -  22  =  22fi+ - +..U-f  1  +-  +  -+.-Y ;  7  =  8 
'  \z    zu     /    y\      z    zu     /  '  ' 

^z    zu      /        \      z  '  zu      / 

.=x,e(14„...)«.<l.i...).(l.i...)- 

z  V       u     UV       J     z\       U     UV       / 
15z--178  =  178(-+— +..V-fl+-+— H-'-T;  z  =  12 

\U     UV        /      Z  \        U     UV        /  ' 

24  =  2136(l+l+..)+l4-2(i+l+..)+(i+lJ 
23  =  2138(l+l+..)4-(l +!+..)• 

u  V      *    vr      /    u*\      v^vr     / 
23u-2138  =  2138(^+^+..)+i(l+i+^+..J;  u  =  93 


Digitized  by  VjOOQIC 
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l=2138(i+A+..)+V.3(l+^+i+..y 
93=198834(l+l...)+H-2(Ui4-..)+(U^V"T 


92  = 


198836/ 


92v-198836==198836(-+-+..)+-fl+-+  ^+-T;  v=2162 
\r     rs      /    V  \      r     rs      / 

68=  198836(i+^+..)+ V«««(l+^+i+..)* 
147016=429883432(U^+..)+l  +  2(UlH-..)+(i+U..); 
147015  =  429883434(l+l+..)+(^+i+..y 

147015r~  429883434  x=  429883484(i+~+..)+ r=2925 

®ö]^er  ift: 

1/31=5  +  V2+  VsAi  +  V12A2+  V93A8  +  V2162A4=5"«^««"/88604«72 

=  5,567764362. 
®icfer  SBcttlö  für  |/31  jiimrnt  in  ben   ctjicn  9  ©tcflen 
übercin. 

^äjma  gut  afigelürgtctt  f8mäin\xn%. 


S)it)ifor. 


®it)ibcttb. 


Duo* 
titnt. 


^legaiber  tRefl 


1) 

2)  r,=6 

3)  xr,  — 1=  3 

4)  yr3-l==15 

5)  zr4— 1  =  23 

6)  urj  — 1  =  92 

7)  vre  — 1=147015 


16, 


2a=^10 

10x-»-2=22 

22yH-2  =  178 

178z+2=2138 

2138u+2=  196836 

l98836v+2= 429883434 


a)  ^.2=l+i(l+i+l+A.+^+..) 
x\      y^yz^  ;^xä\     y    yz^  / 


5  =  a 

2=x 

8=y 

12  =  z 

93  =  u 

2162  =  v 

2925  =  r 

yzu    yzuv 


31  — 5'»=6=ri 
6x  — 10  =  2=rj 
3y  — 22  =  2=r8 
15z  — 178=2=  r^ 
23u— 2138=1  =  r5 
92v-^198836=68=re 
u.  f.  tö. 


Digitized  by  VjOOQiC 
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0=82(1+1+.)  +  1  +  2(1+1  +..)+(l+l+..y 
Vz     zu      J^         \z     zu^  /    Vz     zu      / 

-z=34+M(l+l+..)+l(l+i+l+,.)',  z=-84 

0  =  34(i+l+..)+-yi+i+l+..Y 
\u     UV      /    —  34\      u     UV      / 

VU    '  UV        /  \U      UV        /      \U      UV/ 

-u+1154=-1154(i+i)+i(l  +  i+l+..J;u=1100 

54=-1154(i+^+..)+i^(l  +  i+i+..; 

59400=-126940o(i+-+.,Vl+2(-+— +.W(-+-+..Y 

59399=-1269398('i+-  +  ..Vf-+— +-Y 
Vv     vs      /    \v    vs      I 

,^=-Ä!|,+l+l_+,.),i^,+i+i+..)' 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  56  — 

1269398=  —  1269398(1  +^+..)+Vl+- 
1   \* 

+it+-)  ■■  '=-* 

-!26W98(l+i+..)+^(,+|+4+.)' 
0=25887960(I+i+.)+l+2(!+i+..) 

,_25887962(l+i+,.)+(!+^+..)* 

,   25387962/,  .1   1  .  \  1/,  1  1  .  V 

ils  -  25387962  =  25387962  Q+^+..]+^(l+i 
1   \* 

25387962(l+l+..)+-\-g(l-Hl+l+..y 

24  =  -406207392(i+l+..)+l+2(l+l+..)  + 

25=-406207390(i+l+..)+(l+l+..J 
,K         406207390/,  ,1,1.    \     1/,  ,  1 

i3025t=-406207390(l+i+±+..)+l(l+l 

+^+..h  t=39  u.  f.».    Do^er  i|^: 
/8+V4Al— VsiAg— VaooAs— V20A4— VieAj— VssAe.... 
»«'>"»»»/28728Mo= 1,41421356  fHmmt  gonj  genau. 
Jte^e  I.  %'S)t\l  6.  368  §.  311,  too  wir  benfelben  SDßert^ 
|/2  ouf  onberem  SBege  gefunben  !§aben. 


Digitized  by  VjOOQIC 
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— 

afcflclütiten  fflered^nung. 

Dcnb. 

Ouottent. 

»e^. 

l=a 

2— l»=l=ri 

8  =  x 

x-2=l  =  ra 

4  =  y 

2y  — 8=0=ra 

-34  =  z 

(-l)(-z)-34=0  =  r. 

-1154 

1100=u 

(-u)-(-U54)=54=r5 

<^3"~~ 

-20=y 

59399.(-v)-(-1269398) 

r  +  2  = 

=  + 81418 =r« 

-2  =  — 

—16  =  8  1  665814=  r, 

0 

39  =  t    u.  f.  to. 

4.;....)      ^ 

:^^'-^^--' 

^^f.--)*  ^- 

v<-H--; 

-t^--K4.-J 

1       V 

— +..) 

yz     ; 

H^k--)' 

^•44.+-)^  '=^ 

/     1     i      \« 

'M+^-f 

■:;;;+- 

1      1       \« 
z     zu      / 


Digitized  by  VjOOQIC 
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-u=  - 194  -  194(U4+..)4-l(l+Ui^+..y;  u=  20 

-6=- 194(1+^^+..)  +  V^1+U4+..J 

-1200=-  38800(l+i^+..)4-H-2(l+i^+..) 

-1201=-38798(i+l  +  ..)+(i+l+..y 

V    V       w    wr      /    v*\      w     wr       / 

-~1201v=— 38798~38798f-+— +..V 

\w    wr      / 

2768=-  38798(1+4+..)+  .^l+i+^r+J 

83039=— 1163938(1+— +..Vfl+—+"y 
^w     wr      /    \w    wr      / 

S,O3..-lir0.i.i...).l(l.l4...)'     _ 

83039w=-1163938(l+J+l+..)+i(l+i+l+..J; 
w=— 20. 

_496842=-1163938(i+i+..)+^2ö('+7+S-!-)' 


Digitized  by  VjOOQIC 
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=  -4  tp: 

— VsooAj  —  Vso  A4 + '/«o  Aft+  VsA«  - 
,00  =  l««""/8S84oo = 1,7320508. 
J71  §.  312. 

»gefatiten  9ete(!^nung. 


2)  r,  =  2 

2a=s2 

i=2 

2x-2  =  2=r, 

3)  xr,— 1  =  3 

2x+2  =  6 

y=2 

8y~6=0  =  rg 

4)  yr3-l  =  -l 

6y+2=14 

z  =  -14 

(_l).z  — I4=0=r4 

5)  zr4  — 1=^-1 

14z+2=;-194 

u  =  200 

(-l).u-(-194)=-6=r5 

6)  ur5  —  l  =  — 1201 

-194u+2=— 38798 

V— 30 

-1201V- (-38798) 

7)  vre  — 1  =  83039 

~38798v+2=- 

=2768=re 

1163938 

w=-20 

83039w—(— 1163938)= 

8)  wr,  — 1=9936839 

—  1163938w  +  2  =  . 

—  496842  =  r7 

23278762 

8=3 

99368398-23278762  = 

9)  sr^— 1  =  19595264 

232787628+2= 

6531755  =  r8 

1     69836288 

t  =  -4 

u.  f.  to. 

Q 

17.  l/388  =  a  +  -4-  — 4-  — 

4.      1     4-... 

X      xy      xyz      xyzu 

aWön  betxaS)tt  biejc  SRcil^e  als  eine  itüeitl^eiliae  ©röfee 

a  +  b,  looritt  -  H 1- . . ,  =  b  QtiaSit  totrb.  ©rl^ebt  man 

biefelbe  in  ben  SubuS,  fo  f)at  man: 
388=a'+3a{i+l+..)+3a(l+l+..)%(i+l-f-..)';aIfo 

388_a»  =  3a«(l  +  l  +  ..)+3ag-.l-...)Vg-.l-...J. 

gut  a  =  7  iP: 


liftik^- 


Digitized  by  VjOOQIC 
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y^    /J     ,,A7,  yz,   /    Vy   yz    / 
Vy   yz    y 

3ai— 1=  (3a'i"+2.3.ai+8/-+.)+  (8ai+8)  x 

(■i+-)"+(y+-)';  fto  1=4-  a=7  »to: 
ii+..V87(l+..)'+(i+..)' 

Pr  y  =  6. 
=  2523y^A+..)+87y[l+2(l+..)+(-i+..)'] 

7y-l  =  (2523yä  +  2.87.y  +  3)(— +.,V(87y+3)> 

l875(l+..)+525(^+..)V(l+..J 
-91875  =  91875f-i-+..U^[l+2(i-+..)+ 

I4['+<l-K5-)'+(i+-f} -^ 

-  525z—  1  =  (91875z«  +  2.525.Z  +  3)(-i- +..)+ 
(525z+3)(-l+..)V(i-+..)' 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  61  — 

1701325  =  44490603(-i-+..)+  11553(^+..Y+(-^+..y 
170I325u-44490603  =  44490603(-+..Vü^ri+2x 

Süt  u  =  27 
1445172a«— 11553u-l=(44490603u«+2.11553a+3)[-4-..) 

+(11553u+3)(i-+..y+(|+..)* 
1053218456  =  32434273452(i+..)4-311934(J+..y+f J+..Y 
1053218456V  —  32434273452  =  32434273452  (-^+..  ]  + 

215498684V«— 311934V-  1  =  (32434273452v«+2.311934v+ 
3)(i+..)+(311934v+3)(l+..J+(i+..J 

207084565369= 31169356127283  (-+••)  +9669954^^+..)' 

C>ter  l^d  w  ben  fSkü^  bon  151. 
S^xttmx^  iß: 

1/388  =  7  + Vi+ V6A1  + VmA,+ V„A»+V8iA4+ VimA6+...= 
6.22.27.31.151 +22.27.31.151 + 27.31.151  +31.151 + 151 + 1 


74 


4.6.22.27.31.151 
=7'«"»"'/w,8„8«  =  7»««««Vw8M84  =  7,29363302. 

9luf  biteftem  SBeoe  Detmitteip  ber  Sog.  finbet  nton  1/388 
=  7,293634615395. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    62 


@4ema  }ut  {d^neOen  SBeted^nung  bet  SHbtftmirjel  aüi  388. 


S)tt)ifor. 

S)ik)ibenb. 

Ouoiieni. 

m- 

docffldent  Ux 
2.  ^oteit). 

1) 

a=  7 

45 

2)        46 

147 

x==  4 

33 

21 

3)        443 

2523 

y=  6 

135 

87 

4)       4337 

91875 

z=  22 

3539 

525 

6)     1701325 

44490603 

u=  27 

1445172 

11553 

6)  1058218456 

32434273452 

v=  31 

215498684 

311934 

7)207084565369 

31169356127283 

w==151 

9669954 

etÖärung:  1)  «eji  388  — a»=  388-7''  =  45  =  r,. 
2)2)it)tfor:  r,  =45;  Sibibenb:  3a«  =  3.7«  =  147;  SRep: 

rix— 3a«=180  — 147  =  33  =  r4;  eoefficient  bet  2. 

^otenj:  3a  =  3. 7  =  21. 

3)  »ibifot:  r,x«—3ax— 1  =  33.4«— 3.7.4  — 1  =  443. 
»ibib.;  3a«i«+3.2.ax+3=3.7«.4«+8.2.7.4+3=2523. 
aieP:  443y— 2523  =  443.6—2523  =  135  =  rs. 
ßoeff.:  3ai  +  3  =  3.7.4+3  =  87. 

4)  ©iöifor :  r»y«  -  87y — 1  =  135 . 6«  -  87 . 6  - 1  =  4337. 
S)tti.:2523y«+2.87y+3=2523.6«-2.87.6+3=91875. 
SRep:  4337z— 91875=4337. 22- 91875  =  3539=r4. 
©oeff. :  87y  +  3  =  87 .6  +  3  =  525. 

5)  3)ioif.:  r4Z«-525z-l=3539.22«-525.22-l=1701325. 
®iöib.:  91875z«+2.525z+3  =  91875.22»+2.525.22 

+3  =  44490603. 
gteji:  1701325U  -  44490603  =  1445172  =  r,,. 
6oeff.:  525Z+3  =  525.22+3  =  11553. 

6)  S)M.:  r5U«-11553u-l  =  1445172.27«-11553.27— 1 

=  1053218456. 
©ibibenb:  44490603u«+2.11553a+3=32434273452. 
»eji:  1053218456V  -  32434273452= 215498684=r«. 
aoeff.:  11553u  +  3  =  11553.27+3  =  311934. 

7)  2)iö,:  r6V«-311934v-l=215498684.31«— 311934.31 

—1  =  207084565369. 
©bibenb :  32434273452 v«  +  2 .  311934v  +  3  = 

31169356127283. 
aoeff.:  311934v+3= 311934.31 +3  =  9669954  ü.\.  ». 


Digitized  by  VjOOQIC 


18.    a)  @$ema  jur  abgeIäT)ten  Seted^tiung  ))on  i 

/43. 

<5)ii»for. 

<5)iölbenb. 

Ouotient. 

»ep. 

Goefftctent. 

2)  16 

3)  1 

4)  18795 

5)  195695579 

27 

147 

8226107 

95442219675 

as     8 
x=     2 

y==148 
z  =  172 
a=»488 

16 
6 

1 
6683 

9 

21 

8111 

grläuteniiiflen:  1)  9leji  43— a»  =  43—27  =  16  =  r,. 
2)2>it)ifor:  r,  =  16;  «iöibenb:  3a«=  3.3»  =  27;  «eji: 

rix — 3a»  =  5  =  rj ;  6offf. :  3a  =  9. 
3)®tl)ifot:  rjx«— 3ai— 1  =  1;  3)it)ib«nb:  3a«x»  +  3,2.ax 
+3  =  147;  9ie|i:  y— 147=l=r,;  6ocff..  3ax+3=21, 

4)  2)tt)tfot :  r»y«—21y— 1  =  18795;  ©iüibtnb:  147y«+ 
2.21y+3=3226107;  «efl:  18795z -3226107 =6633 
=  u;  6oeff.:  21y  +  3  =  3111. 

5)  S)it)tjot:  r<z*  —  3111z—  1  =  195695579;  Stbibenb: 
3226107z«  +  2.3111z +  3  =  95442219675  u.  f.  ». 

^iemod^  ifi: 

j/43  =  3  +  Vi  +  VusAi  +  Vi7sA,  +  »AssA, . . . 

_  „    12422528  +  83936  +488  +  1 

~"   "*"  24845056 

=  3^'^^<^VuMiOM  =  3,5033980603 

füimmt  in  ben  erjien  9  ©teilen  gan}  genau  äbetein. 

s 

18.  ß)  @^enta  jur  a6gelüt}ten  Seted^nung  bon  ^2. 


5D!t)ifor. 

©iöibenb. 

Ouottenl. 

m% 

CoefPcieni 

1) 

2)  1 

3)  3 

4)  1637 

5)  910047 

6)  130395773 

3 

75 

51483 

62743747 

177431424075 

a=:       1 
x=       4 

y=     26 
z=     32 
u=     58 
V  «  1861 

1 

1 

3 

901 

88979 

3 

15 

893 

12579 

Erläuterungen:  1)  SReft  2— a8  =  2— l»  =  l  =  ri. 
2)3)it>if0r:  ri  =  l:   ©teibenb:  3a2  =  3;  SReft:  rix  — 3a« 

=  l  =  r2;  6oeff.:  3a  =  3. 
3)®it)if.:  rgx«— 3ax~l  =  3;  ®it)ib.:  3a«x2+3.2.ax+3 

=75;  3leP:  Sy—lb^S^u;  6oeff.:  3ax4-3=15. 
4)  3)it)ij.;r8y-—15y— 1=1637;  S)it)ib.:  75y2+2.15y-+3 


Digitized  by  VjOOQIC 


64    — 


=  51483 ;  SReP :  1637z  —  51483  =  901  =  u ;  6oeff. : 

''  5y  +  3  =  393 

)ibi{or:  r4Z«— '393z— 1=910047;  ©ibtbenb:  51483z« 
h 2.393z +3 =52743747;  9le|i:  910047u— 52743747 
=38979  =  r5;  aoeff.:  393z  +  3  =  12579. 
5itjifot:  r5U«—12579u— 1  =  130395773;  ©iöibenb: 
2743747U«  +  2.12579u+  3  =  177431424075  u.  j.  W. 
S^ittmiS)  iß: 

=  1  +  V*  +  V»6A,  +  VsjAj  +  VsgAs  +  ViseiA^  + . . . 
.      65676416  +  2526016  +  78938  + 1361  + 1 
"'"  262705664 

"^•""/m.705664  =  1""^*««V6.«.«C  =  1,25992104. 

Sie^e  I.  S^eil  ©.  397  §.  325. 

3 

©d^ema  jur  fd^ncücn  S3crcd6nung  boti  |/13. 


S)iDibenb. 


Cuottent. 


m- 


(£oefftctent. 


5 

8 
L405 
1288 
>625 


12 

147 

53868 

81964587 

286320577708 


a=  2 

x=  3 

y=  19 

z=  39 

u=  69 

V=:276 


5 

3 

5 

927 

298405 


6 

21 

402 

16681 


lutcrungen:  1)  SRcji  13— a8=r  13— 2»  =  5  =  ri. 
Dibifot:  n=5;  S)it)ibcnD:  3a2  =  12;  SRcjl:  rix-3a2 
=  3  =  r2;  6ocff.:  3a  =  6. 

Dibifor:  rgx«— 6x— 1  =8;  3)it)ib.:  3a2x2+3.2ax+3 
=147;  gtcji:8y-147=5  =  r3;  ßocff.:  3ax+3=21. 
Dibifot :  rsv^ — 21y  —  1  =  1405;  ©ibibcnb :  UTy«  + 
5.21y  +  3  =  53868;  3lcilr  1405z~-53868=927=r4; 
Jocff.:  21y  +  3  =  402. 

Dtbifor:  r4z2-~402z-l=  1394288;  ®tbib.:  53868z2 
f  2.402z+3=81964587;  SRcjl:  1394288z- 81964587 
=  298405  =r5;  6oeff.:  402z  +  3  =  15681. 
Dibifor:  r5U«-15681u-l  =  1037822625;  Sibibcnb: 
il964587u2  +  2.15681u  + 3  =  285320577708  u-  f.  tt). 
^iemad&  ip:  i 

=2  +  Vs  +  V19A,  +  V39A2  +  V59A3  +  V276A4  + . . . 
^      12022725  +  632775  +  16225  +  275+1 

^"^^  36068175 

=  2^2672001/3^^^3^,^,  =,  2,35133468 

mt  in  ben  8  crften  ©tcHcn  übcrcin. 
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jcfilrjten  SSctcd^nung  bon  1/36. 


üuotteni. 


(Soefpcient. 


a=  3 
x=     4 

y=  5 
z=  26 
u  =  461 


9 
9 

28 

36 

940 


9 

89 

198 

91278 


l)  Slejl  36--a»  =  36~27  =  9  =  ri. 
®it)ibcnb:  3a2  =  27;  SRcji:  rix— 3a«= 
Ja  =  9. 

3.3x~l  =  107.  Siöibenb:  3a2x«  + 
17;  3iep:  107y  — 507=28  =  r3;  6ocff.: 

39y  — 1  =  504;  ©ibibenb:  507y2 + 
$068;  gicfi:  504z —  13068  =  36  =  r^; 
=  198. 

L98z- 1  =  19187;  ©ibibenb:  13068z2+ 
^44267;  3feft:  19187u-  8844267  =  940 
)8z+3  =  91278  u.  J.  tt). 

FV6Ai  +  V26A2+V46lA8  +  ... 

9930+11986+461+1 

239720 
^7289720=3,30192724 
cn  ©ccimalfMen  mit  bcnJafcIn  übcrcin. 
iffc  bc§  Sogaril^muS  bon  195  bcrmiltcl[t 
n  gcfud^t  mcrbcn,  unb  tocil  bic  ftcnn» 

1       1 

c  10«/^  X  10«/*y  X ....  ©ibibirt  burii^  10«  gibt 

1 
clO^'^yx....  Quf  bic  ^otcnj  a  erhoben; 

[lO«i^J  xdo^J  X....  ober 

xio/*yxio/*y^x... 

jQnjc  3ol^l  fein.  Sle^men  mir  «  =  3,  Jo 
nid^t  10  betragen;  bie  redete  ©eite  beträgt 
ba  iebe  ^otenj  größer  ift  als  1,  weil  ber 

5 
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^ponent  ein  äii^tct  S5ru<$  ifi  unb  olfo  10  x  1  x  . .  .>10 
a  nun  a  eine  gonje  3ö^I  tji,  fo  mufe  a  toenigPenS  3+1=4 
nommen  toetben.    ©S  ip  ba^er: 

1  J-  Jl- 

95*  =  10  X  10/*x  10/*^  X  10/*y<^x . . . 

1  j_ 
,45900625=10xl0/*xl0/«i'  x...  butd&  lObiütbirt,  gibt: 

0625  =  10/*xlO/^xlOÄ^x..  auf  bte  ^otenj  ß  erhoben: 

1^        1 
0625/^=  lOxlOy  xlO^x ...    8füt  /J=7  tefultirt: 

j_         1 
;,2120079  =  10xl0yxl0>^;  burd^  10  bbiblrt: 

i.        ^  1 

32120079  =  lOy  X  10>^  x  lO»^'  x  .  • 

j^  1 
32120079^  =  10  X  W  x  lO'^x  . .    6e|e  y  =  9,  f o  ip : 

1  1 
!,26645862  =  10xl0'^xl0^x..  but(ä&  10  bibibirt. 

111 
226645862  =  lO^x  10"^x  lO^x . . 

i_  X 
226645862^  =  10  x  10«  x  10*^  x  . . .  <J  =  12 

i_  1 
,60460717=  10 X 10' xlO»^..  buriiö  10  bib. 

1  JL 
160460717'=  10 xlO^xlO^'^x..  ©e^e  6  =  16 

j,       j_ 

1,81649153  =  lOxlO^xlO^ix...  burd&  10  bib. 

1  _1 
081649153^=  lOxWxlO'^x..  ©ejc  ^  =  29  u. f . to. 

^iernad^  iP: 

)5  =  2  +  V4+V7Al+V9A2+Vl2A8+Vl6A4+V«9A5H-... 

_o    350784+50112+5568+464+29+1 
1403136 

=2*06968/^^^3^3^  ==2,2900346. 
ie^er  fioaarit^muS  pimmt  in  bcn  7  erpen  ©tcDen  mit  ben 
ifeln  üoerein. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Mtr  gibachnitl 


ittationett,  ^anaüontn,  iimmi^tt  ttnb 

^etS  Sammlung  §.  88.) 

mbinationSlc^rc  ober  ©^ntafti!  befaßt  pdö 
Übung  aller  möglid^en  3«fömntenjienun8en 
[ebener  Singe.  S)ie  ®inge  felbjl,  meldte 
n  merben  jolIen,  l^eifeen  ßlemente;  fie 
«  ober  3iff^tn  bejei(^net.  3)a  e§  pd^  nun 
ife  ber  SSerbinbungen  ber  glentente  ^anbelt, 
m  fonft  rtmo  jubmmenben  6igen|döoften 
n  bal^er  au(!i  bie  Sud^Pöben  unb  3iff^^n 
en. 

unten  gebilbeten  gu^ammenpeHungen  ober 
ontplejionen,  ©ruppen  obergformen. 
)er  Elemente  in  alpl^abetifd^er  Orbnung, 
tb  in  notürliii^er  Orbnung,  toenn  e§  3*^ 
änbei^  ober  Sti^tx. 
on  einem  l^öl^ern  Stange,  a(§  ein  anbere§, 
le  jpätere  ©teile  einnimmt,  al§  biefeS;  e§ 
toenn  e§  eine  frühere  ©teile  bafelbp  ein« 
n  Snbej  (a,  b,  c,  d)  ba§  Clement  c  ein 
P  ein  nicbrigereS  als  d.  gür  bcn  Snbej 
n  l^öl^ereS  Clement  oI§  2,  unb  3  ein  nic^: 
mpiejion,  in  mläjtx  fein  niebrigereS  Sie* 
olgt,  ip  eine  gut  georbnete. 
ebenfalls  l^öö er e  unb  niebrigere  ßom« 
ei  gompleiionen  bon  ber  Sinfen  jur  Sleii^ten 
)erfelben  Drbnung  unb  e§  folgt  bann  in 
Clement  ^ö^eren  SRangeS,  als  in  ber  an«' 
nem  pl^ern  Stange  als  biefe.  ©o  ip  abced 
S  abcde;  eS  ip  adbec  eine  ^ö^ere  gform 
}ac  ^ö^er  alS  abc,  4123  ^5^er  als  1234 
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folgen  bie  Sotnpleponen  fo  auf  einanber,  bag  nie  eine 

einer  niebrigeren  boronge^t,  fo  fagt  man,  pe  feien  gut 

t. 

)ie  SSerbinbung  ober  3uföntmenfteflung  ber  gegebenen  (Sfe» 

{efd^ie^t  entmeber  \i\  ba^  iebe  Somplepon  alle  Elemente 

tt)o  benn  bie  einzelnen  ©ompiejionen  fidö  baburdj  bon 
c  vinkx}6)t[btn,  büß  in  jeber  eine  onbere  Slufeinanberfolge 
nente  ftattfinbet,  ober  e§  !ontnten  in  ben  einjelnen  6om« 
in  nur  einige  ber  gegebenen  glemcnte  mit  cinanber  ber= 
bor.  ßompiejionen  ber  erjien9trt  l^eifeen  ^ermutationen 
ßompiejionen  ber  Icjtcren  Art  finb  SSoriotionen,  wenn 
)mpIejion  mit  allen  i^ren  ^ermulationen  borfommt;  ijl 

nid^t  ber  gföHf  fo  beißen  pe  Kombinationen,  ©o  pnb 
lon  ben  ©lementen  1,  2,  3,  4  bie  6ompIe|ionen 
1234,  1243,  1324  u.  f.  tt).  ^ßermutationen 
123,  132,  213  u.  f.  tt).  aSariationen 

123,  124,  134,  234  u.  f.  tt).  Kombinationen, 
gibt    e§   alfo  brei  Wirten  bon  ßompiejionen  unb  bie  3 
itorifd^en   ©runboperationen   pnb    htmu^:  ®a§    ^er= 
en,  Sombiniren  unb  SSariiren. 

♦  449*    ®ie  gegebenen  Elemente  fo  oft  al§  mögli(§  in 
mbern  Orbnung  jufammenPeHen,  fo  bafe  in  jeber  6om* 
alle  Elemente  be§  3nbej  jugleid^  borfommen,  Reifet  ^er« 
in  ober  93erfe§en. 

iebe  biefer  ßompiejionen  ttjirb  Wermut ationSform  ober 
^ermutation  genannt.  ®ie  gorberung,  bie  ^ermutationen 
er  ßlemente  ju  bilben,  tt)irb  bejeid^net  burd^  baSS^mboI: 

Perm  (a  b  c  d  . . .). 
j  beiben  ßlemente  a  unb  b  pnben  nur  itt)ei  SSerfeJungen 
ämlid^ :  ab,  ba. 

:ritt  noc^  ein  britte§  Clement  c  l^inju,  alfo  Perm  (a  b  c),  fo 
e§  fott)o^I  bei  ab  als  aud&  bei  ba  entttjeber  an  bie  er|ie 
red^tS  ober  itt)if(J^en  a  unb  b  ober  an  bie  erPe  ©tefle  linf§ 
en^fommen,  tt)orau§  6  neue  SSerbinbungen  l^erborgel^en, 

abc    bac    cab 

acb    bca    cba 
tei  brei  berfd^iebenen  Elementen  pnben  alfo  3x2  =  6  S8er=^ 
n  [tatt.  ftömmt  ju  abc  nod^  ein  bierteS  gJement  d  ^inju, 
i  bie§,  tt)ie  man  leidet  pel^t,  in  Sejug  auf  abc  eine  bier« 
:fd(|iebene  Stellung  erhalten/  nämlic^:   abcd,  abde,  adbc, 
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®a  bicö  nun  für  jcbc  ber  borigen  6  55cr^cj^ungen  gilt,  fo  gibt 
c5  im  ©anjen  4x6  =  4x3x2=  24  ^crmutationen  au§  4 
Elementen;  nämlid&: 

abcd    bacd    cabd    dabc 
abdc    bade    cadb    dacb 
acbd    bcad    cbad    dbac 
acdb    bcda    ebda    dbca 
adbc    bdac    cdab    dcab 
adcb    bdca    cdba    dcba 
SQßerbcti  bic  4  ßlcntente  abcd  nod^  um  ein  fünftes  e  ber* 
meiert,  fo  !onn   bieS  in  jeber  ber  borigen  24  SBerfe^ungen  bon 
abcd   eine   fünffadö  öerf^iebene  ©teile  erhalten,  ba  j.  33.  auS 
abcd  folgenbe  5  ^ermutationen  baburt^  entjJel&en,  nömlic^ 
abcde,  abced,  abecd,  aebcd,  eabcd 
®emna(^  refultiren  ou§  ben  24  ?Permutationen  burdö  C)inju== 
füQung  eines  fünften  Elementes  5.4.3.2.1=  120  ^ermu- 
totionen,  bie  fo  georbnet  »erben  muffen,  bag  immer  jebe  folgenbe 
©ompiejion  l^öl^er  ift,  als  bie  junäd^ft  borl&erge^enbe.    Salier  ift: 


Perm  (abcde)  = 


abcde 

bacde 

cabde 

dabce 

eabcd 

abced 

baced 

cabed 

dabec 

eabdc 

abdce 

badce 

cadbe 

dacbe 

eacbd 

abdec 

badec 

cadeb 

daceb 

eacdb 

abecd 

baecd 

caebd 

daebc 

eadbc 

abedc 

baedc 

caedb 

-daecb 

eadcb 

acbde 

bcade 

cbade 

dbace 

ebacd 

acbed 

bcaed 

cbaed 

dbaec 

ebadc 

acdbe 

bcdae 

cbdae 

dbcae 

ebcad 

acdeb 

bcdea 

cbdea 

dbcea 

ebcda 

acebd 

bcead 

cbead 

dbeac 

ebdac 

acedb 

bceda 

cbeda 

dbeca 

ebdca 

adbce 

bdace 

cdabe 

dcabe 

ecabd 

adbec 

bdaec 

cdaeb 

dcaeb 

ecadb 

adcbe 

bdcae 

cdbae 

dcbae 

ecbad 

adceb 

bdcea 

cdbea 

dcbea 

ecbda 

adebc 

bdeac 

cdeab 

dceab 

ecdab 

adecb 

bdeca 

cdeba 

dceba 

ecdba 

aebcd 

beacd 

ceabd 

deabc 

edabc 

aebdc 

beadc 

ceadb 

deacb 

edacb 

aecbd 

becad 

cebad 

debac 

edbac 

aecdb 

.becda 

cebda 

debca 

edbca 

aedbc 

bedac 

cedab 

decab 

edcab 

aedcb 

bedca 

cedba 

decba 

edcba 

§♦  450»  Um  alfo  aus  gegebenen  Elementen  aQe  möglid^en 
^ermutationen  l^erjuleitcn,  bilbc  man  bie  erfte  3form,  inbem  man 
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:ente  in  bet  Orbnunj  bcS  3nbf j  ottfflcHt,  ^0  böfe  fein 
SIcment  einem  niebrifleren  borangel&t.  3luS  bieder  gorm 
n  bie  jtoeite,  au§  bet  jweiten  bie  britte  nnb  jebe  folgenbc 
bor^ergel^enben,  inbem  man,  bon  ber  ^e6)Un  gut  Sinfen 
tenb,  ba§  er[te  niebere  Clement  ouftu(j^l,  toelci^eS  einem 
öorangel^t,  biefeS  niebere  bann  baburd^  \o  toenig  als 
^t^öl^t,  ba^  man  bon  ben  i[}m  nad^  ted^S  folgetiben  ba§ 
i^ete  nimmt,  an  feine  ©teile  je^  unb  ba§  niebtigete  felbft 
nod^  übrigen  nad^  red^t§  ftel^enben  in  alpl^abetijd^er  ober 
n  Orbnung  folgen  löfet;  bie§  je^e  man  fo  lange  fort,  bi§ 
t)rigere§  SIement  me|r  Dorl^anben  ijt,  ba§  einem  l^öl^ern 
it,  unb  bie  Elemente  alfo  in  ber  umgefe^rten  Orbnung 
ij  aufeinanber  folgen.  Sei  biefer  Dt)eration  !ann  leine 
)erft)rungen  toerben,  toeil  jebe  fo  menig  als  möglid^  er* 
ben  mufe.  3ludö  !ann  bei  biefem  ffierfal^ren  eine  unb  bie== 
rm  nid^t  mel^reremale  Dorlommen,  meil  jebe  folgenbe 
,  al§  bie  borl^ergelöenbe.  @ine  niebrigere  als  bie  erfte  unb 
ere,  als  bie  le^te  ©ompiejion  fann  eS  nid^t  geben. 
451*  SBie  tt)ir  in  §.  449  gefeiten,  geben  2  Elemente 
1;  brei  eiemente  1.2.3  =  6;  t)ier  Elemente  1.2.3.4  = 
f  Elemente  1.2.3.4.5  =  120;  fed^S  Elemente  alfo 
4.5.6=720  ^ermutationen  u.  f.  to.;  barauS  folgt 
t,  bag  bie  3lnjaW  aller  ^ßermutationen  aus  n  öerfd^iebenen 
n  ber  nfad^en  Slngal^I  ber  ^ermutationcn  aus  n  — 1 
nen  Elementen  glei(|  ift.  2Birb  bie  Slnjal^I  aller  ^ermu« 
aus  n  Elementen  mit  P(n)  bejeid^net,  fo  ift  alfo 

P(D)  =  nP(n-l) 
an  !ann  bie  ^ermutationen  aus  n  Elementen  baburd^ 
Kompiejionen  t)ott  n — 1  Elementen  ableiten,  bafe  man 
Clement  in  Jeber  berfelben  nad^  einanber  alle  ©teilen  ein* 
läfet,  toie  aus  ben  befonbern  Seifpielen  in  §.  449  erfid^tlid^ 
n*^^  ©lement  fann  aber  in  6omt)Icxionen  auS  n— 1  6Ie* 
1  berfd^iebene  ©teilen  einnel^men.  2)a  man  alfo  aus  jeber 
—  1)  gfo^n^^ti  n  neue  ju  n  Elementen  erhält,  fo  beträgt 
1^1  aller  neuen  ©ompiejionen  nP(n— 1),  toeSl&alb  alfo 
QP(n  — 1).    SJa  nun 

P(l)=l 

P(2)  =  2.P(1)  =  2.1 

P(3)  =  3.P(2)  =  3.2.1 

P(4)  =  4.P(3)  =  4.3.2.1 


-l)  =  (n  — l)P(n  — 2)  =  (n— l)(n— 2)...3.2.1 
?(n)  =  nP(n  — 1)  =  n(n— l)(n~2) ...  3.2.1 
+  l)  =  (n  +  l)P(n)  =  (n  +  l).n(n-l)...  3.2.1. 
:obuIt  ber   natürlid^en  3^^«   1.2.3.4 (n— l)n 
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loitb  {<l^r  bequem  burd^  bad  Don  Sixam\>  angenommene  3^i4^n 
n!  (geiejen:  «.gfaftorieUe  n")  bejeid^net;  ballet  !ann  man  aud^  fe^en: 

P(n)=?n! 

Demnad^  ift:  P(8)  =  8!=  1.2.3.4.5.6.7.8  =  40320 

P(9)  =  9P(8)  =  9 .40320  =  362880 

P(10)  =  10P(9)  =  10.362880  =  3628800 

P(ll)  =  IIP(IO)  =  11. 3628800  =  39916800 

P(12)  =  12P(11)  =  12 .  39916800  =  479001600. 

!!♦  452«  3n  bem  bisherigen  galt  bie  93otaudfe$ung,  bag 
cmente  bon  einanber  berj(§icben  toaren.  Snbeffcn  tonnen 
au<$  unter  ben  SIementen  mehrere  gleid^e  einer  Srt  fein  unb  eS 
erübrigt  bal^er  nod^  ju  unterfuhren,  mle  groß  in  biefem  gfaHe  bie 
Snjal^l  ber  ^ermutationen  ift.  S^ti  glcid^e  Elemente  a  unb  a 
gejlatten  nur  bie  eine  SSerfe^ung  aa.  SBären  bie  ©lemente  ber* 
{(Rieben,  fo  entpänben  2!  ^ermutationen,  ba  [te  aber  gleidö  finb, 
jo  entfielet  nur  bie^ftlfte  berfelben,  nämlid^  2!:2!  =  1.  Sritt  gu 
ben  beiben  glei(|cn  Elementen  aa  nod^  b  l^inju,  fo  fann  bajfelbe 
in  Segug  auf  aa  eine  hxti^aStt  Stellung  erhalten,  fo  ba|  alfo 
bie  3  gformen:  aab,  aba,  baa  entfielgen.  vlnn  geben  3  berfd^iebene 
Elemente  3!  5ßcrmutationen ;  folglld^  2  glei(i^e  unb  1  ungleid^eö 
nur  3!:2!  =  3  ^ermutationen.  gügt  man  biefen  breien  nod^  ein 
bierieS  c  l^inju,  fo  fann  c  in  jeber  ber  3  gformen  eine  bierjfad^e 
Stellung  erl^alten,  alfo  baburi!^  au§  jeber  ber  3  ^ermutationen 
4  neue  gebilbet  toerben,  toeld^e  l^eigen: 

aabc,  aacb,  abac,  abca,  acab,  acba 
baac,  baca,  bcaa,  caab,  caba,  cbaa 
aSier  berfd^iebene  Elemente  geben4!  ^ermutationen;  mitl^in  geben 
4  Elemente  worunter  jtoei  gleid&e  einer  3lrt  finb  4!:2!  =  3.4= 
12  ^^ermutationen.   6§  feien  ferner  Dieglemente  aabbb  gegeben, 
mobei  aufeer  2  gleid^en  einer  3lrt  nod&  3  gleid^e  einer  anbern  3[rt 
bor!ommen.    ©iefelbc  liefern  folgenbe  ^ermutationen: 
aabbb,  ababb  baabb  bbaab 
abbab  babab  bbaba 
abbba  babba  bbbaa 
9lun  geben  5  berfd&iebene   Elemente  5!  ^ermutationen.    ©inb 
barunter  2  gleid^e,  fo  entjiel^en  nur  5!:  2!  ©inb  aufeerbem  nod^ 
3  gleiti^e  anbrer  Slrt  borl^anben,  fo  entfielet,  mo  auS  3  berfd^iebenen 
Elementen  3!  ^ßtrmutationen  gebilbet  toerben  fönnen,  je|t  nur 
eine;  folglid^  mni,  um  bie  rid^tige  ^ngal^I  ber  ^ermutationen 
)u  erl^alten,  5!:2!  nod^  burd^  31  bibibirt  werben,  weSl^alb 
Perm  (aabbb)  =  5 ! :  (2 !  3 !)  =  10. 
SUIgemein:  Me^ermutationen  aud  n  Elementen,  unter  benen 
pd^  p  gleid&e  befinben,  feien  gebilbet.    ^l^re  Slngal^l  bie  mit  x 
begeic^net  merbe,  beträgt  weniger,  aU  bie  ^ngal^I  ber  Somple^ionen 
aud  n  berfd^iebenen  Elementen.    Sägt  man  nun  bie  p  gleid^en 
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»rf(]&icbcn  toerbeit,  fo  toerben  fid&  au§  icber  bicfer  x 
f)  neue  gformen  bilben  lajfcn.  93ei  p  gleid^en  (Slentenlen 
aus  einer  ?Jotm  P(p)  ^formen,  au§  ben  x  gfornten 
)  Sfomten.  2)ie§  toäten  aber  bann  alle  ^ermutationen 
^iebene  ßlemenle  unb  tt)ir  Ratten: 

x.P(p)  =  P(n);fol9fid&x  =  ?g]. 

fj  unter  ben  n  Elementen  aud^  nod^  qgIei(J^e  einer 
unb  Jaffen  toxx  biejc  ond^  öerfd^ieben  werben,  \o  er» 
au§  jeber  ber  x.P(p)  Sformcn  lieber  P(q)  neue,  anQ 
x.P(p).P(q)  gformen.  gbenfo  erhallen  wir  für  r 
ente  einer  britten  ?lrl  au§  ben  x .  P(p) .  P(q)  gformen 
l).P(r)  neue  gformen.  S)a  biefe§  bann  aDe  $ermu== 
:  n  öerfii^iebene  Elemente  [inb,  fo  l^aben  toir: 

x.P(p).P(q).P(r)=P(n);fol9lid& 
P(n)  ^       1.2.3 (n-l)n 

'(P).P(q)-P(rJ      1.2.3..p.l.2.3..q.l.2,3..r 
_      nl 
~p!q!r! 

gt,  bafe  bie  Slnjal^I  aller  ^ermutationen  au§  n  6Ie* 
ter  benen  \\äj  p  gleid^e  befinben,  gleid^  ift  ber  ^Injal^I 
tationen  au§  n  oerjd^iebenen  ßlementen,  biöibirt  bur^ 
ationSjal^I  für  p  berfd^iebene  glemente,  unb  wenn  fid^ 
a  Elementen  au|er  ben  p  gleid^en  nod^  q  gleid^e  einer 
I  r  gleid^e  einer  brüten  3lrt  befinben,  biöibirt  burd^ 
t  aü§  ben  ^ermutationSjal^Ien  für  p,  q  unb  r  ber* 
emente. 

i3»  Sei  ber  2luf Peilung  ber  ^ermutationSformen  blei« 
5  §.  449  ^erborge^t,  nad^  bem  S3ilt)ung§gefe|  bie  nad& 
Den  ßlemente  fo  lange  an  il^rer  ©teile,  bi§  nad^  red^ts 
ierfe^ungen  mel^r  möglid^  finb.  ©o  bleibt  aud^  in  ber 
abcde  baS  erftc  glement  a  fo  lange  an  ber  ©pi^e  ber 
en,  bis  au§  ben  n—  1  flel^enben  (Slementen  feine  ßom* 
lel^r  gebilbet  toerben  lönnen,  bi§  alfo  alle  ^ermutationen 
—  1  glemente»  gebilbet  finb.  3lu§  n— 1  Elementen 
cP(n— l)gformen  gebilbet  toerben,  alfo  fielet  baS  ^U^ 
ber  ©pi^e  bon  P(n  —  1)  g^ormen.  S)ann  tritt  t>a^ 
lent  b  an  bie  ©pi^e  unb  bel^ält  biefe  ©teile  ebenfalls 
i§  alle  ^ermutationen  auS  ben  red^ts^ftel^enben  n  — 1 
gebilbet  finb,  fielet  alfo  toieber  an  ber  ©pi^e  bon 
ompiejionen.  @o  treten  nad^  unb  nad^  alle  n  Elemente 
i^e  einer  ^Injal^I  bon  Sompleiioncn,  bie  ber  Slnjal^I 
utationen  aus  n  — 1  Elementen  gleid&  ift.    S)abur^ 
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toerbcn  nun  alle  ^crmutolionen  ouS  n  Elementen  in  n  ^bi^tu 
langen  gebrad&l,  bie  man  Otbnungen  nennt. 

§.  454*  9Iupöfungen  ber  Sei{pielc  in  C)eiS  §.  88. 

S)ie  Slumntet  1  bi§  7  einf(iöliefeli(^  finb  in  ben  borjiel^enben 
§§.  erörtert  warben. 
8.  3n  a)  lajfen  [\&  bie  gaftoren  beS  an^  8  Elementen  6e- 
Pe^enben  ^robufteö  8!  =  1.2.3.4.5.6.7.8  =  40320mal 
berfe^en. 

,  =  2.5  =  10  na(%  §.452. 


1.2.1.2.3" 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13 


1.2.3.4.1.2.3.4.5.6.7.1.2 
1.2.3.4.5.6.7.8.9 


:3.5.11.12.13=25740. 


=  5.6.7.8  =  1680. 


1.2.3.1.2.3.1.2.3" 
=  7.9.10.11.12.13  =  1081080. 


=  3.5.7.8.9.10  =  75600. 
1.2.3...(n— l)n_n 

l)D_(n-l)n 


1.2.3...(n— 1)   I 
_.  l.g...(n-2)(n- 


(n-2)!2!~  1.2...(n-2).1.2.     1.2 
n!   _1.2...(n— 3)(n— 2)(D— l)n_(D• 


■2)(n— l)n 


(n— 3)!3!      1.2...(n-3).1.2.3         1.2.3 
n!   _  1.2...(n— x)(n— X  +  l)(n— x  +  2)..n 


(n-x)!x! 
_(n— x+l)(n- 


1.2.3.. 


l) 


n! 


1.2...(n— x).1.2.3 X 

x+2)..n_  n(n-l)(n-2)...(n— x+1) 

~       1.2.3 X 

5)(n— 4Xn— 3)(n-2)(n 


.X 

1.2.3...(n 


l)n 


/O 


(n— 5):  3!  21~       1.2.3...(n-5).1.2.3.1.2 
_  (n-4)(D^3)(n-2)(n— l)n 
~       1.2.3.1.2 

_(n— x-y+l)(n  — x-y+2)...p 
1.2.3..x.l.2.3..y 


n! 

(n— X— y)!x!y!" 

9.  ^iet  fofl  bie  5ßetmutatlonSjiufe  au5  ber  5petmutotion  be« 
Pimmt  wetben;  b.  f).  e3  fotl  angegeben  werben,  bie  ttiebielte 
(Sompiejion  eine  gegebene  iji.  3Benn  bie  gegebene  gform 
dbafce  iji,  fo  ifi  ber  3nbej  abcdef.  3la^  §.  453  befinbet 
pd^  bie  gegebene  Qform  in  ber  Orbnung  d,  bo  d  on  ber 
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@pi^e  fielet,  <3  finb  alfo  bie  Otbnungen  a,  b,  c  botl^et- 
gegangen.  3ebe  Drbnung  entl^ält  P(n— 1)  =  P(5)=«  120 
ßompiejionen,  bie  brci  borl&ergel^enben  Dtbnungen  cntl^alten 
beren  alfo  8.120  =  360.  2Bir  6elro(^ten  je^t  nur  bie  Otb* 
nung  d,  beten  erjte  gfotm  dabcef  \%  ba  bem  eben  on  bie 
©l)i|e  getretenen  d  bie  übrigen  glemente  in  alp^abetifd^er 
Drbnung  folgen.  S)a  d  in  biefer  ganjen  Orbnung  on  ber 
©pike  bleibt,  fo  Ictnn  biejeS  glement  toegbleiben  unb  abcef 
al§  anbei  unb  bafce  als  gegebene  gorm  angefe^en  »erben. 
g§  wirb  nun  mieber  in  berielben  SDBeiJe  öerfa^ren.  3n  biefer 
gorm  fte^t  b  an  ber  ©pije  unb  fie  bepnbet  fid^  alfo  in 
ber  Drbnung  b.  ®er  Orbnung  b  iji  aber  bie  Drbnung  a 
borangegangen.  3ebe  biefer  Orbnungen  enthält,  ha  l^ier  n= 
5  ip,  P(n  —  1)  =  P(4)  =  24  formen,  ber  Drbnung  b 
gelten  alfo  24  formen  boran.  ®a  fid^  bie  gegebene  iSoxm 
in  ber  Orbnung  b  befinbet,  fo  betra(|ten  »ir  mieber  nur 
biefe.  3n  berfelben  folgen  bem  b  bie  übrigen  gicmente  in 
ber  erjien  gorm  in  alpl^abetifiä^er  Drbnung,  il^re  erjte  Qform 
ift  bal^er  bacef.  65  bleibt  b  in  ber  ganjen  Drbnung  an 
ber  ©pije,  bal^er  laffen  toir  e»  ganj  toeg  unb  feigen  acef 
aU  Snbej  unb  afce  als  gegebene  gform  an.  3n  ber  gegebenen 
gorm  befinbet  fic^  a  an  ber  ©pi^e  unb  pe  bepnbet  M  bal^er 
in  ber  Orbnung  a,  ml6)n  leine  anbere  Orbnung  boran« 
gel^t;  ju  ben  borangebenben  formen  {ommen  alfo  ^ierburd^ 
leine  neuen  ^inju.  W\x  fdb^iben  a  aus  unb  ermaßen  cef  als 
Snbej  unb  fce  als  gegebene  Qform.  Jpier  fte^t  f  an  ber 
©pi^e  unb  eS  finb  alfo  bie  Drbnungen  c  unb  e  borl^er« 
gegangen.  3ebe  berfelben  ^ot  2,  beibe  alfo  2.2  =  4  formen. 
^aä)  aOöeglaffung  beS  Elementes  f  bleibt  ce  als  neuer  Snbej 
unb  ce  ebenfalls  als  gegebene  Sorrn,  mitbin  ip  bie  gegebene 
gorm  dbafce  bie  360  +  24  +  4  + 1  =  389*^  SBorfte^enbe 
gnttoidelung  fann  aud^  in  folgenber  SDBeife  lurj  bargepeflt 
toerben. 

3nbex:  abcdef.    ©egebene  gorm:  dbafce. 

aSor  Orbnung  d  abcef  gelten  l^er  3.P(5)  =  3603formen. 

b  acef      ,,      „    l.P(4)=   24      „ 

a  cef      ,      ,    O.P(3)  =     0      , 

fce      ,      „    2.P(2)=     4      „ 

ce    gegebene  gform     =     l      „ 

3)al^er  ip  bie  gegebene  gform  dbafce  bie  389K 
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10.  3nbcr:  abcdefghiklmn. 

aSor  Orbnung 

h  dflaimbgeknc  gelten  l^et 

d  flaimbgeknc  „  „ 

f  laimbgeknc  „ 

l  aimbgeknc  ,,  „ 

a  imb'geknc  „  „ 

i  mbgeknc  „  „ 

m  bgeknc  ,,  ,, 

h  geknc  „  „ 

g  eknc  „  „ 

e  knc  „  n 

Je  nc  ,,  „ 

n  c  „  „ 


©egebene  gform:  hdflaimbgeknc. 


7.P(12)  =  3353011200  gformen. 


3.P(11)  = 

119750400 

4.P(10)  = 

14515200 

7.P(9)  = 
O.P(8)  = 

2540160 

0 

4.P(7)  = 

20160 

5.P(6)  = 

3600 

O.P(5)  = 

0 

2.P(4)  = 
l.P(3)  = 

48 

6 

l.P(2)  = 

2 

l.P(l)  = 

1 

O.P(0)  = 

0 

2)cr  g^fl^bencn  gorm  gc^en  öorber  3489840777  gotntcn, 
mithin  ift  fie  felbcr  bie  3489840778^ 
11.  a)  um!c|rung  ber  borigen  2luf gäbe ;  bcnn  %\tx  i|l  bic  $er« 
mulQlionSfiufc  gegeben,  unb  e§  foll  bie  ^etmutationSform 
gefüd^t  toetben,  j.  33.  tote  l^eifet  bie  76**  ^ermutotion  bon 
abcde? 

®er  gejud^ten  gform  gelten  75  gformen  botüuS.  2lfle  ßom- 
ple^^ionen  ber  5  ©lentente  verfallen  in  5  Drbrtungen,  bon 
benen  jebe  au§  P(4)=24  8formett  be^e^t.  ®ie  75  3formen 
jinb  bo^er  bie  bon  75:24  «=3  Orbnungen  unb  eS  fallen 
nod^  75—72  =  3  gormen  in  bie  bierte  Orbnung.  3n  ber 
bierten  Orbnung  jie^t  d  in  ollen,  al^o  au(J^  ber  geju(j&ten 
gorm  an  ber  ©pi^e  unb  l^icrmit  ij!  alfo  ba§  erfte  glement 
gefunben.  Die  erfle  ?!form  ber  Orbnung  d  ift  dabce;  toir 
laben  bal^er  ben  nod^  fel^Ienben  Sl^eif  ber  gefuii^ten  3=orm 
unter  ben  ^ermutationen  bon  abce  ju  bejiimmen.  5)ie  ^er» 
mutationen  bon  abce  bilben  4  Orbnungen  unb  jebe  berfelben 
entl^ält  P(3)  =  6  3formen.  6§  ge^en  ber  gefu(5ten  gform 
nur  nod&  3  fjformen  borauS,  ba^er  befinbet  fie  p<%  in  ber 
erften  ber  4  Orbnungen,  beren  erjie  tjomt  abce.  S)aS 
jtoeite  gefud^te  ßlcmenf  ift  ba^er  a  unb  ber  übrige  SEI^eil 
ber  gefud^ten  3form  ift  eine  ber  ^ermutationen  bon  bce. 
3ebe  ber  3  Orbnungen,  in  toeld^e  bieje  gornten  jerfaHen, 
ent^ölt  P(2)  =  2  tjormen.  g§  gel&en  ber  gejud^ten  gform 
bal^er  3:2  =  1  gform  borauS  unb  biefelbe  befinbet  fid^  alfo 
in  ber  Orbnung  cbe;  ba§  britte  gefud^te  glement  ift  bal^er 
c  unb  ber  SReft  ift  eine  ber  ^ßermutationen  bon  be.  3)a 
nur  nod^  eine  Qform  borbergel^t,  fo  ift  be  bieje  bor^erge^enbe 
unb  ber  SReft  ber  gefugten  Qform  ba^er  eb;  jomit  ^eigt 
bie  g<fud(|tc  Qfötm:  daceb. 
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©d^emo  )U  einem  a6gefflt}ten  iBetfal^ten. 
75 :  {P(4)  =  24}  =  3  Otbnunflen  öot  d  abce 
72 

3:{P(3)=  6}  =  0         „  „     o  bce 

0 

3  :  {P(2)  =  2}  =  1         ,  ,  •    c  be 

2 

1:{P(1)=  1|  =  1         „  „  eb 

a\\o  ge^ött  eb  }Ut  gefugten  Sfotm,  bie  dfo  daceb  tfi. 

11.  /?)  Snbej:  ghiklmn. 

1831:  {P(6)  =  720}  =2  Orbnungen  bot  i  ghklmn 
1440 

391 :  jP(5)  =  120}  =  3         „  „     l  ghkmn 

360 

31:  JP(4)=  24j=l         „  „       Ägkmn 

24  ' 

7:{P(3)=     6}=1         „  ,         Ägmn 

_6 

1:{P(2)=     2}=0         „  „  gmn 

_0 

1:!P(1)=     1}  =  1         „  „  tm 

®te  öetlangte  gorm  iji  ba^et  ilhkgnm. 

11.  y)  Snbej:  opqrstuvx. 

299317:  |P(8)  =  40320}  =7  Orbn.  bot  v  opqrstux 
282240 

17077:  |P(7)=  5040)  =  3      „        „      r  opqstux 

15120 


1957:}P(6)=     720}  =2      „        „       «  opstux 
1440 

517:|P(5)=     120}  =4      „        „  «  opstx 

480 

37:jP(4)=       241=1      „        „  ^j  ostx 

24 

13:iP(3)=         6|=2      „        „  t  osi 

12 


1:{P(2)=         2}=0      „  „               osx 
0 

1:{P(1)=         1}=1      ,  „                  xs 

'^af)ix  ijl  bie  gefu(^te  5ßermutation  vrquptoxs. 
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Sfnbts:  abcdefghiklmn. 


11.  d) 

4237758153  :  {P(12)=479001600)  =  80rb.  t).  i  abcdefghklmn 
3832012800 


405745353 :  {P(ll)= 
399168000 

39916800}  =10 

n 

m  abcdef ghkln 

6577353 :  {P(10)= 
3628800 

3628800}=  1 

it 

h  acdefghkln 

2948553 :  {P(9)  = 
2903040 

362880}=  8 

M 

l  acdefghkn 

45513  :  {P(8)  == 
40320 

40320}=  1 

n 

c  adefghkn 

5193 :  {P(7)  = 
5040 

5040}=  1 

tt 

daefghkn 

153 :  {P(6)  = 
0 

720}=  0 

n 

aefghkn 

153:{P(5)  = 
120 

120}=  1 

It 

/•eghkn 

33  :  {P(4)  = 
24 

24}=  1 

99 

^ehkn 

9 :  {P(3)  = 
6 

6}=1 

99 

Aekn 

"3:{P(2)  = 
2 

2}=1 

99 

A;en 

1:{P(1)=  1}=1      „ 

Salbet  ifl  bie  gefud^te  ^etmutation  imblcdafghkne. 


ne 


12.  3)ie  SBefiimmung  Dcv  ^ctmutotionSftufe  ift  ttcniger  einfod^, 
menn  unter  ben  gegebenen  Elementen  mehrere  gleid^e  öor«» 
tommen,  mW  bann  nid&t  ofle  öor^ergel^enben  Orbnungen 
glei(^  Diel  ^ermutotionen  entgolten,  inbem  ble  glei($en 
Elemente  ni^it  unter  [ic^  öerfe^t  »erben  lönnen  unb  bo^er 
jebe  Orbnung  befonber§  unterfuddt  »erben  xm%  "ikaw  ^ot 
babei  ju  berücffid^ttgen,  ba§  bie  gleid^en  glemente  nur  eine 
einjige  Orbnung  bilben.  Dieje  Senterfung  gilt  für  boS  ^ier 
unb  in  ber  folgenben  Plummer  ju  bel^anbelnbe  33eij|)iel. 

3nbej:  aabbbc.  ©egebene  gorm;  cbabab. 
3)a  bie  gegebene  gorm  mit  c  beginnt,  fo  liegt  biejelbe  in 
ber  Orbnung  c  unb  eS  ge^en  i^r  bie  Orbnungen  a  unb  b 
Dorauä.  2)ie  Orbnung  a  enthält,  »eil  n  =  6,  ift :  5 ! :  3 !  =  20 
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unb  bie  Otbnunfl  b  enthält  51:(2!  21)  =  30  ©omplfrionen. 
^mnaä)  ocl^en  bet  Dtbnung  c  20  +  30  =  50  6ompIe|ionen 
öotou«.  Slun  gelten  in  bet  Otbnunfl  c  bcn  mit  cb  bc* 
ginncnben  gfotmen  4I:3!  =  4  8fotmen  botouS,  bie  mit  ca 
anfongen.  Soffen  toit  jeW  aa  ouf  cb  folgen,  fo  gibt  bie§ 
2!:2!  =  1  gotm,  nämii($  cftaabb.  SSettoufd^en  mt  l^ietin 
boS  jweite  a  mit  b,  fo  entjiel&t  bie  gegebene  gfotm,  tteld^eS 
ballet  bie  50+4+1  +  1  =  56**  ^etmutation  bon  aabbbc  i|i. 

13.  2Snbe£  aaaabbcccd. 

^uSjen  toit  junäd^fl  bie  Otbnung  }U  bejtinrmen,  in  toeld^et 
fid^  bie  oetlangte  ^etmulotion  befinbet.  2)aju  gelangen  toit, 
inbem  tt)it  bie  9lnjal&I  bet  ©omplexionen  in  ben  Otbnungen 
a,  b,  c  u.  f.  to.  etmitteln.   ®et  6ompIe|ionen,  bie  mit  a 

beginnen,  gibt  eS  gylj^  =  3.5.6.7.8  =5040  mib  bie  mit 

b  anfangen  2j^,=5.7.8.9=2520.  Siefe  beiben  Otbnungen 

geben  alfo  jufammen  5040+  2520=7560  ß;omi)Iejionen ; 
fie  etteid^en  mitbin  no^  ni(bt  bie  3^^(  bet  gefud^ten  @om« 
plejion,  h)e§balb  jid^  biefe  nic^t  in  ben  Otbnungen  a  unb  b 
befinbet.    Untetfu(3^en  tt)it  je^t  bie  Otbnung  c;  fie  gibt: 

Of 

^y^ygl  =2.5.6.7.9  =  3780  gontplejionen,  mithin  in 

SSeteiuigung  mit  benen  au§  ben  Otbnungen  a  unb  b,  mel&t 

als  bet  gelud&ten  ©ompiejion  ootauSgel^n,  tootauS  folgt, 

ba|  bie  gefu(|te  ßompleiion  mit  bem  Clement  c  beginnt. 

SQBit  l^aben  ballet  als  etfte  gotm 

c aaaabbccd 

unb  e§  gelten  bet  gefud^ten  ©ompleiion  nod^  8756—7560= 

1196  6om|)Iexionen  ootauS.  3)et  ©ompleiionen,  bie  mit  ca 

8' 
beginnen,  gibt  ^^  qTojöI  =5.6.7.8  =  1680;  alfo  mel^t  als 

etfotbetlidö  iji;  folglid^  ift  baS  jtteite  Clement  a  unb  toit 
l^aben  ie|t: 

ca  aaabbccd 
unb  eS  gelten  nod^  1196  ßomplejionen  bptauS. 

71 
aSon  ben  übtigen  8  Elementen  gibt  eS ö}^^^]  ~  ^^^'  ^^^ 

7t 
mit  a  unb  gj^  =  420  gomple^ionen,  bie  mit  b  beginnen. 
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olfo  ge^en  htx  fiefud^ten  6om|rffsion  noS)  1196— (630  + 
420)  =  146  öotl&er.    ®er  mit  c  beginncnben  ßompl.  atbt 

7! 
e§gj-2j  =  420,  olfo  ju  öiel,  folfllidö  iPbaö  btitte  gicment 

ber  gefugten  Kompl.  c  unb  ton  l^abcn  fotiad^ 

cac  aaabbcd 
unb  146  Somplv  bte  ber  ge{u($ten  borl^etgel^en. 

®ic  übrigen  7  gicmente  geben  öthi  —  1^^'  *^^^  ^'*  *J 

5!  5! 

ferner  ^=60,  bie  mit  aa  unb  ^^=60,  bie  mit  ab  be* 

ginnen;  es  bleiben  olfo  no(]^  146— (60+60 J  =  26  Dörfer» 
gel^enbe  ©ompl.  unb  baS  bierte  glement  ber  gejiuddten  iji  a, 
toedl^olb  toir  j[e|t  l^aben: 

caca  aabbcd 
6§   gelten  bon  je^t   on  ber  gejjud^ten   ßompl.  nod^  26 
ßompl.  borl^er. 

Die  übrigen  6  Elemente  geben  5!:2!  =  60,  bie  mit  a; 

5! 

ferner  5!:2!  =  60,  bie  mit  b  anfangen  nxib^^^  =  SO 

mit  c.  Sine  3  Orbnungen  liefern  me^r  6ompl.  als  nöt^ig 
tf|;  ba  aber  bie  Slnjal^l  ber  mit  c  beginnenben  Kompl.  tt)e« 
niger  groB  iji,  als  jebe  ber  beiben  anbem,  fo  ifk  c  baS 
fünfte  Clement  ber  gefud^ten  Kompl.  unb  toir  l^aben  je^t: 
cacac  aabbd 

unb  es  gelten  nod^  26  Kompl.  ber  gejjud^ten  borl^er. 

®ie  übrigen  5  glemente  geben  4!:2!  =  12,  bie  mit  a  unb 
4!:2!  =  12,  bie  mit  b  onfongen  unb  eS  bleiben  nod&  26— 
(12  + 12)  =  2  ber  gefud^ten  öorl&ergel^enben  Komplejionen. 

41 
3)er  Kompl.,  toorin  d  an  ber  ©pi|e  pe^t,  fmb  2l"2i=  ^  ^^^^ 

5u  biel,  folglid^  ifi  baS  feiste  Klement  ber  gefud^ten  Kompl. 
d  unb  toir  l^aben  fomit: 

cacacd  aabb 
unb  eS  gelten  nod^  2  Kompleiionen  ber  gefud^ten  borauS. 

S)ie  übrigen  4  Kiemente  geben  3!:2!  =  3  Kompl.,  bie  mit 
a  beginnen,  alfo  ju  oiel;  folglidj  iji  baS  flebente  Klement 
ber  gefud&ten  Kompl.  a  unb  toir  l^aben: 

cacacda  abb 
unb  es  gelten  no($  2  Komplejionen  borl^er. 
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®ie  übrigen  3  glemente  geben  2!  :2!  =  1  ßompl.,  bie  mit 
a  beginnt;  eS  bleiben  bal&er  nod^  2—1=1  gompleiion, 
bie  ber  gefud^ten  öotl^erge^t;  ferner  gibt  eS  2!  =  2  ©ompl., 
bie  mit  b  beginnen;  alfo  ju  t)ieU  bemnaiä^  ift  baS  od^te  (Sie* 
ment  b  unb  mx  l^aben 

cacacdab  ab, 

Don  tto  nod^  1  Kompleiion  Dorbergel^t,  bie  mit  a  beginnt, 
meS^otb  ba§  neunte  Clement  b  ift  unb  mir  böben  je^t 

cacacdabha, 

melddeS  bie  öerlangte  ?ßermutotion  ift. 

14.  3n  einer  Somplexion  bilben  jttei  Elemente  eine  Snöerfion, 
menn  ba§  ^ö^ere  Clement  bem  niebrigeren  öorongebt.  ©o 
fommen  in  aOen  öorl&ergel&enben  ^ermutotionSformen,  mit 
SluSno^me  in  ber  erften,  3m)erftoncn  öor.  ^iernod^  entl^ölt 

a)  bie  (Som|)fejion  bdca  bie  Dier  Snöerfionen  ba,  ca,  da,  de 

ß)    „         „         fcedab  bie  12  Snöerftonen :  ca,  cb,  da, 
db,  ea,  eb,  ed,  fa,  fb,  fc,  fd,  fe. 

15.  %\xxii  SSertaufd^ung  Don  2  Elementen  önbert  fid^  bie  Sn^al^I 
ber  in  einer  ©ompleiion  öorl^anbenen  3nt)erponen  um  eine 
ungerabe  '^aiji. 

@inb  nämlid^  x  unb  y  bie  ju  t)ertQufd^enben  Elemente, 
ttobei  y  l^ö^er  ifi,  als  x;  finb  ferner  bie  ®rut)l)en  A,  B,  C 
biejenigen  ©ruppen,  bie  in  ber  gegebenen  6omt)Ie|ion  burd^ 
X  unb  y  getrennt  merben,  fo  ift  bie  ©ifferenj  ber  Slnjal&I 
Don  SnDerfionen,  meiere  in  AxByC  unb  AyBxC  öorl^anben 
finb,  gleid^  ber  Differenj  ber  ^Injol^I  t)on  3nt)erfionen,  bie 
xBy  unb  yBx  enthalten,  3)enn  angenommen,  bie  @i\x'^pt 
B  enthalte  m  glemente,  moöon  a  l^öj^er  al§  x  unb  ß  @Ie= 
mente  ^öl^er  als  y  feien.  Unter  biefer  äJorauSfefeung  finb 
in— a  Elemente  ber  (Sruppe  B  niebriger  als  x,  fie  bitben 
mit  X  alfo  m— a  ^nöerfionen,  unb  meil  ß  Elemente  l^ö^er 
als  y  öor^anben  finb,  fo  entfte^en  baburd^  ß  Snöerftoncn, 
aljo  im  ®anjen  va  —  a  +  ß  SnDerfionen,  aufeer  benen,  meldte 
in  ber  ©ruppe  B  fd^on  öorl^anben  finb.  3n  ber  ßompiejion 
yBx  l^ingegen  finb  m—ß  Elemente  niebriger  als  y,  liefern 
alfo  m— /?  3nt)erfionen,  unb  meil  a  Elemente  ^öl^er  als  x, 
fo  entjiel&en  baburd^  a  SnDerfionen  unb  meil  baS  l&öl^ere 
ßlement  y  bem  niebrigeren  x  Dorangel^t,  fo  entfte^t  überbieS 
nod^  eine  SnDerfion  mebr,  alfo  finb  aufeer  ben  fd(|on  in  ber 
ßompiejion  B  öor^anbenen  3nt)erfionen,  burdj  bie  S5er« 
laufddung    ber   beiben    ©(erneute   x    unb   y   im   ©anjen 
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m—ß+a  +  1  Snöetjtonen  entftonbcn.  S)ie  Differcni  biefet 
3nt)crfioncn  ift  nun: 

m—ß  +  a  + 1  —  (m— a  +  ß)=2{a—ß)  + 1, 

mlöjt^  in  iebcm  gfolle  eine  ungrabe  3^^!  ifr 

3.S.  S)ie  6omt)Ie|ion  edabc  l^ot  7  Snüerftonen,  nämlid^  ed, 
ea,  eb,  ec,  da,  db,  de.  SSertaufc^t  mau  batin  baS  Clement 
a  mit  c,  fo  erhalten  toir  bic  ßompleiion  edcba  mit  10 
Snuerfionen;  e§  treten  nämlid^  burd^  biefe  SBettauWung  ju 
ben  7  3nt)erfionen  ber  erften  Kompleiion  nod^  bie  3  3n« 
öerfionen  cb,  ca,  ba  ^iuju. 

Silbet  mon  olfo  nod^  unb  naä)  alle  ^etmutationen  but^ 
SSettauid^ung  t)on  iebeömal  2  Elementen,  \o  erhalten  bie 
aufeinanber  folgenben  ^ermutationen  abtoed^felnb  eine  grabe 
unb  ungrobe  ^ilnja^I  Don  Snöerfionen.  S)a  nun  bie  Slnju^I 
oller  ^ermutotionen  grobe  i[t,  fo  ^at  bie  eine  ^älfte  ber 
^ermutotionen  eine  grobe  unb  bie  onbere  ^älfte  eine  un» 
grobe  9lnjo^I  Don  Snöerftonen.  hierauf  beruht  bie  rid^tige 
2tuSre(ä(inung  einer  ©eterminonte,  tt)ot)on  fpäter  bie  9{ebe 
fein  toirb. 

f  00  ©omWntrien  unb  ^tamttL 

(§ci8,  §.  89.) 

455*  S3eim  ^ermutiren  fom  eS  borouf  on,  ou§  ben  gege* 
benen  Elementen  \o  Diele  Don  einonber  Derfd^icbene  6om» 
plejcionen  jU  bilben,  ol§  möglid^  toor ;  oufeerbem  mufete  jebe 
6om|)le|ion  olle  üor^onbenen  ßlemente,  ober  in  Derfd^iebener 
Sufeinonberfolge  entgolten.  S)o§  SQSefen  be§  ßombinirenS 
ober  befielet  borin,  ou§  ben  gegebenen  Elementen  ©ruppen 
ou§  einem,  ätoei,  brei,  Dier  ßlemcnten  u.  f.  to.  ju  bilben, 
fo  olfo,  bo6  nid&t  immer  oHe  gegebenen  Elemente  juglei(i^ 
in  einer  unb  berfelben  ®omple|ion  Dorfommen.  So  liefern 
bie  beiben  Elemente  a,  b,  bie  beiben  ^ßermutotionsformcn 
ab  unb  ba,  ober  nur  bie  eine  ßombinotionöform  ab,  meil 
l^ier  feine  3nDerfionen  ftottfinben  bürfen.  9lu§  ben  3  ßle« 
menten  a,  b,  c  entfiel^en  bie  6  ^ermutotionen  abc,  acb,  bca, 
bac,  cab,  cba;  bilbet  mon  ober  ou§  biefen  Elementen  ©ruppen 
Don  je  2  ©tementen,  fo  erholt  man  blo§  bie  3  ©ombi* 
notionen  ab,  ac,  bc  unb  biefelben  Elemente  tiefern  nur  eine 
©ombinotionSform  Don  3  glementen,  nämlid^  abc.  S)em- 
nod^  l^eifet  combiniren:  ouS  gegebenen  Elementen,  fo  oft 
e§  onge|t,  gleid^  Diel,  ober  iebeSmol  onbere  Elemente  ju 
einer  gut  georbneten  ßompleiion  Dereinigen.  3)ie  SKenge 
ber  Elemente,  ouS  tocldden  jebe  einjelne  ®ombinotion§form 

Sittlati^,  ^uflöfitngen  HI.  6 
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befleißen  foII^tDttb  but^bte  Sombinattondllaffe  befitmmt 
unb  bet  numerifd^e  SluSbtud  btefer  9Äcnge  l^eifet  ft (offen« 
eiponcnt.  S)ie  6ombmationcn  jur  erftcn,  jioeiten,  brittcn, 
Dierten  u.  f.  to.  fflaffe  toetben  anäj  bejfiglid^  Unionen, 
Slmben,  Sernen,  Quaternen,  Ouinternen  u.  f.  to.  genonnt. 
SBenn  jebeS  ber  gegebenen  ßlemente  in  einer  ©ombinationS« 
form  fo  oft  Dotlommen  barf,  als  ber  ftlojfcneiponent  Sin« 
]&eiten  entl^ält,  fo  entjiej^en  Kombinationen  mit  SBieber* 
^  olung.  2Birb  aber  jebeS  Clement  bei  jeber  ©ombinationS« 
form  niij^t  mit  fid^  feloji,  fonbern  iebe§mal  mit  einem  ober 
mel}reren  anbern  @tementen  öerbunben,  fo  erl^ält  man  6om== 
binationen  ol^ne  SOBieber^ olung.  Der  fDmboIif(i^e 
3!uSbru(f  für  Kombinationen  t)on  n  Elementen  ol^ne  SBieber» 
l^olung  jur  r*^"  ftlaffe  iji  C(n)  unb  mit  SBieberl^oIung  ^C(n). 

r  r 

2.  ©oüen  alle  Kombinationen  ber  atoeiten  unb  britten  KIaf[e 
o^ne  SQßieber^oIung  b.  f).  bie  9Imbeu  unb  Jemen  für  bie 
Kiemente  a,  b,  c,  d  gebilbet  toerben,  fo  öerbinbe  man  ju«^ 
näd&ft  baS  Klement  a  mit  jebem  ber  3  folgenben,  tt)oburd^ 
tt)ir  erhalten:  ab,  ac,  ad.  hierauf  berbinbe  man  b  mit 
jebem  ber  jmei  folgenben  Kiemente;  bie§  gibt  bie  Kombi* 
nationSformen  bc,  bd;  Derbinbet  man  nun  baS  britte  Kle* 
ment  c  mit  bem  vierten  d,  fo  entfielet  cd.  S5cjei(j^ncn  tt)ir 
bie  mit  a,  b,  c  beginnenben  Kombinationen  bejügti($  ate  bie 
erfte,  jtoeite,  britte  Drbnung,  fo  entl^ält  bie 

1.  Drbnung:  ab,  ac,  ad =31 

2.  „  bc,  bd =2>=  6  Kombinationen  jur  2.  KI. 

3.  „  cd  =  l| 

Serbinbet  man  je  3  t)on  einanber  öerfiä^iebene  Kiemente 
ju  einanber,  fo  liefern  bie  4  Kiemente  folgenbe  Kombi« 
nationen  }ur  3.  Klaffe: 

Snber  1.  Orbnung:  abc,  abd,  acd=3)_^  %txnm 
f,     „    2.         „  bcd=li 

3.  @e§t  man  bie  Kiemente  einjeln  in  ber  Orbnung,  toie  \\t 
alp|abetif(i&  aufeinanber  folgen,  fo  l^at  man  bie  Klaffe  ber 
Unionen.  S)er  gegebenen  Kiemente  finb  6,  biefelben  geben 
alfo  aud^  6  Unionen,  nämlid^ 

a,  b,  c,  d,  e,  f. 
S)te  fed^S  Kiemente  geben  15  Kombinationen  jur  2.  Klaffe, 
nämlidö : 

3n  ber  1.  Drbnung:  ab,  ac,  ad,  ae,  af=5 

„     „    2.         „  bc,  bd,  be,  bf=4 

„     „    3.         „  cd,  ce,  cf=3 

„     „    4.        „  de,  df=2 

„     „    5,         „  ei=l 
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S)ie|cI6cn  ©lemente  geben  20  gombinotionen  iur  btitten 
Klaffe;  ed  finb  folgenbe: 

abc,  abd,  abe,  abf,  acd,  ace,  acf,  ade,  adf,  aef=10 
bcd,  bce,  bcf,  bde,  bdf,  bef=6 
cde,  cdf,  Cef =3 
def=l. 
3lu§  benjelben  ßlementen  erl^olten  toir  15  gombinotionen 
jur  öierten  ßlaffe,  nämlid^: 

abcd,  abce,  abcf,  abde,  abdt  abef,  acde,  acdf,  acef,  adef=10 

bcde,  bcdf,  bcef,  bdef=4 
cdef=l. 

®ie  6  glemente  geben  6  Kombinationen  jur  fünften  Klaffe, 
nömlid^: 

abcde,  abcdf,  abcef,  abdef,  acdef=5 

bcdef=l. 

4.  2)ie  4  Kiemente  geben  4  Unionen,  nämli^: 
a,  b,  c,  d. 
@e|t  man  allen  Unionen  baS  erfte  K(ement  a,  alsbann 
Dom  jmeiten  Klement  b  an,  aOen  biefeS  Klement,  Dom 
btitten  an  ba§  Klement  c  u.  f.  m.,  fo  erl^ält  man  bie  Kombi« 
nationcn  jut  jtoeiten  Klaffe  mit  SEBieber^olung.  3^rc  Sin« 
jal&I  beträgt  10,  nämlid^: 

aa,  ab,  ac,  ad =4 
bb,  bc,  bd=3 
cc,  cd=2 
dd=L 
@e|t  man  allen  Kombinationen  jur  jweiten  Klaffe  juerft 
ba§  Klement  a,  Dor,  bann  Don  b  an  Da§  Klement  b,  Don 
c  an  ba§  Klement  c  unb  Don  d  an  baS  Klement  d  Dot, 
fo  erl^ölt   man  bie  Kombinationen  mit  SBiebetl^oIung  jur 
btitten  Klaffe,  nämliiäb: 

aaa,  aab,  aac,  aad,  abb,  abc,  abd,  acc,  acd,  add=10 

bbb,  bbc,  bbd,  bcc,  bcd,  bdd=  6 

ccc,  ccd,  cdd=  3 

ddd=  1. 

SJtan  bilbet  aud  ben  Kombinationen  mit  SBiebetl^oIung  }ur 
btitten  Klaffe  bie  jut  Dietten,  inbem  allen  20  Kombination 
nen  ba§  Klement  a,  ben  übrigen  6+3+1=10  Da§  Kle« 
ment  b,  ben  übrigen  3+1=4  baS  Klement  c  nnb  bcr 
©d^Iuggruppe  ddd  baS  Klement  d  Dotgefe^t  mitb.  ^ienad& 
etl^alten  mit  folgenbe  35  Kombinationen  gut  4.  Klaffe  mit 
SBieberl^oIung. 
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aaaa,  aaab,  aaac,  aaad,  aabb  \ 
aabc,  aabd,  aacc,  aacd,  aadd  l  _  oq 
abbb,  abbc,  abbd,  abcc,  abcd  ? 
abdd,  accc,  accd,  acdd,  addd  J 
bbbb,  bbbc,  bbbd,  bbcc,  bbcdj_-,r. 
bbdd,  bccc,  bccd,  bcdd,  bdddJ"^"* 
cccc,  cccd,  ccdd,  cddd  =  4. 
dddd  =  1. 

a)  ©ed^S  ßlemenic  geben  cbenfoöiele  ßombinotioncn  jur  1. 

eioife;  ballet  ijt: 

wc(6)  =  6. 
1 

©ollen  6  ßlemenfe  jur  2.  ßloffe  mit  SBieberboIung  combU 
nirt  lücrben,  \o  lonn  mon  babei  aud^  auf  folgenbe  iffieife  Der« 
fabren.  ÜJion  öerbinbe  jebeä  filement  mit  [\ä)  felbft  unb 
mit  jebem  anbern ;  ouf  bie^e  SBeife  bient  jebeö  Clement  jut 
Silbung  öon  6  öon  einanber  öerjd&iebenen  ßompiejcionen ; 
ha  nun  6  ßlemente  üotbanben  finb,  fo  entfte.ben  burd^  biefe 
Operation  im  ©anjen  6.6  ©ompiejionen,  toobei  biejenigcn 
bie  aus  2  öerfd^iebenen  glementen  befleißen,  jtoeimal,  bie 
anbeten  aber,  bie  auS  2  gleid^en  Elementen  beftel&en,  nur 
einmal  öorfommen.  ©amit  nun  alle  6ompIe|ionen  jmeimal 
öorfommen,  muffen  noiä^  6.1  föompl.  Don  2  gleid^en  Ele- 
menten ^^njugefügt  toerben,  tooburd^  mir  6.6+6.1  = 
6. (6+l)=6. 7  (Kombinationen  jur  2.6laffe  erhalten  j.  S. 
für  bie  6  Elemente  a  b  c  d  e  f  erl^alten  mir: 

aa  aa  ab  ac  ad  ae  af 

bb  bb  ba  bc  bd  be  bf 

cc  cc  ca  cb  cd  ce  cf 

dd  dd  da  db  de  de  df 

ee  ee  ea  eb  ec  ed  ef 

flf  flf  f a  fb  fc  fd  fe 
3)a  aber  jebe  jmeimal  öorlommt,  mnn  pe  alle  gut  georbnet 
merben,  jo  mu6  baS  ?ßrobuft  6.7  burd^  2  biöibirt  merben, 
um  bie  mirWidJe  9lnjal^I  ber  Kombinationen  ju  erl^alten. 
©al^er  geben  6  Elemente  (6.7):2=21  Kombinationen  mit 
SBieberboIung  jur  2.  Klaffe  ober 

wc(6)=^-=21. 

2)ie  Kombinationen  felbft  erbölt  man,  menn  man  bie  in 
Slummer  3  gefunbenen  Kombinationen  o^ne  SBieber^olung 
um  aa,  bb,  cc,  dd,  ee,  flf  öermel^rt. 

SBirb  nun  jebe  Kombination  jur  2.  Klaffe  mit  jebem  ber  6 
Kiemente  Derbunben,  fo  erl&olten  mir  burd^  biefe  Operation 
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-^-x6  ©ombinotionen  jur  3.  ©lajfe,  toobei  bicjenigcn,  bic 

ou«  3  öerfd&iebcnen  glementen  bcjiel&en,  bteimol,  bie  Übrigen 
bogegcn  nur  einmal  öorlommen.  Damit  le^terc  in  benfeloen 
auq  breimal  erfc^einen,  mug  jebe  Kombination  jur  2.  ß^Iaffe 
nod^  mit  benjenigen  ISIementen  berbunben  merben,  tooraus 
pe  befielet,  tooburc^  beifpielömeife  au§  aa  bie  beiben  ßombi» 
nationen  aaa,  aaa,  au§  ab  bie  Kombinationen  aab,  abb 
u.  j.  XD.,  olfo  aus  ieber  2  neue  entjtel^en;  toeSl^alb  bie  ^n* 
jal^I  ber  auf  bieje  SBeife  entpanbencn  Kombinationen  jur 

3.  fflaffe  -2-x6+X^^==^~  '^*^*9*-  ®^"  ^'^^  1^*^^ 

Kombination  3mal  borfommt,  fo  ifl  bie  toirllid^e  Slnjal^I 
ber  gutgeorbneten  Kombinationen  )ur  3.  Klaffe  ober 

"C(6)  =  ^=7.8=56. 

fi   7   ft 

Kombinirt  man  jebe  ber  -^5-  Kombinationen  jur  3.  Klaffe 

naäi  unb  naä)  mit  ben  6  berfd^iebenen  SIementen,  fo  ent* 

fi  7  ß 
jiel^en  babur(ä&-^~-x6  Kombinationen    jur    4.   Klaffe. 

tierin  fommt  aber  iebe  Kombination,  bie  anS  4  öerfiä^iebenen 
dementen  befielet,  biermal  t)or,  l^ingegen  biejenigen,  bie  nur 
glei(!^e  ober  einige  gleid^e  Kiemente  entl^alten,  nur  einmal. 
3)amit  aud^  biefe  Diermal  borfommen,  mu|  jebe  Kombination 
jur  3.  JMaffe  nod^  mit  ben  3  Kiementen  combinirt  toerben, 
aus  benen  fie  felbft  beftebt,  n)obur(i(i  mir  j.  93.  aud  ben 
beiben  Kombinationen  )ur  3.  Klaffe  aaa  unb  aab  bie  be^ttgl. 
Kombinationen  jur  4.  Klaffe:  aaaa,  aaaa,  aaaa,  aaab,  aaab, 
aabb  u.  f.  to.  erl^alten.   3luf  biefe  SDBeife  erl^alten  ton  nod& 

ß  7  ß 

*  -x3  Kombinationen,  alfo  im  ©anjen 


2.3 


6,7,8    ^.6.7.8    o    6.7.8.9 


2.3    ^"  2.3  2.3 

S)a  aber  l^ierin  jebe  Kombination  öiermal  öorlommt,  fo  ijl 
für  6  Kiemente  bie  »irllid^e  Slnjal^l  ber  Kombinationen  mit 
a5Bieber|olung  jur  4.  Klaffe  ober 

3luf  gleid^e  SBeife  flnbet  man,  bafe 
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,6.7.8,9  6.7.8.9  6.7.8.9.10 

r^^~2.3.4.5''^+2.3.4.5'^^""  2.3.4.5   ""^^^• 

6.7.8.9.10    ^,6.7.8.9.10    ^     6.7.8.9-10.11    ,^^ 
^6+o  Q  >i  g  g  x5  =  — ft-oTT^ — =462 


2.3.4.5.6   ^'2.3.4.5.6^        2.3.4.5.6 
')  Sei  6  Elementen  finben  6  Kombinationen  jur  1.  6Iaf[e 
[att  ober  C(6)=6. 

Sollen  aud  6  ISfementen  Kombinationen  oi^ne  SBieberl^oIung 
ut  2.  Klaffe  gebilbet  »erben,  fo  fonbere  man  iebe§mal  ein 
Clement  ab  unb  berbinbe  e§  mit  ben  5  anbeten;  auf  biefe 
Beife  entftel^en  6.5  Kombinationen  jur  2.  Klaffe.  K§  finb 
olgenbe: 

ab  ac  ad  ae  af 

ba  bc  bd  be  bf 

ca  cb  cd  ce  cf 

da  db  de  de  df 

ea  eb  ec  ed  ef 

fa  fb  fc  fd  fe. 
Da  aber  Iftierin  iebe  Kombination  boppelt  botlommt,  'fo  ifk 
lie  Slnjal^Iber  gut  geotbnetcn  Kombinationen  jur  2.ftlaffe  ober 

C(6)=^  =  15. 

Die  Kombinationen  felbfi  finben  ft4  in  Slummer  3. 

6  5 
Serbinbet  man  jebe  ber  -^  Kombinationen  jur  2.  Klaffe 

nit  jebem  ber  6  Klementc,  iebod^  fo,  baß  baSfelbe  Klement 

lur  einmal  in  jeber  Kombination  öorfommt,   fo   entfiel^en 

;u8  ieber  Kombination  jur  2.  Klaffe  4  Kombinationen  jur 

6  5  6   5   4 

\.  Klaffe,  alfo  im ® anjen  -^ x 4=        '   »  S)iefelben  pnb : 

abc  abd  abe  abf  acd  ace  acf  ade  adf  aef 
bac  bad  bae  baf  bcd  bce  bcf  bde  bdf  bef 
cab  cad  cae  caf  cbd  cbe  cbf  cde.cdf  cef 
dab  dac  dae  daf  dbc  dbe  dbf  dce  dcf  def 
eab  eac  ead  eaf  ebc  ebd  ebf  ecd  ecf  edf 
fab  fac  fad  fae  fbc  fbd  fbe  fcd  fce  fde. 
jierin  fommt  aber  jebe  Kombination  3mal  öor,  folglid^  ift 
>ie  wirflid^e  3lnja]^I  ber  gut  georbneten  Kombinationen  ol^ne 
GBieberl^oIung  jur  3.  Klaffe,  ober 

C(6)  =  ^^=20. 

Die  Kombinationen  felbft  finben  \ii)  in  Plummer  3. 
Serfäl^rt  man  auf  äl^nlid^e  SBeife  bei  ber  93ilbung  ber  Korn* 
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btnattonen  ol^ne  SBtebet^oIung  }ur  4.  (Sloffe  aus  benen 
ber  3.  ßlaffe,  toobci  [zhoä)  niiä^t  aufeer  2ld&t  geloffen  »erben 
borf,  bafe  fein  6(emcnt  mit  einer  6om6tnation§form  Der» 
bunben  mirb,  too«  fd&on  in  i^r  entgolten  i[t,  fo  entfiel^en 
QU§  jeber  Kombination  jur  3.  gfajfe  3  ßombinottonen  jur 
4.  ©laffe  unb  »eil  bur(i&  biefeS  SSerfajJren  jebe  ßombinationS* 
form  uiermal  erjeugt  »irb,  fo  tji  bie  «njal^I  aller  Kombi- 
nationen }ur  4.  Klaffe  o^ne  SBieberl^oIung  ober 

W)-|#-'=15. 

@benfo  finbet  man,  bag 

^.^.     6.5.4.3.2      ^      . 

?^^)=r2:3i:.-5=^""^ 

n/^N_6>5,4.3.2.1     . 

V^^^""1.2.3.4.5.6--^- 
55a  jebe  2  5Rummern  eine  9lmbe  bilben,  fo  geben  90  9lum« 
mern  fo  öiele  9lmben,  als  Kombinationen  ol^ne  SQBieber- 
l^olung  }ur  2.  Klaffe  fid^  aus  90  Oerf(i()iebenen  Kiementen 
bilben  laffen.  S)ie  Slnjol^l  aller  mdglid&en  3lmben  ift  bal&er 
nad^  5,  ß)  ober 

C(90)=:?^=4005. 

2  ^ 

®a  je  3  9iummern  eine  Serne  bilben,   fo  entl^alten  90 
Stummem 

C(90) =^5^^^^=117480  Semen. 
8femer  enthalten  90  5Rummern. 
C(90)=^^'^^:^^^^  =  2555190  Quatemen  unb 

^•/aA^       90.89.88.87.86       .onvinoßo  r^   •   i 

0(90)  = K-ö-Ä-^ =43949268  Quintemen. 

6  J.O.4.0 

a)  ®iefe  2tufgabe  Derlongt  für  n  Kiemente  bie  Kombinatio* 
nen  oj^ne  Sffiieberl^olung  jur  2.  Klaffe  ju  beregnen,  momit 
gu  gleid^er  Seit  ber  SetoeiS  im  allgemeinen  für  bie  tRid&tigfeit 
ber  9lufI9fung  ber  oor^erge^enben  Seifpiele  geliefert  mirb. 
KS  feien  n  Kiemente  öor^anben.  ©onbert  man  l^ieoon 
baS  erpe  Klement  ab,  fo  bleiben  nod6  n—l  Kiemente.  Korn» 
binirt  man  nun  baS  erfte  Klement  mit  ben  übrigen  n— 1 
Kiementen,  fo  entfiel^en  n— 1  Slmben.  ©onbert  man  ie|t 
baS  jweite  ab,  fo  bat  man  micber  n— 1  Klemente,  »omit 
fl$  baS  jweite  toiebcr  ju  n— 1  Slmben  berbinben  lägt. 
Kbenfo  ftnb  n— 1  Kletnehte  bom  britten  berfd&ieben,  lönnen 
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olfo  mit  bem  britten  ©Icmente  toiebet  n— 1  Stmben  bilben. 
felbe  gilt  Dom  Dicrten,  fünften,  überl^aupt  t)on  jcbem 
cnben  ßlemcnte.  ®a  nun  n  Dctfd&icbcne  (Slemente  ba 
,  fo  geben  biefe  n(n — 1)  Slntbcn.  Sffieil  aber  burd^ 
t%  aSerfol^ren,  bog  erfle  Clement  mit  jebem  Don  il&m 
d^iebenen  unb  wieberum  jebeS  öon  biefen  mit  bem  erjien 
[nente  t)erbunben  n)erben  mug  unb  boSfelbe  Don  allen 
igen  gilt,  fo  folgt  borauS,  bafe  jebe  SSerbinbung  Don  2 
tnenten  jmeimal  Dotfommen  mufe,  toeSl^alb 


P«=°-^>=(2) 


ttirb  gelefen:  ;,n  über  2",  toobei  bie  obere  3al&I  immer 
Slnja^I  ber  combinirten  ©lemente  unb  bie  untere  ben 
tg  ber  6ombination§IIaffe   angibt.     3)ie  gformel    nj 

lutet  alfo  ba§  ^robult  Don  ngaftoren,  bie  Don  n  in 
ixüäjtx  Steige  bi§  1  abfteigen,  biDibirt  burd^  baS  ^ro« 
[  Don  r  galtoren,  bie  Don  1  aufzeigen. 

fflirb  iebeS  Don  n  Elementen  nid^t  allein  mit  allen 
igen  n  — 1  Elementen,  fonbern  anä)  mit  \iäj  felbft  com* 
irt,  fo  entjiel^en  JebeSmal  n  Slmben,  alfo  für  n  Elemente 
i  3lmben.  SDa  |ierin  bie  au§  Derfd&iebenen  Elementen 
el^enben  9tmben  zweimal,  bagegen  bie  au§  2  gleid&en  nur 
nai  Dorlommen,  fo  muffen  nod^  n  Slmben  gleid^er  Elemente 
jugefügt  merben,  meS^alb  in  biefem  galle  bie  boppelte 
fi\)l  ber  Kombinationen  n.n  +  n  =  n(n  +  1)  Slmben  ift. 
jr:  Um  gleid^  alle  gormen  boppelt  ju  erhalten,  fe|e  man 
Clement,  meld^eS  mit  ben  übrigen  Derbunben  merben 
tooburd^  alfo  au§  jebem  Elemente  n  + 1  Kombinationen 
ugt  merben,  alfo  im  ©anjen  aus  n  Elementen  n(n  + 1), 
er  ifl: 


^„,=E&^i)=(»«y 


n  lann  aud^  leid&t  ^(Xn)  au§  C(n)  baburd^  ableiten,  bag 

2  2 

1  bie  ffkx  [fel^Ienben  n  Kombinationen  eiheö  jeben  Sie« 
tte§  mit  fid^  felbft  ju  C(n)  öinjufügt;  alsbann  iji: 


.c(.,=»Ja^«=5fe±L)=CJ') 


ier  follen  für  n  Elemente  bie  Kombinationen  jur  3. 
e  ober  bie  %txntn  bered^net  toerben. 
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SBirb  baS  erfle  (SIement  oudgejd^Ioffen,  fo  laffen  f!($  bie 
übrigen  n— 1  Elemente  mit  (n — 1)— 1  =  n— 2  glemcnten 

ju  ^^ Yo^ "  5lm6en  öcrbinben.    ©ombinitt  mon  mit 

ieber  bon  biefen  9lmbcn  ba§  erjic  glement  §u  einer  Xtxm, 

fo  entftel^en  baburd^  ebenfofls  i    ^  ^^^"^"-  ®wf 

gleid&e  SBcife  finb  n— 1  Elemente,  bie  öom  jtoeiten  6Ie» 
mente  üerfd^ieben  pnb.  S)iefe  n  — 1  Elemente  nAtn  wieber 

1  2~  ''^^^"^  ^^^^*  ^^^  i^^^*^  SIement  jid^  ju 
ebenso  Dielen  3:ernen  öerbinben  läfet  ®a§felbe  gilt  bon 
ben  übrigen  Elementen.     Sei   n   Elementen  muffen  olfo 

"^"""/2  ^^^   ^^"^"    entfielen,    ffieil  aber  in  ie  3 

ßompiejionen  biefelben  Elemente  mit  einonber  öerbunben 
t)orfommen,  inbem  beifpielStteife  a  mit  (bc),  b  mit  (ac),  c 
mit  (ab)  u.  f.  w.  combinirt  mirb,  fo  fommt  jebe  Seme  3 
mol  bor.    Salier  ifi: 

S)  ©emdfe  7.  ß)  iP:  'C(n)  =  ^^^5+1).    sbi^  „„„  jebe 

biefer  Kombinationen  jur  2.  ßlajfe  mit  ben  n  Elementen 
unb  aud^  nod^  mit  ben  in  jeber  ßomple^ion  entl^aßenen 

Elementen  berbunbcn,  j.  8.  aa  nod&  mit  <*>,  ab  nod& 

mit  <?>  u.  f.  tOv  tt)orau§  bann  nod^  bie  ßompleiionen  aaa, 

aaa,  aab,  abb  u.  f.  ».  entfielen,  fo  erl^alten  toir  au8  jeber 
Kombination  jur  2.  ©loffe  n  4-  2  Kombinationen  jur  britten 
Klaffe;  bal^er  beträgt  bie  Stnial^I  aller  Kombinationen  mit 

Sffiieber^olungen  jur  3.  Klaffe  "^"V^  x(n  +  2).  2BeiI  aber 

je  3  biefer  Kombinationen  aus  benfelben  SIementen  befleißen, 
alfo  einanber  gleid^  ftnb,  fo  ifi 

Ober:  SBie  au§  7.  y)  l^erborgel^t,  beträgt  bie  Slnjal^I 
aQer    Kombinationen    ol^ne    SBieberl^oIung   jur    3.   Klaffe 

123""      ^trm  nun  SBieberl&oIungen  gemattet  finb,  fo 
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lontmen  nod^  Wnju  alle  Kombinationen  mit  2  gletd^en  Sie« 
menten,  beren  2lnia]^I  =  n(n— 1)  fein  mu^,  toell  je  2  gleiiä^e 
Elemente  mit  ben  übrigen  n—l  öon  i|nen  öerfd^iebcncn 
Elementen  ^ä)  öerbinben  laffen,  aufeerbem  aber  lommen  aud^ 
nod^  äße  ßompleiionen  ^inju,  bie  au5  3  gleiten  Elementen 
bejiel^en  unb  beren  2lnjal^I  =  n  ift;  folglid^  tt)irb 

8.  a)  ©emäfe  7.y)  ifi  C(n)  =  (gJ.  Sei  n  glementen  entließen 

oljo  u  I  Semen.  6ombüttrt  man  {ebe  lerne  mit  jebem  ber 

gegebenen  ©lemente,  ausgenommen  mit  ben  3 'Elementen, 
bie  jie  fd&on  entj^ält,  fo  werben  auÄ  jeber  Seme  n— 3,  folg« 

Ixij  aus  U|  Semen  ("|.(n— 3)  Ouatemen.    ®a  aber 

burd^  biefe  Operation  je  4  unb  4  einanber  Qltläjt  6om« 
pleiiottcn  entftel^ett,  weil  j.  S.  a  mit  (bcd),  b  mit  (acd),  c 
mit  (abd)  unb  d  mit  (abc)  öerbunben  mirb,  alfo  biefelben 
Elemente  enthalten,  fo  ift  bie  mirllid^e  Sfnjal^I  ber  ©ombina^ 
tionen  jur  4.  ßlaffe  o^ne  Sieber^olung  ober 
r/n^-^^^  n--3_D(n-~l)(n~2)(n->3)_/nY 
^""^-[sj  ~r'^  1.2.3.4  W 

S)ur(j&  biefelben  ©^lüjje  erl^ält  man  au§  jebcr  Ouateme, 

wenn  fie  mit  jebem  in  i^r  nid^t  entl^altenen  Elemente  Der* 

bunben  wirb,  n— 4 Ouinternen  unb  weil  je  5  unb  5  Ouin«» 

ternen  biefelben  Elemente  enthalten,  fo  ift: 

n/n^_M  n~4_D(n--l)(n~2)(D~3)(n-4)_/n\ 

?^^~U)*"5~- 1.2.3.4.5 ^Is; 

c^ierouS  ift  ba§  @efe^  erfid^tlid^,  wonad^  jebe  folgenbe  Klaffe 
aus  ber  näd^ji  Dorftergel^enben  abgeleitet  wirb,  unb  ba  bieS 
®efe^  für  olle  Klaffen  gilt,  fo  ifi  alfo  aUgewein: 
^/n^-/  °  \n-(r-l)_n(n~l)(D--2)...(D-(r-2))(n-(r~l)) 

V^^^'^lr-lj        V       -  1.2.3 (r-l).r 

__n(n~l)(n~2)...(n-(r^l))_m 
~  1.2.3....r  \r/ 

hierbei  ift  ju  bemerlen,  bafe  r  =  ober<:ii  fein  muß,  weS« 
l^alb  bre  Slnja^I  ber  Klaffen,  wenn  feine  SQBieber^öIungen 
gemattet  pnb,  eine  befd^ränfte  ift. 

8.  ßi)  3laä)  7-  d)  ift  wc(n)  =  (°3^y  Söirb  nun  jebe  Seme 
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mit  jebem  bct  flegebenen  glemente  unb  ou$  no^  mit  jcbem 
in  i^r  entl^alienen   SIemente  Detbunben,   }.  ^.  aaa  mit 

|a|,  abc  mit  |b|  u.  \.  ».,   fo  toerben  ouS  jeber  Seme 

n+3  0uoternen  unb  toeil  Je  4  unb  4  0uaternen  ou§  ben- 
felben  glementen  befleißen,  alfo,  toenn  fie  gut  georbnet  pnb, 
einanber  glei$  [tnb,  fo  i^ 
wP/„^_/»+2\  n+3_n(D+l)(n+2)rD+3)_/n+3\ 

V^"^~l  3  r  r r:2T3:4        \  4  f 

Sbenfo  finbet  man,  bog 

0ud^  l^ietbei  ift  boS  @efe^  ber  Silbung  lebet  folgenben 
Slo^e  auiS  ber  näd^ftt)or]^ergel^enben  (eid^t  ju  etfel^en,  unb 
ba  baffelbe  für  olle  gloffen  (Bültigleit  l^aben  mui  »eil  bie 
3lrt  unb  SBeife  ber  Ableitung  einer  ßlaffe  auS  ber  onbem 
biefelbe  i[t,  fo  ^at  man 
^p.  v_/n+r— 2\  D-fr— l_D(n+l)...(n+r— 2)(n+r— 1) 

]A^)-\  r-i   r~T~ i72....(r-l).l 

_n(n+l)(n+2)>,..(n+r-l)  _/n+r-l\ 
~  1.2.3.. .r  \      r      / 

C)ier  lann  r  =  ober  >n  fein,  tteS^alb  bie  Slnjal^I  ber  ßlojfen 
mit  SBieberl^oIung  eine  unbefd^ränfte  i[t. 

8.  ßi)  ®ie  Kombinationen  jur  r*^  ßlaffe  mit  fflieber^olung 
lajfen  [\ä)  anä)  noät  öuf  folgenbe  SQBeife  beftimmen.  ®efe|t 
e§  feien  bie  Elemente  a,  b,  c,  d  gegeben,  bie  mir  in  9lummer 
4  jur  1.,  2.,  3.  unb  4,  ßlaffe  combinirt  l^aben.  SBie  bort 
erft(!^tlid^,  mirb  jcbe  folgenbe  ©lojfe  aus  ber  junäd^ji  öorl^er» 
gel^enben  baburd^  gebilbet,  bafe  baS  @Iemcnt  a  allen  formen 
biefer  Klaffe  t)orgefe|t  mirb;  baS  ßlemcnt  b  aßen  gormen 
mit  9lu§na]^me  berjenigen,  bie  mit  a  anfangen;  baS  6Ie= 
ment  c  benjenigen  formen,  bie  meber  mit  a  nod^  mit  b  6e= 
ginnen ;  ba§  Clement  d  enblid^  bloS  ben  mit  d  onf angenben 
formen.  S)arau§  folgt,  bog  in  ber  Orbnung  a  alle  4®Ie* 
mente  a,  b,  c,  d,  in  ber  Orbnung  b,  mobei  a  auSgefc^Ioffen 
ifi,  bie  3  (Elemente  b,  c,  d,  in  ber  Orbnung  c  nur  2  6Ie* 
mente,  nämtid^  c,  d  unb  in  ber  Orbnung  d  nur  ein  Sie*» 
ment,  nümlid^  d  jur  Silbung  ber  ^formen  bient.  ©al^er  ift 
alfo  j.  «.: 

^C(4)  =  ^C(4)  +  ^C(3)  +  ^C(2)  +  ^C(l)  ober 

4  8  3  8  8 
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4.5.6.7  _  4.5.6     3.4.5     2.3.4      3.2.1 
i.2.3.4  ~  1.2.3  "^  1.2.3 "''  1.2.3  "^  1.2.3 
©oD  nun  "CCn)  bejHmmt  werben,  fo  l^oben  tott  ^ietnod^: 

4 

»C(n)='C!(n)+'C(n-l)  +  ''C(ii— 2)+...'C(2)+'C(l)  ober 

So  boiS  ®ej[e^  bet  $t(bung  für  oUe  klaffen  bQP6e  ifi, 
fo  ift  Qud^: 
wC(n)=^C(n)+^C(n-l)+^C(n~2)+...^C(2)+^C(l)  ober 

8.  y)  3ltt(Si  8.  /J)  tjl: 

?°^ 1.2...(r-l).r 

obet,  wenn  man  biefem  ^uSbrude  eine  anbete  gfotm  gibt: 

?^°^ l,2....(r-l)TF -[      r      / 

3l«n  ift  ferner  aud^: 

C(n+r-i)=^°-^''Ty+'-r^)::-<°+^)"=f°+'-^). 

r  1.2 (r--l).r  \      r      / 

hieraus  folgt  alSbann,  bafe 

wC(n)=C(n  +  r-l), 

r  r 

b.  ]&.  in  SBortcn:  ®ic  älnjal&I  bcr  Kombinationen  aus  n 
ßlcmcnten  iur  r*«"  ßlaffc  mit  SBicbctl&oIung  ift  glcid^  bct 
Slnjal^I  bcr  Kombinationen  bon  (n+r  — 1)  Elementen  jut 
r*«»  Klaffe  o^ne  SBieber^oIung.    gür  n  =  6,  r  =  3  ift: 

"?^^^=l4l  unl>C(6+3-l)  =  ?;g;  folglich: 
wc(6)=c(8). 

3  3 

9.  Silben  tt)ir  au§  ben  6  glementen  a,  b,  c,  d,  e,  f  bie  Korn» 
binationSformen  jur  4.  Klaffe  unb  Hämmern  febeSmal  bie 
bei  ieber  gform  nid^t  }ur  SSertpenbung  lommenben  Kiemente 
ein,  fo  erhalten  toir: 
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abcd(ef)f  abce(df),  abcf(de),  abde(cf),  abdf(ce) 

abef(cd),  acde(bf),  acdf(be),  acef(bd),  adef(bc) 

bcde(af),  bcdf(aei  bcef(ad),  bdef(ac),  cdef(ab). 

@3  ift  Igieraud  erft(|tli(]^,  bog  bie  beiben  etngellammerten 

Elemente  alle  gombiitütioncn  jut  2.  klaffe  ol^nc  SBtcbet« 

l&olung,  aber  in  umgefel^rtcr  Orbnung  barfteßen,  cbenjo  bafe 

ed  ebenfo  biele  Kombinationen  }ur  2.  Slaffe,  mie  jur  4. 

Klaffe  gibt,  toeil  ftd&  bie  Klaff enejponenten  4 +  (6— 4)  jut  ;| 

Äniafil  ber  6(emente  etgönjen.  1 

©eS^alb  ifl  alfo:  C(6)  =  C(6).  ^ 

4  a 

allgemein:  53ei  ber  Silbung  ber  Kombinationen  auSngle* 

menten  gur  r^^  Klaffe  ol&ne  SDßieber^olung  lommen  bei  jeber 

aus  r  Kiementen  befte^enben  Kombinationdform  tebedmal 

n— r  t)on  einanber  berf(](|iebene  Kiemente  ni^t  in  Setrad^t 

unb  itoax  abroecidfelnb  ^öl^ere  unb  niebrigere,   je  naddbem 

niebrigere  ober  l^öl^ere  Kiemente  bei  ben  SSerbinbungen  öer- 

toenbet  merben.    Saburd^  muffen  bann  notl&wenbig  ebenfo» 

t)iel  Kombinationen  jur  (n  — r)*^"  Klaffe  entfte^en,  als  jur 

r*"»  Klaffe  unb  jmar  in  umgelel&rter  Orbnung,   meil  bie 

gormen  jur  r*°»  Klaffe  aßmälig  öon  ben  niebrigeren  ju 

ben  ^ö^eren  Kiementen  auffleigen,  beSl^alb  ift: 

««  =  «■')'■*«  (r)=(„-r) 
Sie  9tt(!^tigIeU  ergibt  ^^  mä)  no($  auf  folgenbe  SBeife. 
@3  ift  nämfid^  na($  8.  a) 

F^"^ 1.2.3....r 

©ebt  mon  in  biefe  gormel  n— r  ^ott  r,  fo  wirb: 

Sr^  -     1.2.3... .(n-r) 
Se^tete  gformel  i|t  ibentifd^  mit  bet  er^en:  benn  eö  iü  ani) : 
^    . _ n(n-l)...(n-r+l)(n-r)...(r+l) 
a_r^-       1.2...r.(r+l)....(n-r) 
©iöibirt  man  ^ier  t)ibibenb  unb  ©iöifot  burd^  (r+l)...(n— r), 
fo  tt)irb: 

C(n)  =  P(°-l)(P-2)-  •  •  (n-r+1)^ 

toeSl^alb  alfo  lieber: 

C(n)=C(n). 

r  n— r 

S)arau§  folgt,  bog,  toenn  in  jföei  KombinationS^Klaffen  bie 
©umme  ber  Klaffenejponenlen  gleich  ift  ber  Slnjal^l  ber  Kle« 
mente,  beibe  Klaffen  gleidd  oiel  Kombinationen  entl^alten. 
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@ejft  tnon  in  f    ]=[    1,  füi'r  =  o,  jjo  toirt; 

0=0  ' 


obct(M=l;  ba^er  C(n)=l. 


10.  3laä)  ben  in  9Jummcr  8.  a)  cntwideltcn  ©ä^cn  toirb  bic 
(r+1)*«  6ombinQtionS»®Iaffe  ouS  ber  r*"»  gebilbtt.     9lun 

geben  n  Elemente  f    j  Kombinationen  jur  r*^"  Klaffe;  folg* 
lid^  geben  biefelben  Kiemente  f    j  •  -^  Kombinationen  iur 


(r+1)*'«  Klaffe.    S)a^et  ift 


Ot     OJ.    OQ    OO 

11.  ®te  25  6(etnente  geben  -.^1°-^  =  12650  eombino« 

tionSfotmen  jur  Dietten  Klaffe.  ?fun  beginnt  bie  gegebene 
3form  mit  r,  alfo  mit  bem  16*"*  Klement.  Son  ba  ab  gibt 
es  alfo  noäi  9  Kiemente  jur  4.  Klaffe  ju  combiniren.  ®iefe 

Q   ö   7    ß 

9  Kiemente  geben  ..*   *   '  i  =  1263formen;  mitl^ln gelten  ben 

mit  r  beginnenben  gf armen  12650— 126  =  12524  formen 
öoran.  ®ie  ^Injal^I  ber  gformen,  bie  l^ier  nod^  weiter  in 
SSetrad^t  fommen  unb  mit  rs,  rt,  ru  anfangen,  ifl  bejüglic!^ 
ber  Slnjal^l  ber  Kombinationen  jur  2.  Klaffe  bon  7,  6,  5 

Kiementen.  ®iefe  geben  j|+^+j^=21+15+10=46 

gormen.  9lun  ift  bie  le^te  mit  ru  beginnenbe  Sform,  alfo 
bie  46fte,  ruyz;  biefer  ge^t  bie  gegebene  3fotm  ruxz  boran, 
mitl^in  fommen  iu  ben  obigen  nocft  46-- 1  =  45  ^formen 
l^inju;  ba^er  ift  ruxz  bie  12524+45  =  12569jie  Kombi- 
nationi^form  jur  4.  Klaffe. 

12.  3taä)  9lummer  8.  a)  geben  n  berfd^iebene  Kiemente 

n(n_l)(n-2)...(n--(a~l))  _  /n\ 

1.2.3 a  \a) 

Kombinationsformen,  mobon  jebe  auS  a  Kiementen  befielet. 
2)iefelben  f ollen  bie  erfle  ©ruppe  bilben.  ©e^t  man  n=a 
+x  unb  f ollen  überhaupt  nur  2  ©ruppen  gebilbet  werben, 
t)on  mläitn  bie  erfie  auS  a  Kiementen  unb  bie  jmeite  aus 
ben  übrigen  x  beftel&t,  fo  ift  bie  Vlnjal^I  aller  mögli(!^en  SBer« 

t]^eilungen=[    j;  ober,  weil  n— a=x  unb  bal^er  (        j 

=  1,  fo  ift  biefc  Änjal^l 
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^n(n— l)(n~2).,>.3.2.1^   n! 
1.2.3...0.1.2.3..X       o!xI 
SluS  bemfdbcn  ©runbc  laffen  ftd^  x  Elemente,  tpenn  x  = 
ß  +  y  gcfefet  mirb,  in  jtoci  ©riippcn  jcricgcn,  »oDon  bic 
eine  aus  p  unb  bie  anbete  aus  j  Elementen  befielet  auf 
x!    _x(x—lXx— 2)...3,2.1 
/Jly!""    1.2.3.../J.1.2.3...y 
t)erj(]^iebene  Sitten;  mithin  ift  bie  9lnja^I  aßet  mögli(](|en 
Setlegungen  bet  n  glemente  in  3  @tu|)pen,  tooöon  bie  etfie 
aus  a,  bie  }n)eite  au3  ß  unb  bie  btitte  aus  y  SIementen 
beße^t 

_Q(ü-l)(n~2)...3.2.1  l>2.3....x 

~1. 2.3.. . a.l. 2.3. .X      1.2.3../?. 1.2. 3.y      ^ 
D(n— l)(n-~2)...3.2.1      _     n! 
1.2.3..a.l.2.3../J.1.2.3..y""o!/9!y! 

yf 

SBeil  fetnet  y  gfemente  -y-^  ®xvipptn  geben,  wobon  bie 

eine  aus  y  unb  bie  anbete  auS  z  =  y— y  glementen  be* 
fielet,  fo  laffen  \\ä)  n  Elemente  in  4  ©tuppen  bon  a,  /?, 
y,  z  Slementen  auf 

D(n— l)(n--2) 3.2.1 n! 

1.2.3..a.l.3.3../?.1.2.3..y.l.2.3..z~a!/?Iy!z! 
betfc^iebene  Sitten  jetlegen. 

®a  biefe  ©d^Wolge  füt  jebe  beliebige  Slnja^l   Don 
©tuppen  fottgefe^t  metben  lonn,  fo  ift,  toenn  n  =  a  +  ß 
+y..+l+lii  iji,  bie  Slnja^l  bet  ^att^ieen,  tootin  n  t)et= 
fd^iebene  Elemente  jetlegt  metben  fönnen 
_  n!  • 

~a\ß\yl...Xlfzl 

S)a  biefe  gotmel  mit  bet  ^-petmutationSfotmel  füt  Qkxäjt 
ßlemente  in  §.  452  übeteinftimmt,  fo  folgt  batauS,  bag  n 
glemente  \\äi  auf  ebenfoöiet  t)etf(^iebene  Sitten  in  mel^tete 
^attieen  jetlegen  laffen,  Don  loeld^en  bie  etfte  a,  bie  jmeite 
ß,  bie  btitte  y,  bie  Dotierte  X  unb  bie  lefete  fz  glemente 
entl^ält,  als  n  glentente,  untet  welchen  a  gleid&e  einet  Sltt, 
ß  glei(^e  einet  anbetn  Sltt  u.  f.  m.  [\^  befinben,  betfe^t 
wetben  fönnen. 

13.  «)  ©oO  baS  ^tobuft  abcd  in  ^tobufte  bon  2  gaftoten 
jetlegt  »etben,  fo  lann  bieS  naä)  9lummet  12  auf  4! : (2!  2!) 

.  =^  4! :  (2!)2  betfdöiebene  Sitten  gefd^e^en.  Sluf  bie|e  SHJeife 
mütbe  man  abet  bie  Kombinationen  mit  il^ten  ^etmutationen 
et^alten.    3)a  nun  2  glemente  2!  ^ßetmutationen  geben, 
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jfo  mug  4!:  (2!)*  nod^  burd^i  2!  bibibirt  toerben,  toobur^ 
rolt  erhalten:  4!: (2!)»  =  3.  ®iefe  3  ^robufte  finb: 
(ab)(cd)  =  (ac)(bd)  =  (ad)(bc). 
13.  ß)  2)08  5ßtobuIt  abcdef  läfet  fi*  auf  6!:  (2!  2!  2!)  = 
6!:  (2!)»  t)eif(i&iebene  9lrten  in  ^robufte  Don  2  tJoftotcn 
jerlegen.  SBeil  nun  3  glemente  \\ä)  3!mol  permutiren 
loflen,  fo  Ijl  bte  iBtrHic^e  9lnjo^l  6! :  3!.  (2!)»=  15.  6s 
[inb  f 

f)  =  (al       )(df)  =  (s        i(de) 
f)=(a(       )(df)=(t        Kde) 
f)=(a<       ))(df)=(i        )(ce) 
f)=(a«       )(cf)=(j        )(cd) 
B)  =  (ai       |(ce)  =  (a        l(cd). 
13.  y)  5)aS5ptobuft  abcdef  läfet  fi(|  ouf  6! :  {(3!)«.  2!)=  10 
beif(!^tebene  ^tten   in  ^robutte  Don  3  tjfaftoten  jcrlegen, 
näm(l(!^: 
(abc)(def)  =  (abd)(cef)  =  (abe)(cdf)  =  (abf)(cde)  =  (acd)(bef) 
(ace)(bdf)  =  (acf)(bde)  =  (ade)(bcf)  =  (adf)(bce)  =(aef)(bcd). 

13.  d)  5)ie  Injo^l  bet  Serlegungen  iji  ^iei:  9!  :(3!3!  313!) 
=  9!:  (3!)*  =  9!:  6«  =  280. 

14.  a)  ©ombiniren  Wir  2n,  2n— 2, 2n— 4. . .  2  jur  jtoeiten  6laf[e, 
fo  l^oben  »ir  nai)  9lumniet  12,  wenn  wit  bie  gefud^te  In» 
ja!^!  mit  x  bejeid^nen: 

X  =  C(2n) .  C(2n— 2) .  C(2n— 4) C(2) 

=(^)-(V)-(V)--©  ' 

_  2D(2n-l)(2n— 2)(2n-3)(2n— 4)...3.2.1      (2n) ! 
(1 . 2)"  2» 

SBeil  [xäi  nun  n  ^robulte  1 . 2 . 3 . . .  n  =  n !  mal  pttmü' 
tiren  lofftn,  jo  ip 

^_(2n)! 

14.  ß)  ^tet  joK  boS  ouS  3n  gfaftoten  befifl^enbe  5ßtobuIt  in 
SJtobufte  Don  3  Qfaftoren  jerlcgt  werben.    @S  iß  ba^er: 
X  =  C(3d)  .  C(3n — 3) .  C(3n  -  6) ... .  C(3) 

/3n\  /3n-3\  /3n-6\  .       /3\ 

=  UJ'l    3    n    3    )-"-[s 

3n(3n— 1)(3d— 2)(3n— 3)....3.2.1  _   (3d)! 
~  (1.2.3)»  ~    6» 

©ol^er  ift,  weil  n  5probu!te  n!  5ßermutotionen  geben, 

x  =  ^. 
n!  6- 
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14.  y)  m  iji  ^iet: 

X  =  C(inn) .  C(mn  —  m) .  C(mn  —  2m) . . .  C(m) 

xn  m  xn  m 

/mn\  /mn— m\  /mn— 2m\         /m\ 

=  UA    m     )\     m     j--"UJ 

_  mD(mn— l)(mD— 2)(mn— 3)...3.2.1  _  ( mn)J 

~  (1.2.3. ..m)«^  "^(111!)" 

SBeil  aber  au§  n  ^robuHcn  n!  ^crmutolioncn  entftel&cn, 
fo  ip  in  äBirüid&Ieit: 

(mn)! 
^■"ü!(mlK 

§♦  456*  6inc  britte  9lrt,  gegebene  ßlemente  mit  einönber  ju 
öetbinben,  ^eigt  ajoriiren.  SKon  t)erjie]^t  barunter,  ouS 
jeber  Don  me^rern  gegebenen  ßlementenreil&en  ein  Slement 
^erou^nel^men  nnb  c§  ju  einer  ©omplejion  öerbinbcn.  3ebe 
Quf  biefe  SßJeije  gebilbete  Kom})Iejion,  bie  offenbar  \o  öiele 
Elemente  enthält,  als  e§  Keinen  gibt,  Reifet  eine  SSariationS« 
form  ober  anäf  eine  SSariation.  "üRan  er^äü  ba^er  alle 
a?ariationen  gegebener  Sicil^en,  menn  man  jebeS  Clement  ber 
erften  3iei^e  mit  jebem  ßlemente  bcr  jroeiten  Steige  unb  jebe 
l^ierburdö  entftanbene  ßompiejion  no(|  mit  jebem  Elemente 
ber  brüten,  vierten,  n*«»^  3iei|e  öerbinbet.  3luf  bieje  SDßeije 
entjielöen  jo  biele  ©omplejionen,  aU  ba§  ^robuW  au§ 
ben  ßlementenmengen  ber  einzelnen  SReil^en  beträgt.  Sollen 
nun  bie  äJariationSformen  ber  3  SReil^en  abc,  aßyd,  AB, 
wobei  bie  erfte  Siei^e  3,  bie  jmeite  4  unb  bie  britte  2  (Sie« 
mente  entJ&ält,  gebilbet  merDen,  fo  beträgt  bie  Slnjol^t  ber 
l^ierauS  entfte^enben  ßomplejionen  3.4.2  =  24;  eS  pnb 
folgenbe: 

15.  aaA  aaB  a/9A  a/9B  ayA  ayB  acJA  acJB 
baA  baB  \)ßA  b/?B  byA  byB  bcJA  bdB 
caA  caB  c/?A  cßB  cyA  cyB  cdk  C(JB. 

16.  S)ie  erjie  ber  l&ier  gegebenen  4  9leiöen  enthält  2,  bie  jtoeite 
1,  bie  britte  3  unb  bie  öicrte  5  (Elemente;  bieS  gibt  im 
©anjen  2.1.3.5  =  30  ßompleiionen ;  nämlid): 

aaaA  aaaB  aaaC  aaaD  aaaE 

mßk  SLQßB  mßC  mßD  MßE 

aayA  aayB  aayC  aayD  aayE 

baaA  baaB  baaC  bacJD  baaE 

haßA  haßB  baaC  haßD  haßE 

hayk  bayB  haßC  bayD  bayE. 

Stulanb,  9(uf{öfnngen  m.  7 
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17.  ©inD  bie  Slcmcntenmengcn  bct  einjclnen  Äci^en  m,  n,  p,  q, 
fo  lann  j[ebc3  Clement  ber  crftcn  SRcil^c  mit  allen  gicmcnten 
bcr  jtpeitcjt  Stetige  berbunbcn  werben,  lüoburd^  m.n  ®om« 
t)Iejionen  erholten  toerben,  tDoüon  jebe  öu3  2  glementcn 
bepelzt*  3ebe  biejer  Kompiejionen  läfet  fld^  ferner  mit  aflen 
Elementen  ber  britten  Steige  Derbinben,  unb  bieg  gibt  (m.D).p 
©ompiejionen,  öon  loeld&en  jebe  3  Elemente  entl^ält.  9lun 
(ä^t  fic^  enbli(^  jebe  biefer  6omt)Iejionen  mit  aßen  ©lementen 
ber  ülerten  Sftei^e  berbinben,  woburt^  tt)ir  (m.n.p.).q  ßom« 
pieixomn  crl^alten,  mobon  jebe  auS  4  Elementen  beftel^t; 
bemnodö  ift  bie  Slnjal^I  aßcr  möglid&en  S3ariQtionen=mnpq. 

18.  a)  33ei  ben  biSl^erigen  Operationen,  au§  gegebenen  @Ie* 
mentenreil^en  bie  entfpre(](|enben  SSariationSformen  ju  bilben, 
bejianb  jebe  JReil^e  aus  Der j^iebcnen  Elementen.  Snbe^  tonnen 
bie  fraglid^en  9leil^en  mä)  auS  benjelben  Elementen  befleißen, 
alsbann  gej^t  baS  SBarüren  offenbar  in  ein  ßombiniren  ber 
Elemente  einer  biefer  SReil^en  mit  SHJieberl&oIungen,  ju  einer 
Klaffe,  beren  gjponent  ber  Slnjal^I  ber  SRei^en  Qk\6)  ift, 
unb  in  gleidöjeitigeS  ^ermutiren  ber  erl^altenen  ßombinationS* 
formen  über.  3n  biefem  Safle  ift  Sariiren  n\ä)H  anber§ 
als  combiniren  unb  bann  permutiren,  toeS^alb  bie  SSario* 
tionen  permutirte  6ombination§formen  mit  unb  ol&ne  SBie* 
berl^olung  genannt  loerben  fönnen.  9lun  toirb  bie  Slnjal&I 
ber  Variationen  Don  n  Elementen  gur  r*^"  ßlaffe  o^nc  2Bie* 
ber^olung  burd^  V(n)  unb  mit  SBieberl^oIung  burd^  "^¥(11) 

r  r 

bejeid^net. 

©oflen  nun  bie  Elemente  abc  mit  unb  ol^ne  SBieber^oIung 
jur  2.  Klaffe  öariirt  merben,  fo  benfe  man  fxä),  e§  feien 
bie  beiben  ibentif(](|en  3iei]&en  abc  unb  abc  gegeben.  Um 
bie  jtoeite  Klaffe  ber  SSariationen  biefer  ßlemente  mit  SBie* 
ber^iolung  ju  bilben,  berbinbe  man  jebes  glement  ber  erften 
aieil^e  mit  jebem  glemente  ber  jweiten  9leil&e,  tooburd^  fol* 
genbe  Komplesionen  entftel^en: 

aa    ab    ac 

bb    ba    bc 

cc  ca  cb 
hierin  lommen  afle  Kombinationen  ber  gegebenen  Kie- 
mente nebft  ben  ^ermutatienen  biefer  Kombinationen  Dor. 
3luf  biefe  SBeife  finb  auS  iebem  Kiemente  3  Komplexionen 
entflanben,  alfo  auS  3  Kiementen  3.3  =  3*;  bal^er  ift, 
meil  n  =  3,  r  =  2 

wv(3)  =  32. 
2 

18.  b)  ©oHen  aber  biefelben  Kiemente   jur  2.  Klaffe  o^ne 
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aBicber^oIung  Uoriirt  ttjctben,  j[o  benfe  man  P4  mön  ^abc 
bie  3  ibentifd^en  Steigen  abc  abc  abc.  3tun  berbinbe  man 
jebcs  ber  gegebenen  Elemente  mit  allen  übrigen,  nur  nid&t 
mit  [id^  felbfl;  baburd^  entfiel^en  fobann  3,2  =  6  fiSaria* 
tionen;  eS  jinb  folgenbe: 

ab,  ac,  ba,  bc,  ca,  cb 
aWit^in  ift:  V(3)  =  3.2  =  3! 

2 

"Tftan  lann  bie  Slnja^f  berfelben  aud^  aus  ben  Kombinationen 
bon  3  glementen  jur  2.  glaffe  herleiten.  68  iji  nämlid^  C(3) 

2 

3  2 
=  Y^o-  3ßbe  biefer  ßombinationSformen  befielet  au8  2  Sie» 

menten,  mel^e  1.2  =  21  mal  permutirt  »erben  fönnen; 
bo^er  ift  aud^: 

V(3)  =  C(3).2!  =  3! 

2  2 

18.  c)  Sofien  bie  3  Elemente  jur  3.  Klaffe  mit  SBieberl^oIung 
Dariirt  merben,  alfo  bie  3  ibentif(!^en  Weisen  abc,  abc,  abc, 
|o  erhalten  wir  folgenbe  Variationen: 
aaa    aab    aac    aba    abb    abc    aca    acb    acc 
baa    bab    bac    bba    bbb    bbc    bca    beb    bcc 
caa    cab    cac    cba    ebb    cbc    cca    ccb    ccc 
9(u§  jeber  gform  jur  2.  Klaffe  finb  alfo  3  formen  jur 
3.  Klaffe   entftanben,  alfo   au§  3.3  g^ormen   jur  2.  Kl. 
3.3.3  =  33  äur  3.  Kl.;  ba^er  ifl: 

wV(3)=3.'^V(3)  =  3« 

8  2 

18.  d)  ®iefelben  Kiemente  geben  folgenbe  Variationen  jur  3. 
Klaffe  ol^ne  SBieber^oIung: 

abc    bac    cab 
iipb    bcä     cbä 
S^re  «njo^I   iji  alfo  V(3)  =  3.2  =  3!  Seitet  man  i^re 

8 

Slnjal&I  aus  ben  Kombinationen  jur  3.  KI.  ab,  fo  erl^ält 
man  bie  Kombinationen :  C(3)  =  jVg  =  öt 

SÖeil  nun  iebe  biefer  Kom|)Ie|ionen  3  Klementc  entl^ält, 
meldte  einer  1.2.3  =  3!  fad^en  ^permutation  fällig  finb, 
fo  ift  audb: 

V(3)  =  C(3).3!  =  3! 

8  8 

18.  e)  9lu§  ben  4  iftei^en  abc,  abc,  abc,  abc  erl^ält  man  fol^^ 
genbe  Variationen  jur  4.  Klaffe  mit  SBieber^oIung : 
aaaa  aaab  aaac  aaba  aabb  aabc  aaca  aacb  aacc 
abaa  abab  abac  abba  abbb  abbc  abca  abcb  abcc 
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acaa  acab  acac  acba  acbb  acbc  acca  accb  accc 
baaa  baab  baac  baba  babb  babc  baca  bacb  bacc 
bbaa  bbab  bbac  bbba  bbbb  bbbc  bbca  bbcb  bbcc 
bcaa  bcab  bcac  bcba  bcbb  bebe  bcea  bceb  bccc 
.    eaaa  caab  caac  caba  cabb  eabe  eaea  caeb  eaee 
ebaa  ebab  cbac  ebba  cbbb   ebbe  cbea  ebcb  ebce 
eeaa  ecab  ccae   ceba  eebb  eebe  ccca  ceeb  cecc 
f)lcrau8  folgt,  bog  öu§  iebcr  ßotntJlejion  -'iur  3.  gfaffc,  3 
6oml)lesionen  jur  4.  6t.  cntftanben   finb;  böiger  auS  bcn 
3.3.3  Komplejioncn  jur  3.  61.  3.3.3.3=  3*  jur  4  61.; 
ntitBin  iji: 

wV(3)=3.^V(3)=3*. 

4  8 

3lu§  3  Slemcntcn  lönncn  Icinc  SBariationcn  o^ne  SBicbet«» 
l^olung  iut  4.  61.  gebilbet  tocrbcn. 
19.  a)  S)ie  4  glementc  geben  nun  folgenbe  SBariationen  jur  2. 
61.  mit  IßJieberl^oIung: 

aa  ba  ea  da 

ab  bb  cb  db 

ac  be  ec  de 

ad  bd  ed  dd 
9tuS  iebcm  SIemente  Rnb   ölfo  4  ffioriotionen  entftanben; 
baber  aeben  4  ßlemente  4.4=4»  gormen.    6S  ift  aljo: 

wv(4)=:42. 

19.  b)  5luS  ben  4  SIementen  entftel^en  folgenbe  SBariationen  jur 
2.  61.  ol^ne  Sßieber^olung: 

'  ab  ba  ea  da 
ae  be  eb  db 
ad  bd  ed  de 

9luS  jebem  glemente  finb  alfo  3  formen  entftonben,  olfo  ift: 
V(4)  =  4.3=12. 

2 

%\xii  ift:     V(4)=C(4).2!=i^x2!=4.3. 

3  2  ^i 

19.  e)  3)ie  SSariatlonen  pr  3.  61.  mit  SBieberl^oIung  finb: 
aaa  aab  aae  aad  aba  abb  abe  abd 
aea  aeb  aee  aed  ada  adb  ade  add 
baa  bab  bac  bad  bba  bbb  bbc  bbd 
bea  beb  bec  bed  bda  bdb  bde  bdd 
eaa  eab  eae  ead  eba  ebb  ebe  ebd 
eca  ecb  eee  ccd  cda  edb  cde  edd 
daa  dab  dae  dad  dba  dbb  dbc  dbd 
dea  deb  dce  ded  dda  ddb  dde  ddd 


Digitized  by  VjOOQIC 


-     101     - 

wV(4)=4.^V(4)=4. 42  =  43. 
2 

19.  d)  ©icSSariationen  jur  britten  ®Ioffc  ol^ncfflieber^olungltnb: 
abc  bac  cab  dab 
abd  bad  cad  dac 
acb  bca  cba  dba 
acd  bcd  cbd  dbc 
adb  bda  cda  dca 
ade  bdc  cdb  dcb 
3§re  «itiol^I  ift: 

V(4)=2.V(4)=2.3.4=4!  ober  anä) 
3  2 

V(4)  =  C(4).3!  =  ^'«4! 

3  8  ^J 

19.  e)  ®ic  aSotlattoncn  jut  2.  61.  bcr  Steige  abcde  mit  SBiebct* 
l&olung  pnb: 

aa  ba  ca  da  ea 

ab  bb  cb  db  eb 

ac  bc  cc  de  ec 

ad  bd  cd  dd  ed 

ae  be  ee  de  ee 
3§re  Slnja^I  i|l: 

wV(5)  =  5.^V(5)=5.5=52. 
2  1 

19.  f)  ®ic  SBoriationcn  bcrjdbcn  ©Icmcntentci^c  o^nc  SJBicbet* 
l^olung  [inb: 

ab  ac  ad  ae 
ba  bc  bd  be 
ea  cb  cd  ce 
da  db  de  de 
ea  eb  ec  ed 

3^te  Slnaa^I  ifl: 

V(5)=5.4  ober  aud^ 
2 

V(5)=C(5).2!=yx2!=5.4. 

2  2  ^i 

20.  S)ie  9lnjo]&l  ber  SBarlationen  a)  jur  2.  /?)  jur  3.  unb  y) 
jut  r*^«  glajfe  mit  SBieberl^oIung  au§  ngfementen  ju  be« 
ftimmen. 

®er  SSariationen  jur  1.  61.  finb  offenbar  ebenfoDtel,  oIS  ber 
Elemente,  olfo  n.  ©e^t  man  ber  SReil^e  nad^  jeber  gform 
ber  1.  61.  bie  n  Elemente  bor,  fo  »erben  auS  jeber  ber  n 
berfd^iebenen  Variationen  ber  1.  61.  n  neue  jur  2.  61. 
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?luf  bieje  SBcife  muffen  aI|o  n.n=n*  aSoriattonen  jur  2. 
ßl.  mit  SBicbctI&olung  entpel^en.    ©o^et  ift: 
a)  ^V(n)=n.^V(n)=n.n=n8. 

3  1 

^ietauiS  erl^ölt  man  bie  SSatiotionen  }ur  3.  61.  tDenn  man 
jcber  SBariationÄform  jut  2.  KI.  bic  n  glementc  bcr  atei^e 
na(i(l  öorfe^t.  S)übur(|  entfielen  bann  ans  jeber  gorm  n 
neue;  folglid^  ijl  bic  Slnjal^l  ber  SSariationen  jur  3.  KI. 
mit  SBicbcrl^olung  ober 

ß)  ^V(n)  =  n.^V(n)=n.n2=n8. 

8  2 

SScrbinbct  man  micber  iebe  bicjcr  SSotiationen  mit  jcbem  bcr 
gegebenen  glemente,  fo  erholt  man  bie  Sariationen  für  bie 
4.  61.  unb  itoax  aus  jeber  n  neue.  ®a^er  mufe  bie  Slnja^I 
berfel6en  n*,  für  bie  fünfte  61.  n^  für  bie  fettste  61.  n« 
jein,  alfo  äberl6aui)t  für  bie  r*«  6(.  n'  fein;  bal^er  ift: 
y)  ^V(n)=n.^V(n)=n.n'-i  =  n'. 

r  r— 1 

21.  S)ieje  Slufgabe  berfangt  bie  Slnjal^l  ber  SSariationen  ol^ne 
SBieber^oIung  au§  n  SIementen  ju  befiimmen. 

9la(]^  §.  455.    Plummer  8.  a)  ift: 

_ D(n  -  l)(n~  2)(n -  3) .  ..(n-r+1 
r^^~  1.2.3.4....r 

9lun  entl^ält  jebe  biefer  6ombinationSformen  r  ßlemente, 
meldte  1.2.3...r=P(r)maI  })ermutirt   »erben  lönnen; 
folglid^  ijt: 
V(n)=C(n).P(r)=n(n-l)(n  — 2)(ii~3)...(n-r+l). 

r  r 

gür  n  Slemente  ift  bie  nte  6Iaffe  aud^  bie  l^öd^pe  für  bie 
Variationen  o^ne  SBieber^olung ;  il^re  Slnjal^I  ift,  menn 
n=r  ift: 

V(r)=n(n-.l)(n— 2)(n— 3)(n~4) ...  1. 

22.  S)ie  25  Sud&fiaben  beS  ?Ht)l^abetS  geben  25  Unionen,  25« 
?lmben,  25*  Semen.  9lun  mirb  au5  Jeber  Seme  burd^ 
i^re  aSerbinbung  mit  einem  Sud^ftaben  eine  Ouateme,  mit== 
]&in  entfte^en  au§  jebem  S3u#a6en  25*  Ouatemen;  bal^er 
gelten  ben  mit  c  beglnnenben  Ouatemen  2.25*  anbere 
boran.  S)em  Su(i^ftaben  m  gelten  11  Sud^ftaben  boran, 
loeld^e  11.25*  9lmben  geben;  mitl^in  gelten  ben  mit  cm 
anfangenben  Sformen  2. 25*+ 11. 25«  gormen  boran.  S)en 
gormen,  bie  mit  d  anfangen,  gelten  3.25  öoran,  folglid^ 
gelten  ben  mit  cmd  beginnenben gformen  2.25*+ 11.25*+ 
3.25  gormen  boran.  3n  ber  Orbnung  d  gibt  eö  25  Slm» 
ben,  toobon  dx  bie  23fie  ift;  folglid^  ift: 

a)  cmdx  bie  2.25*+11.25«+3.25+23=38223fte  gorm. 
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S)ie  25  93u#a6cn  gcBcn  24.23.22,  ajariationcn  jut 

brittcn  Slaffc;  bcm  c  flc|cn  alfo  2.(24.23.22),  bem  33ud^* 

fiabcn  m  10.(23.22),  bcm  d  2.22  unb  bcm  x  20  gormcn 

boran;  alfo  ift 

ß)  cmdx  bic  2.(2423.22) + 10.(23.22) + 2.22 + 20=29412tc  gotm. 

&omf>iaaüonm  tmb  äSatiatii^ttett  jtt  fteftimmten  Sttmittett. 

§»  457.  Unter  ®ombinircn  ju  bcfiimmtcn  ©ummen  bctpc^t 
man  baS  aSctfa^ten,  in  meldöcm  bic  S^ifl^t  (1/  2;  3  . .  n) 
bcr  Elemente  abbirt  eine  bcjiimmte  ©ummc  flcbcn.  ^icbci 
fann  bic  ©ombination^flaffc  ober  bic  3lnjal&l  bcr  Steile, 
moraus  bic  @umme  beftcl^en  foQ,  angegeben  fein  ober  nid^t. 
3ft  le^tercS  bcr  gaU,  \o  fc^c  man  bic  3ö^I  olä  Union  l&in. 
hierauf  bcrminberc  man  bic  S^^^  ^^  ^  unb  mad^e  1  }um 
erfien  unb  bic  um  1  berminberte  3^161  jum  jtociten  ®Ic» 
ment;  bann  öerminberc  man  bic  S^¥  «»^  2,  3,  4..  fo 
lange,  bi§  baS  jmeite  Clement  entmeber  bem  erfien  glcid^ 
ober  l^öd&pcnS  um  1  gröger  ijl,  aU  baS  erftc.  9luf  biefc 
SßJcife  erhält  man  bic  Kombinationen  jur  2.  glajfe.  9lun 
leitet  man  bic  britte  Klaffe  auS  bcr  jtociten  ab,  inbem  man 
in  ieber  6omt)Ie3cion  ba§  jttjcitc  ©lieb  in  jtoei  Streite  jer» 
legt,  f 0  bafe  ber  erfte  SEl^cil  bem  crjten  ©liebe  gleid^  ift  unb 
]^ierau§  neue  ©omple^cionen  ableitet,  bafe  man  ben  crjtcn 
Sl&eil  biefer  beiben  Steile  um  1  öcrmel^rt  unb  ben  jtoeiten 
um  1  Dcrminbert  unb  biefc  Operation  fo  lange  fortfcjt, 
bis  bcr  jiocitc  bem  erften  glcid^  ober  l^öiä^ficnS  um  1  gröger 
ift.  9lu§  ben  Kombinationen  ber  brittcn  Klaffe  crl^ält  man 
auf  äl&nlidpe  SBcife  bic  ber  vierten,  loenn  man  baSfclbc  SScr* 
fal^rcn  mit  bcm  legten  ©liebe  in  Sejug  auf  baS  oorlcfetc 
cinfd&lägt.  3ebc  fotgenbc  Klaffe  tt)irb  mäj  bcnfelben  m^ 
fe^en  aus  ber  junäd^jt  borl^crgel^cnben  abgeleitet.  S)arauS 
craibt  fid^  aud^  iuglei(^,  ba^  lebc  Kompleiion  gut  georbnet 
crpeinen  mufe,  unb  bic  le|tc  Klaffe  eine  cinjige  nur  aus 
Kinl^eiten  bcjlel^enbe  Komplcjion  ift.  255ir  toollen  boS  Scr« 
fal^rcn  an  folgenöcm  33eifpielc  jcigen.  Ks  feien  bic  Kom» 
binationsformen  jur  Summe  8  ju  bilbcn. 

I.  Klaffe  ^at  1  Komplcj.,  näml.  8 

IL      .      .    4        „  „     17,  26,  35,  44 

III.  „       „    5        „  „    116,  125,  134,  224,  233 

IV.  „       „     5        „  „     1115,1124,1133,1223,2222 

V.  „      „     3        „  „     11114,  11123,  11222 
VI.      „      „    2        „  „     111113,  111122 

VIL      „      „     1        „  „     1111112 

Vm.      „      „     1        „  ,,     11111111 
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23. 


©oö  aber  eine  bcjiimmtc  ßlaffc  ber  Kombinationen  au^cr 
ber  Drbnung  gebilbet  merben,  fo  füflc  man  afle  ©teflen 
ber  erften  ßompiejion  burcid  feiner  au§  bis  auf  bie  lej^te, 
mlä)t  burd^  ba§  nod&  fel^Ienbe  jur  erforberlid^en  Summe 
ergänit  wirb,  hierauf  Dergrögere  man  bie  borle^te  ©teöe 
um  1,  um  mel(j^e  man  bie  Ie|te  ©tefle  berminbert  unb  fäl^rt 
l^iemit  jo  longe  fort,  bis  bie  borle^te  entmeber  glei4>  ber 
leisten  ober  um  1  Meiner  ift.  3e§t  gel^t  man  jur  nä^ften 
©teHe  KnIS,  toeld^e  um  1  Heiner  ift,  als  bie  le^te  ©teile 
unb  matj^e  fie  um  1  größer,  füllt  bie  übrigen  ©teflen  red^ts 
burdi  biefelbe  Qaf)l  aus  bis  auf  bie  le^te  ©teDe,  bie  burd^ 
ben  nad^folgenben  Weft  ausgefüllt  toirb.  ®aS|eIbe  SBerfal&ren 
wirb  folange  it)ieberI)olt  angemenbet,  bis  man  eine  6om« 
pUiion  erl&ält,  bei  m\ä)tx  baSfelbe  ni(i&t  mel^r  amoenbbar 
ift  unb  bieje  ift  benn  bie  le^te  ber  Klaffe.  6s  fei  bie  feigste 
Kombinat! onSfloffe  jur  ©umme  12  ju  bilben.  2Bir  l^aben 
aisbann : 

111117 

111126 

111135 

111144 

111225 

111234 

111333 

112224 

112233 

122223 

222222 
a)  ©inb  nun  bie  3^*9^^  1/  2,  3,  4,  5,  fo  finb  bie  Korn* 
binationSformen 


a} 

ber  2. 

eroffe 

jur  ©umme  2  =  11 

b) 

w 

II 

II 

II         II 

3  =  12 

c) 

if 

II 

II 

II         II 

4  =  13  22 

d) 

it 

II 

II 

II         II 

5  =  14  23 

e) 

n 

II 

II 

II         II 

6  =  15  24  33 

/»)a) 

it 

3. 

II 

If                      h 

2  =  0 

b) 

1/ 

II 

II 

II                      II 

3  =  111 

c) 

tf 

II 

II 

II                      II 

4  =  112 

d) 

tt 

fl 

II 

II                      II 

5  =  113  122 

e) 

// 

II 

II 

II                      II 

6  =  114  123  222 

y)a) 

w 

4. 

II 

II             n 

2  =  feine 

b) 

» 

.// 

ti 

II              fl 

3  =  feine 

c 

II 

// 

II 

II              II 

4  =  1111 

d) 

II 

n 

II 

II              II 

5  =  1112 

e) 

II 

II 

V 

II              II 

6  =  1113  1122 
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„         ,;      2  unb  4  leine 
.      5  =  11111 
.      6=11112 

24.  a)  9Kan  erhält  bie  SSariationen  5U  beftimmten  Summen, 
tocnn  man  bie  Kombinationen  bilbet  unb  biefelben  permu» 
titt.  ©inb  bie  3^ ^9^^  1/  2,  3,  4,  5  fo  finb  bie  Kombinaiion§= 
formen: 

a)  a)  ber  2.  Klaffe  jut  Summe  2  =  11 

b)  ,     „       ,      „  .      3  =  12  21 

c)  „     „      II      II         .      4=13  22  31 

d)  ....  .      5  =  14233241 

e)  .     .      .       .  .      6  =  15  24  33  42  51 
/?)a)  „     „      .      .         .      2  =  leine 

b)  .     .       .       .  .      3  =  111 

c)  „     „      „       „  „      4  =  112  121211 

d)  „     „       „      „  „      5=113  122  131 

212  221 
311 

e)  „     „      „       „  „      6  =  114  123  132  141 

213  222  231 
312  321 

411 
y)  a)    „    4.      „      „         „2  unb  3  feine  gotmen 

Cj        .        .  ;/  n  II  ^  ^^^  1111 

d)  ,     .       ,      „  „      5=1112  112112112111 

e)  .    .       .      .         .      6=1113112211311212 

1221 1311  2112 

2121  2211 

3111 

25.  Um  bie  SSariationen  jur  2.  gloffe  jur  ©umme  n,  loobei 
S  =  n  ift,  }U  bilben,  ierlege  man  bie  '^a^  n  mii  ein* 
anber  in  bie  beiben  SE^eile  1 +(n— 1),  a+  (n— 2),  3+ (n— 3)... 
bis  ju  (n--l)+l,  meld^eS  bie  n*^  ober  le^te  ber  a\x^  n  ge« 
bilbeten  6ombIe|ionen  ift.  S)ie  Slngal^I  berfelben  ift  alfo 
n— 1.  ®a  fid^  bie  3luß  ebenfalls  in  ber  (Slementenreil^e 
0,  1,  2,  3  . .  n  finbet,  jo  toerben  l^iebur(i&  no(^  bie  beiben 
ßomplejionen  0+n  unb  n+0  erjeugt;  foIgIi(3^  ift  bie  9ln« 
jal^l  ber  Variationen  au§  ben  ©lementen  0,  1,  2 . .  n  jur 
2.  eiajfe 

(n-l)  +  2  =  n  +  l. 
gi^re  ©arfteHung  ip: 
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0+n 

l+fn-l) 
2+(n— 2) 
3+(n-3) 


(n-l)+l 
n+O 

26.  a)  3n  bet  öotigen  Slummer  fanben  toir  bie  Slnjal^l  ber 
SSoriotionen  ber  3o§^«n  0,  1,  2,  3 ...  n  jur  ©umrne  n  jur 
2.  Stoffe,  nämli#  n+1.  ^ierouS  erholten,  mir  junäc^fl 
ebenfo  öiele  SSariotionäformen  jur  britten  ßfoffe,  inbem  toir 
biefen  ßompiejionen  eine  3l\xü.  oorfejsen.  Soffen  wir  je^t 
bie  (n  —  1),  (n  —  2),  (n  —  3) . . .  n  —  (n  —  1)  formen  be« 
}ügUd^  mit  1,  2,  3 ...  n  onfongen,  fo  erl^oUen  mir  folgenbe 
ßompiejionen: 


0+0+n 
0+l+(n-l) 
0+2+(n-2) 
0+3+(n-3) 


0+n+O 


l+0+(n-l) 
l+l+(n-2) 
l+2+(n— 3) 


l+(n-l)+0 


2+0+(n-2) 
2+l+(n-3) 


2+(n— 2)+0 


3+0+(n— 3) 


3+(n— 3)+0 
u.  f.  to. 


Stuf  biefe  SBeife  entfielen  (n+l)+(n)+(n— l)+(n— 2)+.. 
+2+1  SoriotionSformen  jur  britten  Stoffe.  @S  fragt  fj(| 
nun,  wie  grofe  bie  ©umme  biefer  ^formen  ift.  SBir  !önnen 
btefetbe  auf  ^toeifod^e  Sßeife  beftimmen  unb  jtoor  iß  mit 
S3eaug  ouf  §.  455.  8.  /Ja). 

_(n+l)(n+2)_/n+l) 


-\ 


1.2  \    2    ) 


9lad^  §.  405.  3.  finben  toir  ebenfalls  bie  ©umme  biefer 
formen,  inbem  toir  bie  ©umme  beS  erjien  unb  legten  ®(iebe§ 
mit  ber  l^olben  Slnial^I  ber  ©Heber  multipliciren.  J)oS  erjie 
©lieb  ift  n+1,  baS  lej^te  1;  i^re  ©umme  (n+l)+l=n+2, 
Salier  ijl  toieber: 

(n+l)(n+2)_/D  +  l\ 
1.2        -~\    2    ) 

26.  ß)  Silben  toir  je|t  bie  SßariationSformen  jur  4.  ©laffe  aus 
benen  jur  3.  ßlaffe,  fo  l&at  man: 


S=n" 


V(3)=V2(n+l)(n+2): 
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W/iS 


0+0+0+n 
0+0+H-(n— 1) 
0+0+2+(n— 2) 


0+0+n+O 

0+l+0+(n-l) 

0+l+l+(n-2) 


0+l+(n-l)+0 
0+2+0+(n— 2) 
0+2  +  H-(n— 3) 


0+2+(n— 2)+0 
0+3+0+(n— 3) 
0+3  +  l+(n-4) 


0+3+(n— 3)+0 
0+4+0+(n— 4) 


0+5+0+(n-5) 
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H-0+0+(n-l) 
H-0+H-(n-2) 


l+0+(n— 1)+0 
l+l+0+(n-2) 
H-l+l+(n-3) 


l+l+(n-2)+0 
H-2+0+(n-3) 
H-2+H-(n-4) 


l+3+0+(n— 4) 
l+3+l+(n— 5) 
l+3+(n~4)+0 


H-(n-l)+0+0 


2+0+0+(n— 2) 
2+0+l+(n— 3) 


2+0+(n— 2)+0 
2+l+0+(n— 3) 
2'+l+(n— 3)+0 


2+2+0+(n— 4) 
2+2+(n— 4)+0 
2+3+0+(n-5) 

2+(n— 2)+0+0 
«.  f.  tt. 


0+n+O+O 

S)ie  ©umme  aßet  Sormeit,  benen  3iull  borongel^t,  beträgt 

(n+l)(n+2J^  ^^  ^^^^^  g^j^^^^  ^„j^jjj  ^J^_  bie 

btitte  2^^,  bie  blette  (°-lXn-2)^^  ^.^  j^^^  ^^^ 
Wo3  bie  eine  gorm  n;  bolzet  iji  naÜi  §.  455.  8.  /Sj: 

_  (n+l)(nH-2)(D+3)  _  /n  +  3\ 
~  1.2.3  ~\    S    ) 

®o  baS  ©efcb  bet  SBilbung  füt  alle  aSariotionSftojTen  baS« 

^elbe  ift,  \o  iji 

,«.,,.„V(5,  =  (-->("t>(-y(»).....(|) 

_  (n+lXn+2)(n+8)(n+4)_/n  +  4\      . 
~  1.2.3.4  — \    4    /  «"" 
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/r  — 2\     /n+r-~l\ 


27. 


SQßcnn  n^  ©(cmcnte,  unb  jtoar  in  n  ^otiiontalrci^cn  (Seifen) 
Uttb  n  SSertifalrci^cn  (ßolonncn)  georbnct,  gegeben  [inb,  j.  S. 

ai  bi  Ci  dl  .  .  .  .  ni 

as  b2  C2  d3  .  .  .  .  112 

ad  bd  Cs  da  .  .  .  .  ns 

a4  b4  C4  d«  *  .  .  .  114 


bn    Cn  dn 


.    .    .    Dn 


\o  üerjlel^t  mon  unter  ©eterminante*)  biefeö  ©^[tem§ 
ba§  Slggregat  öon  ^robuöen  bon  je  n  fold^en  glementen, 
bie  aus  fämmtli(]^  betjc^iebenen  Kolonnen  ober  Seilen  ge= 
uommen  toerben.  ®a§  2lnfang§glieb  ober  ^aupt^lieb  ber 
Determinante  ift  baS  ^robuft  ber  ©lemente  5er  ©iagonal« 
reil^e  aib^Csd*  .  .  .  iin.  2luS  biefem  loerben  bie  anbern 
^robufte  baburdö  abgeleitet,  baß  man  bie  3nbiceö  1,  2,  3 .  * . 
n  t)ermutirt  unb  itoar  ftub  biejenigen  ^robufte  ipofitit), 
beren  QnbiceS  enttoeber  feine  ober  eine  grabe  Slnjal^l  bon 
3nt)erfionen  entl^alten,  unb  biejenigen  negatib,  toenn  bie 
Slnja^I  ber  Suberfionen  ungrabe  ift. 

I.  6§  gibt  2)eterminanten  bom  itoeiten,  britten,  bierten 
. . .  n*^»  (grabe,  je  mäfhtm  biejelbe  bejüglid^  aus  4,  9,  16 
. . .  n^  Elemente  befielet.  Sine  Determinante  itoeiten  ©rabeS 
l^at  bie  Sf^rm: 

ai  bi  I 

as  bs  I 

®a  iu  jebem  ^robufte  jebe  Sleil^e  nur  ein  Clement  f)tx^ 
geben  barf,  \o  i[t  n\iä)Ü\ä),  baß  eine  Determinante  jtoeiten 
®rabe§  nur  2  berfd^iebene  ^robufte  entl^alten  fann.  Das 
§aupt})robu!t  ift  baS  ber  Diagonale,  bie  man  ^iä)  immer 
bom  erften  bis  jum  legten  ©liebe  gejogen  benft;  eS  ift  alfo 
l^ier  aib2  unb  ijt  t)ofitib ;  baS  ätoeite   ^robuft  ijt   a2bi 


*)  ?lu6er  ben  im  ^anbfcud^e  öenannien  <gd^riftcn  über  btc  Seigre  ber 
Determinanten  ift  aud^  nod^  befonber§  empfel^IenStoert^ :  „Einleitung  in  bie 
Seigre  t)on  ben  Determinanten  unb  i^re  ^nioenbung  auf  bem  Gebiete  ber 
nieberen  aRatJematil  i)on  Dr.  3.  Diehnann.  Effen  1876,  fo  wie:  „Die 
Determinanten  t)on  Dr.  1S)blp.  S^oeite  %ufi.,  bearbeitet  t)on@oIban.  Darm« 
jtabt  1877.- 
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unb  iji  negotit),  tocil  bie  ©otnpiejton  ber  SnbiceS  21  ju 
ben  ungera&en  Snberfioncn  it^xt    ^mmä)  iji: 


SQßeil  anä) 


ai  bi 
a2  b2 

ai  as 
bi  b2 


=  aib2  — aabi. 


=  aib2-— J 


fo  tDtrb  bic  2)etettninantc  ntci^t  geänbett,  toenn  btc  ^O'* 

tijontalrci^e  ju    einet  SScrtifdrei^e    unb    umgefe^rt    ge»* 
mad^t  totrb. 

SBeil  aber  jotDol^l 


a($  au(]^ 


bi  ai 

b2  a2 

a2  b2 

ai  bi 


=  — a2bi+aib2  =  •—  (a2bi  —  aib2) 
=  —  a2bi + aib2  =  —  (agbi  —  aib2), 


^0  finbet  ein  3^^^^"^^^^^  '^^^  Determinante  ftatl,  toenn 

2  ©olonnen  ober  2  Qe\Un  mit  einanber  öertaujd&t  toerben. 

IL    6ine  ©eterminante  Dom  britten  ®rabe  l^at  bie  Sfotm: 

ai  bi  Ci 

a2  b2  C2 

as  bs  Cs 
2)ie  ^robuJte  betreiben  beftel^en  oljo  au§  3  Elementen,  luoju 
jebe  Kolonne  ober  !^txk  nur  ein  einjige§  l^ergibt.  2)a§ 
C)aupt})robuft  liegt  |ier,  loie  in  jeber  Determinante  in  ber 
Diagonale  üon  oben  linfS  na^  unten  red&ts,  alfo  ^ier  bott 
ai  na(3^  Cs  unb  I)ei$t  aib2C8.  2:titt  nun  l^ier  ai  an  bic 
©})i^e  ber  ^robufte,  fo  [inb  fefbftberjtänbli^  alle  ßlemente 
mit  bem  Snbej^  1  unb  bie  Elemente  a2  unb  as  auSgefd&Ioffen, 
jur  33ilbung  ber  fraglichen  ^robufte  bleiben  alfo  nur  bie 
Elemente 

b2    C2 


bg  Cs 


=  b2C8-— b3C2. 


übrig,  alfo  eine  Determinante  jtoeiten  ©rabeö.  Demnad^  iji 
ein  Drittel  ber  Determinante 

b2   C2 


ai 


bs  Cs 


^  ai  baCs — ai  b8C2. 


Soffen  tt)ir  nun  a2  an  bie  @})ifee  treten,  fo  fommen  bie 
Elemente  ai  as  b2  C2  nid&t  jur  Sertoenbung  unb  e§  bleiben 
nur  nod^  bie  Elemente  bi  Ci  bs  Cs,  fo  bafe  alfo  ba§  ätoeite 
Drittel  ber  Determinante  l^ei^t: 

bi  Ol 
bg  Cs 


a2 
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SQBell  aber  l^iet  bte  ®onH)Iejion  asbiC»  eine  Snbetfion  ent* 
mt,  al\o  negotit)  Ift,  fo  l^oben  tolr: 


-aJ,b^^H  =  - 


-aa 


bs  Ca 


•a^biCa+aabsCi. 


Stritt  tnUxäi  as  an  bie  ©})i|e  bet  ^robufte,  \o  jtnb  bie 
Elemente  ai  ag  bs  Cs  aitSgef^Ioffen  unb  tt)it  etl^olten  a(§ 
Icfeteö  ®rtttel  ber  ©eterminante 


-s 

1  Ci 

2  C2 

==a8b 

iCa  — asbjCi. 

S)cmna(]^  ift  olfo: 

ai  bi  Ci 
a«b2C2 
asbsCs 

=  ai 

b2  C2 

bsCs 

—  a» 

bi  Ci 
bs  Cs 

+  as 

bi  Ci 

b2C2 

ai(b2Cs — b8C2)+a2(b8Ci  — biCs) + a8(biC2 — baCi). 
Snbeffen  tann  bie  ^luSred^nung  einer  ©etermlnante  Dorn 
btitten  ©rabe  anä)  auf  folgenbe  SBeife  rajd&  unb  p^er 
bctoerflieniöt  »erben.  2Kan  fi^^reibe  nämli(]^  xeä)i^  neben 
bie  S)eterminante  bie  jlDei  crften  Kolonnen  no^  einmal,  fo 
finb  aUe  ^j[5robufte  ijoruib,  beren  glemente  auf  ben  diagonalen 
liegen,  bie  mit  ber  diagonale  beS  ^auJjtprobufteS  })arallel 
laufen  unb  biejenigen  negatiö,  toeld^e  mit  ber  jiociten  S)ia» 
gonale  t)Ott  oben  red&t§  mä)  unten  Iinf§  ber  Determinante 
parallel  laufen.  Älfo 


__  /  aibaCs-l-biCaas+Cia^bs  —  Cib2Cs  —  aiC2b3  —  bia2Cs 

\  ai(b2Cs  —  b3C2)+a2(b8Ci  —  biCa)+as(biC2  —  bgCi). 

afle(3^nen  wir  nad^  beiben  SSerfa^rung§arten  bie  folgenbe 

©eterminante  au§,  fo  erhalten  toir: 

ahg 

...  ...        ^ 


(1) 


=  a 


bf 
f  c 


hg 
f  c 


hbf 

gf  c 

j  abc  —  af«  —  ch«+gfh+gfh  —  bg«  ober 

(  abc  —  af«  —  ch« +2gfh  —  bg«. 


(2) 


ah 
hb 
gf  c 


ah 


h  h-  Jabc+hfg+ghf-  gbg  -  aff-hhc 
g  f  ~  }abc+2fgh  -  bg2  —  aP  -  ch«. 

28.  ®ieje  Slufgabe  l^at  bereits  i^re  gricbigung  gefunben  in 
ber  fünften  3luflage  be§  jloeUett  9anbe§  biefeS  SBerleö 
@.  175—178. 
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(§eiS  §.  90.) 

§.  458.  3)a§  SBort  Eva  i)ai  3  Elemente,  toeld&c  no^  §.  449 
..1.2.3  =  3!  =  6  ^ermutationen  geben,  nämlid^ : 

Eva  Eav  Vea  Vae  Aev  Ave. 
Unter  biejen  6  ^ßcrmutationen  geben  bie  etfte,  bierte  unb 
le^te  einen  ©inn.    Eva  ift  ber  betannte  gigenname;  Vae 
i[t  ein  lat.  9lu§rufung§toort  unfcr  ,,9Be^eI  ^6)V*  «nb  bie 
Icjfte  ein  lot.  ^mperotif,  toel^e  ,,@ei  gegrüßt"  bebeutet. 
®a§  SQBort Roma  gibt  1.2.3.4=^41  =  24  ^ermutationen. 


e§  finb  folgenbe: 

ioma,    ßoam, 

Bmoa, 

Bmao, 

Baom, 

Bamo 

Orma,    Oram, 

Omra, 

Omar, 

Oarm, 

Oamr 

Mroa,     Mrao, 

Mora, 

Moar, 

Maro, 

Maor 

Arom,    Armo, 

Aorm, 

Aomr, 

Amro, 

Amor. 

golgenbe  geben  einen  ©inn :  Borna  lat  ift  ber  Slame  ber 
©tabt  3tom.  Ramo  lot.  ift  ©otio  ober  3lbIotib  Don  ramus 
ber  3lfi.  Oram  lot.  ift  Slccufatiö  bon  ora  bie  ßüjie  unb 
2)  ba§  %an,  ©(i^ipfeil.  Omar  ber  klonte  eine§  berül^mten 
ßalifen.  1)  Mora  lat.  bie  ^U^tia^l  bon  morum  bie  Brom- 
beere; 2)  mora  lat.  eine  5Rärrin  unb  3)  mora  eine  SRol^rin. 
Maro  5Ranie  be§  lat.  3)i(]^ter§  Vergilius  Maro.  Arom  unfer 
beutfc^eS  SBort  „Strom",  fo  biel  aU  ®uft.  1)  Armo  lat. 
iäi  betoaffne  unb  2)  armo  ®atib  bon  armus  ba§  ©d&ulter« 
blatt.  1)  Amor  lat.  ber  5Rame  eines  ®otte§;  2)  amor  lat. 
bie  Siebe  unb  3)  amor  baS  *$affibum  Don  amo  iä)  liebe. 
Unter  ben  übrigen  ^ermutationen  gibt  e§  noä)  mel^rere, 
totl^t  in  ber  ]^ebräif(3^en,  f^rifd^en  unb  ungarifd&en  ©prad^e 
borfommen  unb  bal&^r  ebenfalls  einen  ©inn  geben. 

2.  S)er  SSerö  ^at  8  SBörter,  bie  fi(|  8!  =  40320 mal  t)ermu=: 
tiren  Iaf[en. 

3.  @|)eifien  bie  ^erfonen  nur  einmal  tägtt(3^  jufammen,  fo 
fönnten  fie  iljr  SSorl^aben  in  10 !  Xagen  ausführen ;  ba  bieS 

aber  täglid^  2  mal  gefd&el^en  foK,  f o  [\vi>  eS  nur  -^  = 

— ö —  =  1814400  2:age.  2)iefe  ma$en  naä)  ber  genauen 

3eitred^nung,  toenn  toir  4  Saläre  ju  4.365+1  =  1461 
Sagen  reij&nett,  4967  Sa^re  unb  203  Jage- 

4.  3t(iä)  §.  454  Slummer  11  gelten 
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569:  (5!  =  120)  =  4  Drbuungen  ^n  öor  n  lipao 
480 

89  :(4!=   24)  =  3 
72 

„             „      „     a  lipo 

17:  (3!=     6)  =  2 
12 

»      .,      P  lio 

5   :(2!=     2)  =  2 
4 

«             ,t     II         0  li 

1    :(!!=     1)  =  1  „  „      ,  li 

folglit^  ift  Napoli  bic  (480  +72  +  12+4  +  1)  =  569[tc 
^crntutatiou. 
5.  a)  2)cr  cr[te  S3cr§  befielet  au§  66  Su(]^jiabett,  unter  bcncn 
ober  meistere  q,U\ä)e  öorfomnien,  nämüd^  6a,  6s,  2p,  7i, 
2c,  12e,  6n,  6ra,  6r,  2g,  3o  unb  8t;  ba^cr  geben  bie 
S3u#Q6en  beSfelben  naä)  §.  452: 

66! ^  . 

6!  6!  2!  7!  2!  12!  6!  6!  6!  2!  3!  8!  4^^^^""^^"ö"^*^- 

5.  ß)  S)er  itoeite  SSerS  entl^ölt  25  SSud^ftoben,  worunter  aber 
2s,  4a,  4t,  4o,  4r,  4e  unb  2p  finb;  alfo  gcftatten  bic 
Sud^jioben  beffelben: 

251 
2!  4!  4!  4!  4!  4!^  ^Permutationen, 

6.  cc)  ^niti:  ceiiinosssttuv.   ©egebene  ^orm :  uttensiosicvis. 

5Ra(5  §.  454  9iumnier  12  l^aben  mir  l^ier: 
S)er  Orbnung  u  finb  bie  Orbnungen  c,  e,  i,  n,  o,  s,  t  t)or« 
hergegangen.    6§  ftanb  c  an  ber  Sp\pt  uon  6omt)Iejio= 
nen  au§  13  glementen,  ttjoöon  brei  glei(3^e  (iii)  einer  9lrt, 
3  einer  anbern  2lrt  (sss)   unb  2  einer  britten  3lrt  (tt) 

13» 
waren,  toeSl^alb  bie  Orbnung  c  aljo  o|  o/o?  ßoniplejio« 

nen  entl^ält.  ^iemit  ftimmen  bie  Orbnungen  e,  n,  o  über- 
ein,  jo  ba^  bal^er  bie  3tnja^I  ber  ßomplexionen  biefer  4 

13! 

Orbnungen  4»         *       ift.    ©teC)t  i    an  ber  ©})iöe,   jö 

folgen  13  Elemente,  unter  benen  fic!^  2  gki(ä^e  (11)  einer 
9lrt,  3  einer  anbern  9lrt  (sss)  unb  2  einer  britten  3lrt  (tt) 
fi(3^  befinben.  2)a§felbe  ift  ber  gall,  toenn  s  an  ber  ©})i§e 
ftel^t.  Sie  Qa^  ber  gomple^ionen  biejer  beiben  Orbnungen 

IQ? 

iji  alfo  ä-öT-gTo,-  3n  ^^t  Orbnung  t  folgen  13  glemente, 

unter  benen  3  gleid^e  (iii)  einer  ^trt  unb  3  ^Uxäft  (sss)  einer 
anbern  9lrt  borfommeu;  unb  bie  Slnja^I  il^rer  ßomplejionen 
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if}  al\o 


131 


u.  f.  to.    ©d^ßegt  man  auf  bief«  Sßeife 


3!  3! 

weiter  fort,  fo  erl^alten  »ir  f olgenbeS  Q^tma : 
8oi  £>T)mntt0  0e§tn  (et 

„    ,      13!     .«     13!     .   13! 
wceiunosssttv  4 


^  ceüinossstv  4 


3!  31  21 
121 


3!3!2! 


,-7+2 


t  ceiunosssv  4.  stöi  +  2 . 


2!3!  21^313! 

12! 
2!3!2!  •  *  •  •'' 
11! 


e  ciuDosssv . 


n  cuiosssv. 


•3!3! 
10! 

■3!  3! 
9!    . 


2!  3! 


91 


*3!3!^2!  3! 
gl        gl 

«cüi088y2.^+2T3! 

7! 


%  CllOSSY 


0  C118SV 


s  aisv 


3!  2! 
6! 


6! 


»  CI8V 


2!  2! 

4! 

2!  • 

e  isv  0.3  . 

V  is  2.21. 

»  s  0.1!. 

s  0!  .  . 


2!  2!  ■•'2! 
5!      5! 


2! 


Sotmtn 

345945600 

518918400 

172972800 

26611200 

39916800 

4435200 
6652800 

100800 

10080 

30240 

2240 

3360 

420 

180 

360 

30 

60 

12 

0 
4 
0 
0 


3m  ©anjen  ge^en  oI|o  bor^er  1115600586 

gformen;  fol9tt(i&  tft  ut  tensio  sie  vis  bie  1115600587fte 
^ermutation. 
6.  ß)  2>a3  Snagramm  entpit  14  $ud^|la6en,  morunter  2a, 
2o  unb  2u  borfommen;  alfo  !Onnen  barauS 

^|^j=3.5. 6.7. 8.9. 10. 11. 12. 13. 14=10897286400 

^ermutationen  gebilbet  werben. 
6.  y)  5)er  SßerS  enthält  35  S3u(]öJloben,  worunter  3t,  2i,  6a, 
3e,  4u,  4r,  4m  finb;  beSl^atb  ifl  bie  ^njal^t  ber  ^ermu- 
tationen 

35! 


3!  2!  6!  3!  4!  4!  4! 


Wttlonki  Unlliftmiieii  m. 


8 
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7.  S)te  iegn  3o5feet(äien  0,  1,  2,  3,  4,  5,  «,  7,  8,  9  lönnen 
10!  =  36ä8800mQl  petmutift  werben.  ©oH  aber  bie  «nja^I 
ber  flonjcn  gö^Ien,  bie  mit  biefen  10  3ö^licitä&en  ßefd^rieben 
toerben  tonnen,  onjegcbcn  toerben,  fo  muffen  bie  ©ompiejio» 
tten  berfelben,  an  beten  ©pifee  0  fielet  unb  beren  ^njal^I 
9!=362880  ifi,  t)on  10!  abgi^ogen  tocrben.  6ö  fönnen 
btt^et  burd^  ben  gleid^jeltigen  ©ebroud^  ber  jel^n  Qa^litiäjen 
Mos  10!— 9!  =  3265920  ber^iebene  gange  Sal^Ien  ge- 
bilbet  werben. 

8.  ß§  ift  l^ter  ju  unterfuhren,  toie  oft  6  glemcnte  ^ä)  ju  2, 
3,  4,  5  combiniren  laffen.  S)ie{e  9lufgabe  ift  ober  bereits 
'§.  455  Plummer  3  unb  5.  /?)  gelöfi  morben.  t>ienQd^  fönnen 
ie  2  Sarben  ju  15,  je  3  ju  20,  je  4  ju  15  unb  je  5  ju 
6,  oljo  im  ©anjen  bie  6  garben  m  15+20+15+6=56 
neuen  3fötben  mit  einanber  öermlfM  werben. 

%    9lad&  bemfelben  §.  fönnen  bie  65  ©(emente  au§ 

C(65)=^|4^=    2080  ftört)er  au8  2  ©e|lanbt^eilen ; 

beßeBen. 

765 

10.  a)'S)ie  angegebenen  3öl&Ien  (ajfen  fic^  auf  C(7)=;r^*Q=35 

öerfd&iebene  9lrten  ju  >)rei  combiniren. 
10.  ß)  5ßur  bei  12  eom})(e3cionen   (äfet  ^äj  boB  SSerl^ältnife  je 
jweier  "Elemente  huxäi  2  ber  Sal^Ien  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7, 
8  barffeflen.   3)enn 


1:V8^3:2 

Vs:V4  = 

=  8:9  trifft  niAt  «i 

l:»/4  =  4:3 

V8:V5=  5:  6  trifft  m 

1:V6  =  5:4 

V»:Ve=   4:  5     „      , 

1:76=^6:5 

V»:  78  =  16:15  trifft  nm  Ju 

1:%  =  8:5 

78:»/»  =  10:  9     „      „      „ 

1:V5  =  5:3 

'■/* 

:V5=15:16  trifft  niiii  ju 

V»:  76  =  24: 25  trifft  ni(|t  ju 

»/4 

•V6=  9:10     „      „      „ 

75:78  =  32:25     „       „      „ 

»A 

:%=  6:  5  trifft  ju 

7»:  76=   4:   3  trifft  ju 

»A 

:»/5=   5:  4    „      „ 

%:»- 

'8=  4: 

3 

7«:»/8  =  25:18  trifft  ni^t  ju 

78:75  =  25:24     ,       „      „ 

11.  «)  3wif(i^en  2  ^pwtifteh  Iö|t  |tc&  niir  eine  getobe  Sinie 
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Stehen,  baöer  jtotfd^fn  12  qjunttftt  C(12)  =  ^^^  =  66 

unb  jtDlf(^en  n  fünften    ^^"I      gcrobe  Sinlen. 

11.  ß)  tDlan  erhält  bte  3lnjo^I  aller  möglidöen  ©iagonaUn,  bie 
^  in  einem  SSieledfe  jiel^en  laffen,  »enn  man  bie  Slnjal^I 
allet  ©eiten  »eniget  3  mit  ber  öoHen  3lnja]^I  oller  ©eiten 
muUipIicirt  unb  bad  ^robuli  burd^  2  biDibirt.  2)enn  menn 
tnan  an«  einer  ©pi^e  ber  gigur  ^o  Diele  ©iagonolen  oI§ 
tnögli^  ijitftt,  \t>  ift  leidet  erfid^tlid^,  ba^  ibre  ^njal^I  um  3 
Heiner  i^,  aU  bie  ^n^a^f  oder  ©eiten.  eben  badfefbe  ailt 
Don  jeber  SGBinfeIi})iJe  ber  ^igur,  ba  nun  beren  ebfnjoDtele 
ftnb,  n)ie  ©eiten,  jo  mug  mon  jene  um  3  Derminberte  8o^I 
mit  ber  DoUen  @eiten}Q]^(  multipiiciren.  Sluf  biefe  Sßeife 
erl^ält  man  aber  jebe  diagonale  boppelt,  ba^er  mufe  baS 
erl^aRene tprobuft  nodd  bur($  2  DiDibkt  »erben;  mitl&in  l^at 

•      Ou,         •      ^-20,(20-3)         20.17  .„r,         c      .  rc^ 


^^^  o     diagonalen. 


9»att  I«nn  biefe  Aufgabe  au4  aus  11.  er)  ableiten,  ^k^ 

20  19 
nad^  lolfen  ftd^  jipijd^en  20  ^unftett      '      Sinien  jiel^en. 

2)enlt  man  ftd&  nun  bie  20  "^rxnU^  in  einer  fold^en  2age, 

ba6  bur<3^  il^re  Serbinbung  ein  20^64  entfielt,  jo  pnbet 

man  alle  möglid^en  S)iagonaIen,  bie  man  in  bemjelben  jiel^en 

fann,  toenn  mon  Don  obiger  ©umme  bie  20  erPen  SSer« 

binbungSlinien  ober  bie  ©eiten  bc§  20*@(fS  fubtrol^irt;  bo^er 

1;  i    •     oA«:^  20.19     ^.      20.19-2.20      20.17 
^at  em  20m  -^^^^O^ ^ -j-^  = 

170  unb  ein  n>U  ^^° "^  ^^  -  n  =  ^^"^  ^^  ©iogonolen. 

12.  3tt>ei  Sinien  fd^nelben  \\6i  nur  in  einem  ^unlte;  jtiJei 
fiinien  »erben  Don  einer  brüten  in  2  unb  3  Sinien  Don 
einer  Dierten  in  3  3ßunlten  gefd^nitten;  bober  fd^neiben  fid^ 

A      q 

a)  4  Sraien  in  1+2+3  =  j^  =  6  fünften;  folgliiiö 
ß)  8  Sinien  inl+2+3+4+5+6+7=j^=28«punften; 
y)  11  Sinien  in  1+2+3+4+5+6..+10=y¥=55  „ 
S)  n  Sinien  in  1+2+3 . . .  +  (n  - 1) =^^y^       » 
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®le  Seantoortung  bcr  unter  e),  ö  unb  ij)  geliellten  Steigen 
toirb  [xä)  leidet  ergeben,  toenn  toir  bte  ^n}a]^(  ber  burd^ 
ben  ®urd&jd^nitt  öon  4  ober  5  ober  n  Sinien  gebilbeten 
SJreiede  ju  beftimmen  fud^en  unb  bie  iebeSmalige  Slnjal^I 
«berjelben   mit  3  multijjnciren.    9lun   entftel^en  bur<i^   ben 

5)urd^fd^nitt  t)on  3  Sinien  fVo  ®^^i^*^  =  3 .  -rV^  = 

3  2  1 

'  '    =3  begrenjte  fiinien;  a\\o  burd^  ben  ©urt^fd^nitt 

.   ,  o«  •      4.3.2^    .  -     V  t;     o  4.3.2     4.3.2 
t)on  fi)  4  Simen  j-yo  ©teiedfe;  *^ö^^^  3.  j-y-ö=-Y-2' 

=  12  begrenzte  Sinien. 

^)  5  Sinien  3.j4^=  ^^=30  unb 

V      o.  .     Q  n(n— l)(n  — 2)    n(n— l)(n-2) .         , 

1])  n  Stnien  3 .   ^    i ,  2  3 — "    "^ — 12 ^«fl««i*^ 

Sinien. 

13.  9lad&  12  (J)  fönnen  n  nic^t  t)orane(e  Sinien  fid^  in  ^^^y^^ 

^unlten  fd^neiben.    SBären  bie  p  Sinien  ni(^t  l^axaM,  fo 

toürben  fte  \iä)  untereinonber  in  ^^^"I   ^  fünften  \ä)mU 

ben;  toeil  fte  aber  paxaM  unb  t)arallele  Sinien  fid^  nie 
|d&ueiben,  fo  lönnen  fid^  n  Sinien,  worunter  p  parallel  pnb, 
in  fö  t)iel  weniger  fünften  fd^neiben,  oI§  bie  Slnjol^I  ber 
©d^neibepunfte  beträgt,  toenn  bie  p  Sinien  nid^t  parallel 
loören ;  mitl^in  i[t  unter  ben  ongegebenen  Sebingungen  bie 
2ln}a]^l  ber  ©d^neibepunlte 

D(n-1)     p(p^l) 

•    1.2  1.2 

14.  3taäi  5Rummer  12  d)  fönnen  fid^  20  Sinien  in  ^^^ 

8  7 
fünften  fd^neiben.    9lun  geben  8  Sinien  j^  ^^^  5  2mtn 

5  4 

j~  ©urd^fd^nittspunlte.    SBeil  aber  bie  8  Sinien  burd^ 

einen  eingigen  ^ßunlt  unb  bie  5  Sinieu  ebenfalls  burd& 

8   7 
einen  ^un!t  gelten  follen,  fo  liefern  bie  8  Sinien  j-^—  1 

5   4 
unb  bie  5  Sinien  t"^  — 1  ©urd^jd^nittspunlte  weniger;  mit« 

l^in  fd^neiben  fid^  bie  20  Sinien  nur  in 
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20.19     (8.7      ,   .  5-4 


iH-i  +  irl-^Hi^^*""«^«- 


1.2 

15.  a)  3wei  fld&  burd^ftcuunbe  gctobc  Smien  btibcn  4  conlabe,  4 
Pa(^€  unb  4  conDejc  SBinW,  alfo  im  ©anjen  4.3=12  SBinlel. 

15.  ß)  3if^t  ntan  na(^  12  fünften  ber  ^ettt)löeric  eines  ftreijes 

bie  Slobien,  fo  toerben  baburt^  je  12  ©enttiiDinfel  gebilbet 

»enn  man  je  1,  je  2,  je  3  —  je  11  SBinfel  mit  ein« 

onbet   öerbinbet;    folgliiäp    ift    bie    Slnjal&I    ollet    ©entri« 

toinlel  12.11=132.  Ober:  bie  12  Slobien  loffen  p$  ouf 

12  11 
C(12)=-Y~-  öetfd^iebene  SSßeife  ju  2  combiniten;  folfllii^ 

entjiel&en  haUxSi  2C(12)=12.11  ffiinW. 

2 

16.  2l$t  Sinien  fi^neiben  fid^  nad^  9lummer  12. /?  in  %^ 

fünften*    ®a  nun  nad^  Kummet  15.  a)  an  jebem  ®urd^« 

f(]^ttitt8t)un!te  jtoeier  Sinien  12  5£Bin!eI  entjlel^en,  fo  fönnen 

8   7 
burdö  8  Pd^  butd^jd^neibenbe  Sinien  12 .  j-^  SQBinfel   ge» 

bilbet  »erben.    9lun  pnb  aber  5  biefer  8  Sinien  ^axaM. 

5    4 
SBären  Pe  nid^t  parallel,  fo  lönnten  Pe  unter  Pd^  12 .  j-^ 

SHJinW  bilben.    ®urd6  bie  5  ^ataMt  Sinien  entpe^t  alfo 

5  4 
ein  minus  bon  12 .  y^  SBBinleln;  folglid^  ip  bie  toirHid^e 

anjal^I  ber  auf  biefe  SBelfe  gebilbeten  SSßinfel  nur 

17.  a)  24  \\ii  burd^fd^nelbenbe  Sinien  aeben  fo  biele  ©reieÄe, 
aSieredfe,  Sünfedte,  als  pd^  24  beiüglidj  ju  3,  4  unb  5  com« 
biniren  läftt:  folglid^  geben: 

OJ.    OQ    OO 

24  ßmlen  C(24)  =  ^p^^  =  2024  S)ieie(Ie 
n  Sinien  C(n)  ^°(°-l)(°-2)  ©rdede 

24  Sinien  C(24)  =  ^\^'^'f'  =  10624  aWetede 
n  Sinien  C(n)  =  5(E^)^I^^:3)  ^^^^^^^^ 

24  Sinien  C(24)  =  ^^  ^f  "f 'f  5-  =  42504  gfünfede. 
n  Sinien  ^n)  ^°(°-iX°-2Xn-3)(n--4)g^^^^^^ 
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a 

b 

c 

d 

e 

f 

g 

h 

i 

k 

1 

m 

17.  ß)  SBenn  4  ^atollelmien  t)on  5  anbeti  ^laKeltnien  burd^» 

A    o      K,  A 

\ä)nHtm  »erben,  fo  entftel^en  babutd^  t^><t^  =  60  ^« 

toflefogtrtmme.  SDenn  nimmt  mon  bie  fragltdfK  3rt^"w«9 
Dot,  fo  erholten  mit  ein  großes  ^atoIIelDgramm,  ba§  mte 
bie  Sfiflutjjeigt,  ou8  12  fleinem  bePe^t,  bw  ju  1,  gu  2,  ju 
3,  }u  4  ^otaOelogrammen  combtnitt  metben  fönnen. 

Sluf  bet  fleinettt  Seite  liegen  6  ^a« 
raQefogtamme,  nSmfi^: 

a+o+i+(a+e)+(e+i)+(a+e+i) 
auf  ber  langem  10,  nämlid^:    * 
a+b+c+<H-(A+b)+(b+c>+(c+d)+ 
(a+b+c)+(b+c+d)+(a+b+c+d). 
SDatQud  folgt,  bog  in  bem  gn^n  ^« 
taHelogramm  6  x  10  =  60  ^rallelogromme  entj^ööen  ftnb. 
Mgemein:    SSerben  n  ^araOelinien  bon  p  ^ataQelinien 
gef^rtitten,  fo  entjiel&en 

B(Eirl)xP<P=l>  ^ütaneloflratnme. 

18.  a)  3)a  brei  im  Staunte  fid^  fd^neibenbe  @6enen  8  einfädle 
6de«  bilben,  jo  tnerben 

a)  boh  27  P(i^  burd&f(^ncibenben  Ebenen  8^^^^  =  23380 

unb   ß)  Don n 66enen  8.  ^  "^os^""  ^^"^^^^  ®*^^  gebilbet. 

Sa  }U  einet  bteifeitigen  ^^tamibe  4  bteif{ä($ige  Sbenen  ge> 
'l^ören,  fo  lönnen  aus 

y)  27  \lä)  im  SRaume  butdöfd&n.  (Sbenen  ?^^||^ =17550 

unb    <J)nfoI(^et  ebenen  5^5=i^^^  bteifeitige 

^^tamiben  gebilbet  metben. 

19.  5Rad^  Slümmet  12.  d)  fönnen  fl(5  n  Sinien  in  ^^y2 
fünften  butd^fi^neiben.    2)a  auf  je  2  S)ut(i&f(|nittßl)un!te 
eine  SetbinbungiSlinie  lotnmt,  fo  entflel^en  au§  [^)3)itt(^ 
fd^nittspunften 

^2)'  fj^^-A  ==  '/'"("-l)  {n(n-2)-2} 
©etbinbungöliniem  4>i^^in  finb  abet  bic  butd^  n  pd^  fd^nei- 
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bcnbe  Sinien  entjlanbenen  begränjtcn  Sinicn  mit  einbegriffen; 
nun  flibt  e§  naä)  Stummer  12.  rj)  biefer  begränjten  Sinien 

,  3.?^5=yfc"-^=V2n(n--lXn-2).    ®a  es  ^iä)  nun  in 

biefer  Aufgabe  um  bie  SerbinbungSlinien  l^anbelt,  fo  mu6 
bie  Slnjal^l  ber  begremten  Sinien  Don  obiger  Knjal^I  fub« 
tra^irt  »erben ;  l^iernacQ  gibt  eS  an  ben  ^urd^fd^nittspunlten 
bon  n  fli§  bur(iöf(]^neibenben  Sinien 

V8n(n-1)  (n(n~l)— 2}  —  V2n{n-l)(n— 2)  ober 
Vsnfn— l){n(n— 1)— 4(n-2)}  ober  enblid^ 
V8n(n—l)(n— 2)(n— 3)  95erbinbungSlinien. 

Sier  gerabe  SinieU;  bon 
benen  ft($  nid^t  3  in  einem 
fünfte  f^netben,  bilben  ein 
boHfiänbigeö  SSierfeit.  ®ie 
©eraben  I^eifeen  ©eilen,  il^re 
®urd&f(i^nittS|)un!te  gdten, 
bie  SBerbinbungSlinien  bon 
gden,  bte  nodd  nid^t  bur^ 
eine  ©eite  berbunben  finb,  ^~ 

©iagonalen.    6in   DoUjiänbigeS  Sierfeit,   mie  borjlel&enbe 

gigur,  ^at  4  ©eiten,   AF,  AE,  BF  unb  DE,  j^  =  6 

gden,  A,  B,  C,  D,  E,  F  unb  V8»(4:.3.2.1)  =  3  '®iago» 

nolen,  nömlid^  AC,  BD,  EF.   g5  ijt  feine  B&¥,  fönbern 

ein  fiinlenftiftem. 

54 
^ünf  ftd^  f (ä^neibenbe  Sinien  ^aben  rö  =  10  @<i&neibe« 

Ijunfte.  2)a  auf  je  2  ©d^neibet)unlte  eine  9Serbinbung§Iinie 
möflli(5  i|i,  fo  fommen  im  (Sanjen  auf  10  @(i^neibej)un!te 

10  9 

— ^  =  45  SSerbinbungSlinien.  hierunter  befinben  \\(S)  aber 

543 
aud^  bie  begränjten  Sinien;  ba  eS  biefer  nad^  12.  rj)  3.r^ 

=  30  gibt,  fp  pnb  45—30  =  15  SSerbinbungSlinien  jmi» 
fd^en  ben  ^urd^fiäSinittSpunften  möglid&.  SJal^er  ifat  ein  boH« 

ftünbige«  gfinffeit  5  ©eiten,  KJ,  JH,  HG,  FG,  FK,  j^ 

=  10  ©d&neibe})un!te  ober  gdfen,  nämlid&  A,  B,  C,  D,  E, 
F,  a  H,  J,  K  unb  Vg.  (5.4.3.2)  =  15  Diagonalen,  nära« 
m  AG,  BF,  CK,  DJ,  m,  JF,  JG,  HK,  HF,  GK,  AB, 
BC,  CD,  DE,  AE 
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21. 


©iefe  9lufflobc  lönnte  aucS)  cbenfo  lauten:  Stuf  toic  t)tele 
Stten  lönnen  bie  52  Jtatteubläitet  in  \>m  %U\(S)t  Slgeile, 
t)on  toeld^en  icber  13  ftatten  cntl^ält  eingct^eilt  »erben? 
6S  iji  l^ier  junäd^P  ju  untetfud^en,  ouf  toie  bieletlei  Sitten 
fld^  52  ftotien  In  2  ipaufen  ju  13  unb  39  Äatten  obt^eilen 

laffen.  Söeil  fid^  nun  52  ju  13  auf  /^g)  =  635013559600 

berf^iebene  Sitten  combtniten  laffen,  fo  erl^ält  man  ebenfo 
biete  betf(^iebene  Slbtl^eilungen.  9lun  laffen  \xä)  39  hatten 
in  2  |)aufen  ju  13  unb  26  fo  oft  abt^eilen,  ate  fidj  39 

JU  13  combiniten  läßt;  bieS  lann  nämli($  /^gW 8122425444 

mal  8ef(^e]&en.  6nbli(^  laffen  pd^  26  ftatten  in  2  Raufen 
bon  je  13ftatten  fo  oft  abtl^eilen,  al5  26  pd^  ju  13  com* 

biniten  läßt;  b.  i.  (jg)  =  10400600  mal.    »al&et  ip  bie 

Slnjal^l  bet  fSmmtli(j^en  Slbtl^eilungen 
=  635013559600  x  8122425444  x 10400600  x 1 
=  5157850293780050462400x10400600 
=  53644737765488792839237440000. 
2)aSfelbe  Stefultat  l^Stten  mit  aud^  etl^alten,  »enn  mit  nad^ 
§.  452  betfal&ten  toäten. 

9lad^  §.  452  lann  bie  ftaglid^e  SBettl^eilung  auf 
12 !    _  1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12 
3!4!5!~    1.2.3.1.2.3.4.1.2.3.4.5 


-=27720 
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bet{(i^ebene  ^tten  fietoettfielltgt  toetben.    S^oSfelbe  StcfuHat 

22.  ^ier  Pnb  12  gicmente,  tocl^c  in  4  Derft^icbene  »eil&cn  jer« 
fallen.  9lun  befielet  bie  erpe  Keil&e  ouS  2  rotten,  bte  itoeüc 
auö  3  üclben,  bic  brtttc  au5  3  grünen,  bie  biette  au5  4 
blauen  Äugeln.  6S  muß  nun  ermittelt  »erben,  ouf  tote 
t)iel  t)erf(]^iebene  Slrten  bieje  Äugeln  in  mel&rere  Qfäd&er  ber« 
tl^eilt  toerben  fönnen,  toenn  für  jebeö  gfac^  enttoeber  Äugeln 
au§  allen  ober  nur  aud  einzelnen  Keilten  genommen  toer» 
ben  muffen.  9timmt  man  aud  ber  erften  Sleil^e  1  rotige  unb 

2! 

ebenfo  1  roilge  für  baS  jtoeite  Sfadg,  fo  fann  bieS  auf  Ypn 

9(rten  gef^elgen.  C^ebt  man  au§  ber  jtoeiten  Steilge  1  gelbe 
für  baS  jtteite  unb  2  gelbe  Äugeln  für  baS  britte  gfat^  auf, 

gl  Ol 

fo  lann  bieS  yy^mal  gcfdgelgen.    9luf  jy-ör  berfdgiebene 

arten  fönnen  1  grüne  für  baS  jtoeite  unb  2  grüne  für  baS 

41 
britte  8fö^  unb  auf  oTuü ^^^^^^^'^^^^ ^^^^  f**^ *^^^  ^^P^ 

^a^  2,  für  baö  jtoeite  1  unb  für  baS  britte  1  blaue  Äugel 
genommen  toerben.  5Run  fönnen  bie  Slnorbnungen  ber  (Sie* 
mente  biefer  4  Sf^eilgen  mit  einanber  combinirt  toerben,  toeS- 
Igalb  bie  frag(id&e  SBertlgeilung  ber  Äugeln  in  bie  t)tx](S)k^ 
benen  Qfäd^er  auf 

^Lx-^x-^x  -^^^ 23312-216 

lIl!''l!2!''l!2!''2!l!l!-^-^-^-^^~^^^ 

berfc^iebene  9lrten  geflügelten  lann. 

23.  a)  Sejeidgnet  man  s  mit  1,  1  mit  2,  e  mit  3,  h  mit  4, 
fo  pnb  bie  Sßariationen  jur  2.  ©laffe: 

12,  13,  14,  21,  23,  24 
31,  32,  34,  41,  42„  43. 
.      S)ie  «nja^I  berfelben  ip  alfo:  V(4)  =  4.3  =  12. 

2 

Serner  iji:  V(4)  =  4.3.2  =  24;  e8  finb  folgenbe: 

123,  124,  132,  134,  142,  143 
213,  214,  231,  234,  241,  243 
312,  314,  321,  324,  341,  342 
412,  413,  421,  423,  431,  432. 
6nbU(5  ifi:  V(4)  =  4.3.2.1  =  24;  nämliti^: 

4 

1234,  1243,  1324,  1342,  1423,  1432 
2134,  2143,  2314,  2341,  2413,  2431 
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3124,  3U2.  32U,  3241,  3412,  3421 
4123,  4132,  4213,  4231,  4312,  4321. 

3)if  lefete  ©ompleiion  gibt  ba§  Sffiott  „^ü^"  SKame  b^§  3Scr= 

fajferS  ber  ©ammlung. 

23.  ß)  3)ie  Slnjal^f  bcr  Variationen  ber  25  SBudJftal&en  beS 
aH)^abetö  iur  2.,  3.,  4  ßlaffe 

a)  mit  SBieber^oIung  ifl: 

wV(25)  =  252  =  625 

2 

wV(25)  =  25  .^V(25)  ==  25»  =  15625 
wv(25)  =  25 .  ^  V(25)  =  25*  =  390625. 

4  8 

b)  oBne  SBieberl^oIung 

V(25)  =  25.24  =  600 

V(25)  =  23.  V(25)  =  23. 600  =  13800 

8  3 

V(25)  =  22 .  V(25)  =  22 .  13800  =  303600. 

4  8 

24.  2)er  9luSbru(f  Rövolution  fraiiQaise  enthält  bie  alpl^abetifd^ 
georbneten  Elemente:  aaceefiilnnoorrstuv.  ©enfen  toir  uns 
nun  bei  ber  Sifbung  Der  berjij^iebenen  Klaffen  ben  iebeö« 
mal  an  ber  ©pi^e  ber  ©ompiejionen  fte^enben  Suddftaben 
bon  ben  übrigen  getrennt,  unb  barüren  bemna(]&  eigentlid^ 
iebeSmal  nur  18  Elemente,  fo  liefert  ieber  Sud^flabe  V(18) 

14 

Variationen  jur  14*«*  ßlaffe.  ©old^er  6om<)Iejionen  gelten 
nun,  toenn  toir  alp^abetifij^  berfal^ren,  8  bem  Suc^ftaben  r 
ooran,  momit  baS  2Bort  rövolution  beginnt  unb  12  bem 
Sud^ftaben  u,  ^nfangSbuti^ftabe  be3  ^nagramm  un  corse 
la  finira;  mithin  ^at  man  ^ö#en§  12  V(18)— 8  V(18) 

=  4V(18)  Variationen  iu  bilben,  um  baS  fraglid^e  3lna- 

gramm  ju  erl^alten. 

3n  Vejug  auf  bie  folgenbe  Slufgabe  tft  ju  bemerfen,  bafe 
man  bie  Slnjal^I  ber  ju  bilbenben  ^ermutationen  erl^ält, 
menn  man  nai)  §.  454.  12  unb  naci^  §.  458.  6  junöci&ft 
bie  ^njal^I  ber  ^ermutationen  auffuci^t,  meldte  au§  ber  gut 
georbneten  ßlementenreil^e  aaceefiilnnoorrstuv  jum  3lna= 
gramm  rövolution  frangalse  filiert,  bann  ebenfo  öerfäl&rt, 
um  baS  Slnagramm  un  corse  voW  la  finira  ju  erlftalten. 
2)er  Unterfd^ieb  imifd^en  ben  gefunbenen  ^ermutationen  beS 
erpen  unb  beS  jweiten  9lnagrammS  ift  bie  gefud^te  3ö^t- 

®er  Slame  fr^re  Jacques  Clement  entl^Hlt  bie  gut  ge« 
orbnete  @(ementenrei^e  ^ccee^eefilmuqrrBtu,    ©ud^t  man 
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mit  bett;  onse^genen  §§.  fttt9  hteftn  Slmetrieti  fi)t«o]^l  bie 
9(n)A]^I  Nr  ^ermuiationen  onf,  bie  tu»t^»enbtg  finb,  um 
ba§  Snogromm  Ir^re  Jacques  Clement  atd  aud^  boS  Sno« 
gramm  c'est  Tenfer  qui  m'a  crt^  ju  bilben,  fo  gibt  bie 
55i[ferenj  jioifd^en  ben  für  baS  erfle  unb  baö  jtoeite  9lna* 
gramm  getunbenen  ^ermutationen  bie  ^Injol^t  ber  ^ermu* 
tatiwien,  mel^e  man  t)on  fröre  Jacques  Clement  ju  bil* 
ben  l^ötte,  um  ba^  fraglid^e  ^nogramm  ju  erl^ten. 

25.  3laä)  §.  456  Plummer  17  fonn  er  in  4.7.5  =  140  öer« 
fiä^iebenen  3lnjügen  erfd&einen, 

26.  Sei  ber  ©ilbenmeffung  btent  bie  furje  ^ilbe  jum  SWafee. 
S)ie  3ei(i&en  ber  beiben  QuQntitöten  finb:  —  2l«5  biefen 
beiben  3^54^"  l^ff^»  M 

a)  wV(2)  =  22  =  4  jtoeifilbige  SSerSfüfee,  nämlidj: 

2 

^s.  ^^nl^id^iu«,  —  ©})onbäuS,  —  3ombu«,  -w  Srod^äuS. 

^)  wv(2)=«28==8  breifilbige  gfüfee;  e§  fInb  folgenbe: 
a 

—  iribroii&^ö, aRoIoffuS,  —  SlnapäftuS,  —  ®ac* 

t^Ittö,  — ^3lmt)^ibra(j^9S,  — «rapl^imacer,  —  93oc(j^iu5, 
-- _..  9lntibacd^iu§. 

y)  wv(2)  r=  2*  =  16  bierplbige  gfüfee  unb  über^au^t 

(J)  W(2)  =  2^  n-filbige  SBerSfüfee  bilben, 

n 

27..Son  ben  boft^ilifi^en  Serjen  iU  ber  gett)öl&nli#e  ber|)e|0- 
meter  bon  fed&ä  güB«"/  i^^^^«  I^fe*^i"  l^l^^^  «ine  ©übe  fel^It 
unb  immer  an^  einem  ©ponbäuö  —  ober  SErod^äuä  —  be« 
fte^t.  ©tatt  ber  ©alt^len  lönnen  in  ben  bier  erften  pfeen 
©ponbäen  gefegt  toerben,  ausnahmsweise  a\x6^  im  fünften. 
S)a  ber  feiste  gufe  nie  öenüdt  »erben  lann,  fonbern  immer 
an  berfelben  ©tefle  bleiben  mufe,  fo  gibt  eS  jebeSmal  fo 
Diele  üerfij^iebene  Arten  Don  ^ejametern,  als  \\äi  5  ©te«« 
mente,  bie  entweber  alle  gteid^  ober  unter  benen  fid^  bejüg* 
lid^  4,  3,  2  gleid&e  einer  2lrt  befinben,  permutiren  taffen. 
©er  C)ejameter  mit  5  ©Jjonböen  gibt  eS  alfo  5!:  51  =  1; 
mit  1  ®a!ti)lu§  unb  4  ©})onbäen  5!: 4!  =  5;  mit  2  3)al* 
t^ten  unb  3  ©ponbften  5! :  (2!  3!)  =  10;  mit  3  ©alt^len 
unb  2  ©l)onbäen  5! :  (3!  2!)  =  10;  mit  4  SaK^len  unb 
1  ©ponbäuS  5! :  4!  =  5  unb  mit  5  Safteten  5! :  5!  =  1; 
alfo  jufammen  im  ©angen 

1+5+10+10+5+1  =  32. 
SBegen  ber  S)ot)))elnotur  be§  legten,   fed&Sten  gu^eS  mufe 
biefe «nja^l  t>etbop<)elt  mcrben,  toeSl^alb  e§  alfo  2.32  =  64 
ä:2.^V(2)  Derfd^iebene  Slrten  öon  ^ejametern  geben  !ann. 
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28.  3e  3  her  Söne  c  e  g  lönnen  in  ben  7  DItaben  fo  oft  mit 
einanber  öerbunben  »erben,  als  ftd^  7  jur  britten  Slaffe 
mit  SBieberl^oIungen  baritren  lägt,  b.  i. 

wv(7)  =  7«  =  343mal. 

8 

29.  a)  Sei  geeigneter  Sage 
ber  brei  gegebenen  Äreife 
K',  K",  K^"  gibt  es  iu- 
näd&ji  itoei  Äreife  M'  unb 
M",  bon  benen  jeber  bie 
ftreife  K\  K",  K'"  glei(]&. 
artig  berül^rt.  S)ann  jinb 
aud^  5n>ei  ftreife  benibar, 
toeld&e  2  ber  gegebenen 
Äreife  gleid^arttg,  ben  brit* 
ten  unglei(|artig  mit  bei- 
ben  berül^^en.  Se^tereS  iji 
nun  auf  3  Slrten  möglid^; 
folglid^  gibt  eö  im  unge- 
meinen C(3)  +  C(3)  +  C(3) 

8  3  1 

+C(3)  =  1+3+3+1  =  8  »etül^runflSfteife. 

0 

29.  ß)  9luf  blejelbe  SQSeife  ergibt  fld^  l&ier,  bafe  im  9lttgemeinen 
C!(4)+C(4)+C(4)+C(4)+C(4)  =  1+4+6+4+1  =  16 

4  3  2  10 

Serül^^ungSlugeln  mögnii&  pnb. 

30.  3eber  ber  6  5nbicatoren  fonnte  4  berfd^iebene  ©teflungen 
anxit^mtn,  folglid^  beträgt  bie  Slngal^I  ber  berfd^iebenen  gi« 
puren,  bie  man  mit  bem  optifd^en  Selegrapl^^n  barjuflellen 
im  ©tanbe  mar,  fo  biel,  als  fid^  4  glemente  jur  6.  ©laffe 
mit  SBieberl^oIung  bariiren  laffen,  b.  i. 

wv(4)  =  4«=4096. 

6 

31.  S)ie3lufgobe  ift  nid&t  berjd&ieben  bon  ber  9luf gäbe:  DieSHn" 
jal^I  ber  Kombinationen  aUer  Klaffen  aus  ben  Kiementen 
a^  b^  c^  dP  e^  f '  ju  fudjen.  Da  a"*  =  aaaa  ...am  mal 
als  Saftor  enthält,  fo  geben  biefe  Stemente  jur  1.,  2.,  3., 
. . .  m*"»  KombinationSctaffe  bie  formen  a,  aa,  aaa,  über« 
baupt  m  berfd^iebene  gormen.  3luS  ber  jmeiten  3ö^t  b  er* 
l^olten  mir  n,  aus  c  entftel^en  o  ^formen  u.  f.  to.  SSerbinbet 
man  nun  alle  ^formen  bon  a  mit  benen  bon  b,  fo  ift  bie 
9lnjabl  berfelben  mn;  mitl^in  geben  bie  beiben  Kiemente  a 
unb  b  im®anjen  m+n+mn  =  m+(m+l)n  berfd^iebene 
gformen.  Sitte  gormen  bon  c,  beren  eS  o  gibt,  laffen  fld6 
mit  fämmtlid^en  bor^erge^enben  gotmen  berbinben.    $ler- 
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burd^  erl^olten  totr  auger  ben  o  gformen,  toeld^e  Mod  c  ent« 
l^alten,  no(^  neuegortnen,  beten  9lnjol5I  =  o[nn-(in+l)ii] 
ift.  Sted^net  man  bie  obigen  o  formen  l^ingu,  fo  ifi  bie 
ängal^I  afler  neuen  gor men  =  o+om+(ni+lJno=(m+l) 
(n+l)o.  ©al^er  ift  bie  ©umme  afler  möglidjen  formen 
aus  a,  b,  c  =  m+(m+l)n+(m4-l)(n+l)o.  S)a8  6Ie» 
ment  d  gibt,  fUr  fid^  genommen,  p  gformen;  ba^er  if!  im 
©anjen  bie  SHnjal^I  ber  burd^  d  entjianbenen  fjormen  = 
p+mp+(m+l)np+(m+l)(n+l)op  =  (m+l)(n+l)(o+l)p. 
5oIgIi(^  ift  bie  ©umme  aller  gormen  auS  ben  4  Elementen 
a,  b,  c,  d  = 

m+(m+l)n+(m+l)(n+l)o+(m+l)(n+l)(o+l)p. 
Sbenfo  gibt  b&§  neue  Clement  e,  toeld^eS  q  mal  ald  ^oltor 
Dorfommi,  ffir  ftd^  genommen  unb  mit  ben  übrigen  ber- 
bunben,  bie  neuen  formen,  beren  %mai)l  = 

(irH-l)(n+l)(o+l)(p+l)q 
unb  enbliij  erhalten  mir  bur(^  baö  Clement  f  bie  gformen, 
beren  ^mafjH  = 

(m+l)(n+l}(o+l)(p+l)(q+l)r. 
Die  ©umme  aller  biefer  formen  ip  bai^er,  toenn  man  bie 
aus  a  erhaltenen  einfanden  gformen  m=— l+(m+l)  fe^t: 
=  -H-(m+l) 

+(m+l)n 

+(m+l)(n+l)o 

+(m+l)(n+l)(o+l)p 

+(m+l)n+l)(o+lXP+l)q 
+(m+l)(n+l)(o+l)(p+l)(q+l)r 
=  -l+(m+l)(n+l)(o+l)(p+l)(q+l)(r+l). 
Die  Slnja^I  ber  Sfieiler  ber  angegebenen  3^^!  iji  olfo: 

(m+lXn+lXo+l)(p+l)(q+l)(r+l)-L 
3.  ».  5040  =  2f  P.5.7.  Diefe  Saf^l  lägt  fi($  alfo,  ba 
m  =  4  n  =  2,  0  =  1,  p  =  l,  burc^  (4+l)(2+l)(l+l) 
(1+1)— 1  =  5.3.2.2-1  =  59  öerfd^iebene  3a^len  biöi- 
biren,  menn  man  bie  3^51  5040  felbfi  mitrechnet.  5Dlan  ögl. 
I.  S^eil  IV.  «uflage,  ©.  164-165. 
32.  ©ofl  aus  ben  6  SaffUn  ein  ^robult  t)on  je  3  S0m  ge* 
bilbet  »erben,  fo  finben  mir  bie  9lnja^I  ber  möglid&en  ^ro*» 
bufte,  menn  toir  bie  6  Elemente  jur  britten  tiaffe  ol^^e 

SDßieberl^oIung  combiniren;  bieS  gibt  C(6)  =  r-^-7r-^=20 

8  1  .  ^  .  ö 

^robulte  t)on  ber  gorm  a«  h^  c^.    Da  nun  aber  weiter 
ieber  ber  gjponenten  in  jebem  ber  20  ^robulte  nidjt  immer 

SUxäf,  fonbern  in  ber  natürlid&en  S^blenreil^e  bon  1  bis  a, 
ejüglidj  bis  ß  unb  y  abtoeiä&feln  foff  unb  bie  3  Elemente 
cc,  ß,  Y  \iä)  1.2.S  =  6mal  öerfe^en  laffen,  fo  lönnen  aus 
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)ä>em  bev  20  ^obufte  6  t)etfa^ebene,  a(fo  im  ^anjen  6.20 
=  120  twn  eitianbcr  öerfc^icbene  ^robuftc  bon  b€r  frag« 
Ii<i^ctt  Sotm  entftel^cn. 

(^S  §.  91.) 

§♦  459*  €tn  grcisntfe,  für  beffcn  ©ntreffen  meifx  «Winbe,  olö 
für  bejfen  ©cgentfeil  öat^anben  flnb,  toirb  im  fle»5^nli(i&cn 
fiebert  tt)a^ri(i6einn(i&  genannt,  ßiermit 'pimml  aber  ber 
begriff  ber  mÄt^dttjd^en  aSßa]|rf^einfi(^!eit  itlc^t  öÄerein. 
S)lefe  brüdt  ba4  SSerl^ättnife  bet  einem  6t?eigntf|c  gfinftigen 
gfäSe  ju  ber  Snjo^l  alkr  mbglid^en  ^ftlle  au^,  mobei  mo^I 
ju  bead^tm  ifü:,  in  toie  fern  alle  pfäOe  gleiii^  mögli^  [mh. 
3n  biefem  Sinne  fommt  bal^er  einem  jeben  greignijfe  eine 
^Oi^rfd^einU^leii  )it,  beffen  ®egent^etl  ni^  obfolut  not^^ 
menbig  ifi;  ber  ®rab  ber  2Bal&rf(iöeinlid|!eit  über  ip  befto 
größer,  (e  mel^r  bon  allen  in5g(t^en  gfftflen  bem  @reignif[e 
felbß  günftig  finb,  unb  bie  aßal^rfd^tnli(^!eit  toirb  }ur 
®e*0i6$eit,  wenn  bo«  greignife  not^toenbig  eintreffen  mufe, 
toenn  alfo  anäi  ^W  ^i"  eingiger  gafl  ^äf  -für  bo§  ®egen» 
tl^eil  angeben  läfet.  —  Unter  matl^ematijd|er  3Ba^rfd6einIid^!eit 
berftel^t  man  alfo  baS  SSetl^älltni^  ber  <inetn  Sreigniffe  gün-» 
fligen  gäDe  ju  ber  %v%0  ollet  §äBe;  fie  »irb  bal&er  immer 
bur4  einen  8rw(|  auögebrüdt,  beffen  3^^^^  bie  Änja^I  ber 
giinjiigeH  §äfle  unb  befien  3f  enner  afle  mäglii^en  gäfle  an« 
gibt.  3e  nö^er  alfo  'ber  JBert^  beS  SBrutiH  ber  gin^eit 
fömmt,  befto  größer  i^  bie  aBal^rfdöeinlid^feit  nnb  bie  @in* 
l&eit  ip  baS  ©^mbol  ber  ©emiß^eit.  SBerben  j.  S.  32  ftarlen« 
blättcr  unter  A,  B,  C,  D  gleid^äfeig  bert^etlt,  fo  mufe  einer 
bon  i^nen  bas  3lfe  einer  beiiimmten  gfarbe  l^aben.  ©ier  finb 
olfo  4  möglidie  g^He,  bon  benen  nur  einer  für  A  günftig 
ift;  raitl^in  ift  bie  S05al&rf($einli(i&feit,  bafe  er  ba§  fraglid&e 
Slatt  f^abt,  iMä)  V*.  ®ie  entgegengefe^te  SBa^rfii&einlidlfeit, 
bafe  @iner  ber  brei  übrigen  ^erfonen  biefeS  Slatt  erl^alten 
mirb,  l^at  3  gfdDe  für  fi^,  fie  ijt  bal^er  glei^  »A  unb  beibe 
SBa^rfd^einlii^feiten  jufommen  finb  gleid^  V4  +  V4  =  l- 

3)ie  SBal^i^fd^einlid^Ieit  eineS  ©reignifeeö  über]^au<)t  toirb 
bie  abfolute  SBal&rfd&einlid^teit  genannt.  Son  il^^  ifi  bie 
relatibe  3Bal^rfd^einli^!eit  berfd^ieben,  m^t  o^nt  Md^äjt 
auf  aOe  übrigen  nod^  mög(i(i^en  g^üOe  nur  bietenigen  mit 
einanber  bergleid^t,  meldte  einigen  beftimmten  gxeigniffen 
güiuftig  ftnb.  Unter  }u f am metvge fehler  2BaH(|ein(i(|Ieit 
berpe^t  man  enblid^  eine  foI<ä^,  bie  felbp  itoieber  bon  einet 
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anbem  SEßa^tfi^einli^Icit  abl^ängig  t|l.  ©fttb  al]o  unter 
m  +  n  möglid^en  QföDcti  n  gällc  einem  ßteigniffc  günfiig, 
\o  VH  bie  SBol^tii^einl^feit,  bafe  baS  gteignife  eintrete,  glei^ 

— —  unb  bafe  baöfelbe  ni(|t  eintrete,  olfo  bie  entgegen- 
gefeite  SBa^rfd&einfi(|Ieit  glei(^  ^"ET^'^mTn' 

2.  55«bentet  2  bie  5ffial&rfd&einlt(!(|fett  einer  Segebenl^eit,  fo  tt)irb 

biefe  S3SQ]^rfd6einnd&Ieit  um  fo  gröfeer  ober  Heiner,  je  nai^^ 
bem  p  tt)ä(|{l  ober  abnimmt,  unb  q  benfelben  SBertl^  bel^ält. 

a)  gür  p  =  0  ober  ^  =  0  ijt  bü5  gintreffen  beS  6reig* 

ttiffeS  unmögli(^,  mitl^in  ifl  9luK  boS  ©t^mbol  ber  Un« 
möglt(](lleit. 

ß)  gür  p  =  V2q'  ölfo  2=1/2.  ift  baS  eintreffen  beä 

6reigniffe3  als  ungetoife  ju  begeiii&nen.  ffial^er  ift  bo8 
(Sreignit  nttWo]^rf(|einn^,  toenn  feine  aOBal^rfdöeinlid^Ieit 
Reiner  als  V«  ift,  unb  too^rfd^einlid^,  toenn  feine  SQBal^r« 
ftä^einlid^feit  größer  als  V2  ift. 

y)  Süt  p=q,  alfo  £=  1  ifi  baS  gretgni^  geh) ig,  toeil 

afle  gäDe  öortl^eiC^aft  finb.  ^maxx^  folgt,  bafe  bie  SOBa^r« 
f<i&einli(^feit  niemals  gröfeer  als  bie  ginl^eit,  nod^  Keiner  als 
5Run  fein  fonn,  aber  ba|  fie  burci^  alle  SBertl^e  unb  ©tufen 
ber  ©rögen,  bie  jwifd^en  9lufl  unb  1  liegen,  burti^gel^en  lann. 

3.  Sei  bem  «uftoerfen  einer  SKünje  pnb  2  mögliij^e  göfle, 
nämlid^  Ärone  ober  ©d&rift,  unter  biefen  ift  für  jebeS  1 
günftiger  gfall,  alfo  ift  bie  S3Ba]^rf(^einli(3öIeit  eines  t)on  beiben 
ju  merfen,  ober  w  =  V2. 

4.  5lc^me  i(ft  5  Soofe,  fo  l^abe  idji  5  günjiige  unb  200  möglid&e 
gäOe;  alfo  ift  bie  SBal^rf(i^ein(i^!eit  gu  geminnen  ober 
w  =  V«oo  =  V40. 

5.  a)  @on  16)  mit  einem  ffiürfel  eine  beftimmte  S(^%  ettoa 
5,  toerfen,  fo  ift  bie  Stnjal^l  ber  möglid^en  gälle  gleii^  6, 
toeil  bie  2Bürfe,  bie  mit  einem  SBürfel  getoorfen  toerben 
tonnen  t)on  1  bis  6  gelten.  2öeil  aber  jeber  SQßurf  nur  auf 
eine  einjige  3Irt  getoorfen  werben  !ann,  fo  ift  bie  9lnja|^I 
ber  günftigen  Sfdlle  gleid^  1 ;  mitl^in  ift  bie  SBal^rfd^einlid&feit, 
5  gu  werfen  gleid^  w  =  Ve. 

5.  ß)  »eim  SBürfeln  mit  2  ober  3  SBfirfeln  geflaltet  fi(^  bie 
©ad^e  auf  folgenbe  SBeife:  Sejeid^en  Wir  bie  leiben  2Bür» 
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fcl  mit  A  unb  B,  fo  ßnnen  ju  jeber  Änjol^I  bon  3lugen, 
bie  bct  aSBütf el  A  gibt,  fed^S  bcrfd&iebenc  9Bcnflen  bon  Slugcn 
mit  bem  aOBürfcI  B  l^injuflcioorfen  toerben,  tootauS  folgt, 
bafe  e§  bei  einem  SBurfe  mit  2  SBürfeln  6. 6  =  6«  =  36 
möglii^e  gfälle  gibt.  @benfo  tft  bie  Slnja^I  aller  mögli^en 
2Bürfe  mit  3  Würfeln  glei(^  6. 6. 6  =  6»  =  216;  »eil, 
toenn  mit  ben  beiben  SBürfeln  A  unb  B  einer  t)on  ben 
genannten  36  gföDen  \iä)  ereignet,  ju  gleid^er  Qtit  irgenb 
einer  Don  ben  6  öerjd^iebenen  ^fällen  be§  britten  SBürfelS 
C  fid^  ereignen  fann.  ®arauS  ergibt  [t(ä6  bann  ferner,  bafe 
burd^  leben  neu  l^injugelommenen  SBürfel  bie  Slnjal^I  ber 
tSföfle  ber  vorigen  SBürfel  fed^Smal  bermeftrt  toirb;  mitl^in 
pnb  bie  möglid&en  SOBürfe  mit  n  SDBtirfeln  gleich  6^  ©ätt^n 
tt)ir  SQBürfel  mit  p  gflöd^en,  Jo  geben  n  fold^er  SBütfel  p° 
möglid^e  t)erf(^iebene  2Bürfe.  3)ie  jämmtlid&en  2Stirfe  für 
2  SöJürfel  bitben  afle  Variationen  jur  2.  glaffe  mit  SBieber« 
l^olung  für  6  glemente.  S)ie  36  möglid^en  Säfle  lönnen 
t)on  ben  beiben  SSÖürfeln  A  unb  B  auf  folgenbe  2Beife 
l^erbeigefü^rt  werben: 
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6 

6 

6 

pieta 

U8f 

oigt. 

ba| 

mit 

2  2 

Bfltj 

rein  ( 

jetoo 

rfcn 

toet 

beni 

2  I  3  I  4  I  5  I  6  I  7  I  8  I  9  1 10 1 11 1 12 1  «ugen 


1  I  2  I  3  I  4  I  5  I  6  I  5  I  4  I  3  I  2  I  1  I  mal 


SBie  f^uxanS  l^erbotgel^,  l^at  nid^t  iebe  ^affl  eine  gleite 
SBa^rfd&einlid&feit  für  fid^,  ba  j.  35.  2  ober  12  nur  in  bem 
einzigen  Sfalle  getoorfen  mirb,  menn  Don  beiben  SBürfeln 
bejief (id^  1  ober  6  oben  liegt ;  l^ingegen  7  auf  6  üerfd^iebene 
SBeife  jum  SSorfd^ein  !ommen  lann.  @oK  alfo  bie  abfolute 
2Ba]^rJ(|einIidöfeit  für  eine  beftimmte  3öl&f  angegeben  werben, 
fo  mufe  man  berütffid^tigen,  toie  Diele  gäHe  bem  6retgnif[e 
günftig  ftnb  unb  fo  ergibt  fid6  bie  abfolute  SBabrfdJeinlid^feit 
für  bie  3öi&I  3,  wobei  2  günftige  gäfle  Dorfommen  w  = 
«/8e  =  Vi8;  für  bie  3a^I  4,  weld^e  3  günftige  gätte  gibt 
w  =  Vse  =  Vi2  unb  für  bie  3^51  12/  wobei  nur  1  gün» 
IHger  gall  ift  w  =  Vse. 

SHel^nlid^  wie  in  ber  Dorigen  Plummer  finben  wir,  bafe  mit 
3  SBürfeln  geworfen  werben  fönnen: 
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3[4|5|6|7|8|9  |10|11|12|13|14|15|16 17|18|  Suflen 


1 1  3  I  6  |10|15|21|25|27|27|25|21|15|10|  6 1  3 1 1 1  mal 


Um  für  jebc  Snja^I  SBürfel  ju  finben,  toie  oft  unter  aUcn 
möglid&cn  SBürfen  jebe  möglid^c  9lnja]^I  SBürfe  geworfen 
toerben  tonne,  ertoöge  man  foIgenbeS:  ©aburd&jeben  l^inju^ 
fommenben  SQßürfel  bie  9lnjal^l  ber  gälle  bei  ber  Vorigen 
Slnja^I  SSßürfel  mit  6  öerbielfad&t  wirb,  fo  mu§  bie  Slngal^I 
ber  SBürfe  bei  ber  vorigen  9lnjal^I  SäJürfel  6 mal  genommen 
werben,  um  bie  ^Injal^l  ber  2Bürfe  ber  um  1  größeren  2tn» 
ia^l  SBürfel  barau§  j^erguleiten.  gür  3  SBürfel  ip  j.  93. 
bie  3(nja^I  ber  SQBürfe  glei(§ 

6.(1  +  2  +  3+4  +  5  +  6  +  5  +  4  +  3+2+1) 
9lun  fei  A  bie  Seilte,  weld^e  angeigt,  wie  oft  mal  jeber  mit 
n  SBfirfeln  möglid^e  SSßurf  t)orfommt.  ^an  foU  au§  i^r  bie 
«ei^eB  für  (n  +  1)  2BürfeI  herleiten,  j.  93.  für  n  =  2  ift 

A  =  l,  2,  3,  4,5,  6,  5,4,  3,  2,  1 
unb  bie  gefud^te  Steige  für  n  + 1  =  3 
B  =  1,  3, 6,  10, 15,  21,  25,  27,  27,  25,  21,  15,  10,  6,  3, 1. 
3)ie  Seilte  A  l^at  6n  — (n— 1)  =(5ii  +  l)  ©lieber,  weil 
ber  niebrigfle  9Burf  mit  n  SQBürfeln  =  n  unb  ber  ]^ö(^fte=6n 
ift.    3n  xf)x  jeigt 
ba^  erjie  ©lieb,  wie  oftmal  n  Äugen  geworfen  werben; 

jweite    „        „       „         (n+1)     „  „ 

)        n  tt  w 


britte     „       „       „         (11+2: 
m*^        „       „       „   (n+m— 1) 


„(5n+l)*S,       „       „        (5n+n)     „ 

aSerbinbet  man  mit  bem  SBurf  (n  +  m— 1),  ber  q  mal 
öorlomme,  jebe  ©eite  beS  l^injufommenben  SBürfelS,  jo  fann 
bieä  mit  jeber  ©eite  q  mal  gefci^el^en.  9lber  alöbann  wirb 
aus  n+m— 1  ber  2Burf  (n+m);  (n+m+1);  (n+m+2); 
(n+m+3);  (n+m+4);  (n+m+5);  Je  nac^bem  bie  Seite 
1,  2,  3,  4,  5,  6  be§  l^injugefommenen  SQBürfelS  mit  bem 
SBurfe  (n  +  m— 1)  öerbunben  wirb,  ^ierburd^  önbert  \\i^ 
nun  jwar  bie  Slnja^l  ber  9lugen,  aber  niddt  bie  2tnäa]^l  ber 
gäfle,  unb  l^ierauS  folgt  ä^B'^i^'  ^^%  wian,  um  au§  ber 
^eil^e  A  bie  SRei^e  B  l^erjuleiten,  jene  jedesmal  fo  unter 
einanber  fd&reiben  muffe,  baß  man  bei  jeber  Sieil^e  eine 
©teile  weiter  naij^  red^tS  gel^t.  S)ie  Steige,  weld^e  auS  ber 
Summe  jeber  fentred^ten  ßolonne  entftel^t,  wirb  bie  gejud^te 
«ei^e  B  fein.  ®a  für  jwei  aOßürfel  bie  3lei]^e 
A=l,  2,  3,  4,  5,  6,  5,  4,  3,  2,  1  ift, 
fo  ift  für  3  SBürfel  bie  Sleil^e  B  gleid^ 

Stolanb,  ^(nflöfnngen,  in.  9 
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1,  2,  3,    4    5,    6,  5,  4.  3,  2,  1 
1,  2,    3,    4,    5,  6,  5,  4,  3,  2,  1 
1,    2,    3,    4,  5,  6,  5,  4,  3,  2,  1 
1,    2,    3,  4,  5,  6,  5,  4,  3,  2,  1 
1,    2,  3,  4,  5,  6,  5,  4,  3,  2,  1 
1.  %  3,  4,  5,  6,  5,  4,  3,  2,  1 

1,  3,  6,  10,  15,  21,  25,  27,  27,  25,  21,  15,  10,  6,  3,  1 

gfragt  e§  fid^  nun,  wie  grog  bie  Salörffä^cinlidp^^W  tfl,  mit 
3  SBürfcIn  3  ju  merfcn,  fo  liegt  l^ier  nur  ein  günjitger 
fjatt  unter  216  ?Jäflen  bor,  mitl^in  iji  bie  SBal^rfiä&einliiä&feit,  3 
ju  merfen,  dfo  w  =  V216.  ©oDcn  aber  5  3[ugen  geworfen 
werben,  fo  finb  unter  216  gfäDen  6  günftige;  bal^cr 
w  =  Vaie  =  Vse.  S^ür  7  Stugen  gibt  e§  unter  216  gftflen  15 
günftige,  olfo  ift  hierfür  bie  aBa]&r|d6einIi(^Iett  w=*V2i6=V72. 

®rei  gleid^e  3ö^I«n  lönnen  nur  auf  6  berjij^tebette  3lrten 
geworfen  werben,  nämlid^  3  ginfcn,  ober  3  S^eier,  3  ®reier, 
3  SBicrer,  3  fjünfer,  ober  3  ©ed^fer  unb  jeber  biefer  SQ3ürfe 
iji  nur  einmal  möglti^;  folglid^  ift  bie  SBa]^rfc!t>^inIid^!eit 
für  einen  ^af4  alfo  w  =  Vaie  =  Vse. 

JRit  2  SBürfeln  lönnen  auf  6  berfij^iebene  9lrten  jwei 
glei(3&e  S^^Ien  geworfen  werben  unb  bei  jcbem  biefer  SBürfe 
!ann  ber  britte  SQßürfel  eine  ber  5  übrigen  Seiten  jeigen. 
5Jun  gibt  e§  15  ^äfle,  wo  bom  erften  unb  jwciten,  ober 
Dom  erjien  unb  britten,  ober  bom  jweiten  unb  brüten  SBür« 
fei  jwei  gleiij&e  ga^I^n  geworfen  werben  !önnen;  treten  nun 
ju  iebem  biefer  3  möglid^en  S^öfle  bie  Slugen  beS  britten 
l^inju,  fo  entftel^en  baburd^  3.5  ober  15  8fäfle;  mitl^in  Rnb 
15.6  ober  90  gäfle  möglid^,  bofe  unter  ben  geworfenen 
3al^Ien  jwei  gleid&e  fein  werben  unb  bie  britte  bon  biefen 
berfd^ieben  ift.  ®ie  SBal^rfd^einlidöIeit  be§  Eintreffens  ijt  alfo 

®ie  9Inja^I  ber  gföfle,  in  weld^en  aUe  3  geworfene  Sohlen 
bon  einanber  berfd^ieben  finb,  wirb  burd^  bie  SBarialionSformel 
jur  3.  Klaffe  o^ne  aOßieberl^oIung  auögebrüdft  nad&  §.  456 
9lummer  21.  es  iji  nämlid&:  V(6)=6.5.4=120;  l^iernad^ 

8 

finb  unter  516  möglid^en  gfäflen  120  günftige,  bal^er  bie 
SQSal^rfd&einlid^feit  be§  Eintreffens  w  =  ^^V^ie  =  V9. 

©oÜen  3  auf  einanber  folgenbe  3ciWen  geworfen  werben, 
fo  lönnen  bieS  leine  anbern,  als  folgenbe  4  3öl&Ien  fein; 
nämlid&:  123,  234,  345,  456.  5Run  !ann  jebe  ber  4  ga^len 
auf  1.2.3  =  6  berfd^iebene  9lrten  geworfen  werben,  ba 
jeber  ber  3  Sßürfel  bie  3ö^l^n  1,  2,  3,  geben  lann  unb 
weil  baffelbe  bon  ben  3  übrigen  3^1^«  flitt/  f^  P«^  ^\^ 
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unter  216  gäHen  4.6  =  24  günflige;  folgfii^  tp  bte  frag-« 
Ii(^e  SQBü^rfd&einlidJfeit  w  =  "/«x6  =  V». 

®ic  «nja^I  üUer  tnöglld^cn  SBürfc  mit  4  Sffiürfeln  ift 
no(i&  Jiummcr  5  glcid^  6*  =  1296.  ©ud^cn  »ir  jc^t  bie  bem 
eintreffen  gflnpigen  SfäHe  ju  beftimmen,  fo  jtnben  toir  mit 
Sejug  auf  baS  oben  ©efogte,  bog  mit  4  SBürfeln  geworfen 
toerben  lönnen: 


4|5|  6  1 7  I  8 1 9 110|  11 1 12  1 13  1 14 1 15  1 16 1 17  |18|19  20,21|22|23|24jaugen 


1|4|10|20|35|56|80|104|125|140|146|140|125|104|80|56  35|20|10|  4 1 1  |mal 


SBßenn  alfo  mit  4  SQSürfeln  9  gemorfen  »erben  foH,  fo 
finb  unter  1296  möglid&en  gäßen  56  günjHgc;  foIgIid&  ifi 
bie  SDßal&rfd&einItdJIeit  w  =  *Vie»6  =  Vi«2. 

7.  a)  ©inb  unter  n  mögli(^en  gäHen  mi  einem  gett)iffen 
greigniffe  gfinftig,  m«  einem  jtoeiten  unb  ms  einem  britten, 
fo  ift  bie  änjal^l  ber  günftigen  gfölle  %U\(S)  mi  +m2  +  m8; 
folgli^  iji  bie  aSBal^tfi^einlidöfeit  W,  bofe  boS  eine  ober  boS 
onbre  ber  3  greignijfe  eintrete 

n  n       n       n 

ober  toenn  —  =  wi,  y~^^'  ""*^  n"'^^®'  ^^  ^^ 

W  =  Wi+Wa+Ws. 
Die  SBal^rfii&einliAfeit  olfo,  bafe  bon  brei  t)on  einanber  unab» 
l^ängigen  greigniffen  irgenb  einer  ber  günjiigen  tiHüt  ein- 
trete, toirb  gefunben,  mnn  man  bie  ©umme  ber  3Safjx^ 
f(^einlid^feiten  aller  eingelnen  Sreigniffe  fud^t. 

7.  ß)  man  fud&ejunäi^ft  bie  SBo^rfiä&einlid&Ieit  Wi  mit  2  SQSür^ 
fein  in  einem  SBurfe  7  ju  werfen;  bann  bie  SBol&rfd&einliiä&feit 
W2  mit  ebenfo  öielen  SBürfeln  in  einem  SBurfe  8  unb  enblid^ 
Ws  in  einem  SBurf e  9  m  toerf en.  3la^  ber  Sabelle  in  Stummer 
5  finb  bie  günjiigen  gföfle  7,  8  ober  9  ju  toerfen,  beiügli(^ 
6,  5,  4;  folglld^  ift 

Wj  =  Vse  ==  Ve ;  Wa  =  Vse  Unb  W8=  Vse  =  Vo ; 
mitl^in  ip 

8.  S)ie  Slnja^I  aDer  möglid&en  SBürfe  mit  8  SBürfeln  iji 
6»=  1679616;  bie  3lnja^I  ber  günjiigen  gfätte  für  bie  ein^ 
jelnen  2Bürfe  ift  in  folgenber  Tabelle  entl^alten: 
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8     9   1  10  1  11  1  12  1  13  1 

14    15  1  16    17   klugen 

1     8   1  86  1  120  1  830  |  792  | 

1708  3868  1  6147  10480  mal 

18    19  1  20  1  21  1  22  1  23  1 

24    25    26    27   «tugen 

16808  25488|  36688,  50288|  65808|  82384| 

98813  118688|l25588  138288  mal 

28    29  1  30  1  31  1  82  1  33  1 

84    35  1  36    87   klugen 

135954  I33288|l25588|ll3688|  98813]  82384| 

65808|  50288|  86688|  25488  mal 

38  1  39  1  40  1  41  1  42  1  43  1 

44  1  45  1  46  |47|48  ^ugen 

168081  10480|  6147  3368  |  1708  |  792  | 

330  1  120  1  36  1  8  1  1  1  mal 

Solan  fielet  a\x8  biefcm  ©(J^cmo,  wie  ouS  ben  frülöern,  büfe 
ber  erfte  unb  le^te  SBiirf,  fo  tüie  bic  bon  bcnfelben  glciil 
mit  entfernten,  je  jmei  unb  gtoei  SBürfe  auf  gleid^  biel 
9lrten  l&erbeigefü^tt  »erben  lönnen.  gferner  folgt  l^ierauS, 
ba6  ber  günftigen  gäfle  8  ober  48,  ferner  9  ober  47  unb 
10  ober  46  ju  toerfen  6ejügtt(|  nur  1,  8,  36  finb;  weS^alb 

Wl  =  Vl679616;  W2  =  ®/l679»16  =  V2099B2  UUb  Wg  =  ®Vie79616 

=  V466B6.  3)ie  aiusfidjjten  für  ben  S3efifeer  be§  @l)iele§  ftnb 
bemnadj  bie  aflergünftigflen. 

S)a  fici^  bie  aOßal^rfci&einlid^Wt  beS  @})ielerö  ju  geloinnen, 
toie  1 :6^  berl^üü  unb  ber  Sinja^  genau  ber  SBal^rfd^einlid^teit 
proportionirt  fein  mu§,  io  loirb  ber  Sefi^er  beS  ©pieleS, 
wenn  ber  ©pielenbe  1  Äreujer  einfe^t,  bie  Stummem  8 
unb  48  mit  einem  ©egenjianbe  befejen  muffen,  ber  einen 
SCßertlb  Don  6®  ftreujern  l^at.  3n  biejem  galle  toürbe  ber 
2Bert9  bes  ©egenftanbeS  bem  @infa^  entfpred^en.  9lun  toitt 
aber  ber  ®efi^er  bes  ©pieleS  1000  %  gewinnen,  b.  %  er 
tt)ill  11  mal  weniger  einfe^en  als  er  foll;  mitl^in  beje^t  er 
bie  fraglid&en  5Rummern  mit  ©egenftänbcn,  bie  nur  einen 
SBertl^  bon 
1679616: 11  =  152692  ftrj  =  1526,92  ®lben  ^aben. 

Sie  2öa]örf(3&einli(i6feit  9  ober  47  2lugen  ju  werfen  ijt  bem 
SSerpItniffe  1:209952  gleii^,  alfo  befej^t  ber  »efi^er  beS 
©<)iele8  biefe  9lummern  mit  ©egenftänben  bon  209952:11 
=  19086ftrj.=190,86®IbenanSBert^.  9luf  bieSlummern 
10  unb  46  wirb  er  bal^er  fefeen:  46656:11  =  4241  ftrj. 
=  42,41  (SIben. 

|)ierauS  ge^t  l^erbor,  in  wie  großem  ?Rad^tl^eiIe  fld^  ber 
©<)ielenbe  bem  Sefi^er  beS  ©<)iele8  gegenüber  befinbet,  ba  in 
allen  berartigen  ©pielen  bei  ^öd^flgeringer  aBa^rfd^einlid^feit 
JU  gewinnen,  ber  SBertl^  be§  ©egenftanbes  bem  ginfa^e, 
wie  gering  berfelbe  aud^  oft  fein  mag,  burd^aud  niddt  entfpri^t. 

9.      ©inb  in  einer  Urne  3  fiä^warje,  2  weiße  unb  5  rotl^e 
Äugeln,  fo  lönnen  3  Äugeln  auf  fo  biel  berfd&iebene  Slrten 
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gejogen  »erben,  afe  p^  3+2+5  =  10  ju  3  combiniren 

laffen,  ^-  i-  (  3  |=  120  mal.  ffiofiei  tarn  jcbe  ber  fd^toar- 

jen  ftugeln  mit  jeber  ber  loeifeen  unb  jugleid^  oud^  mit  jeber 

ber  rotl^en  L  VlVlW  3.2.5  =  30mal  bereinigt  bor* 

lommen;  bal^er  |tnb  ber  günjtigen  gfäHe  30  unb  ber  mög« 
lid^en  120 ;  foIgIi(j&  ift  bic  SBa^rJd&einUci&feit  auf  einen  3ug 
1  ji^toarje,  1  meifee  unb  1  rotl^e  ftugel  l^erauS  ju  nehmen, 
alfo  w  =  »0/120  =V4. 

10.  Der  möglichen  gäHe  3  ffliätter  ju  giel^en,  gibt  eS  fo  öiele, 
als  [\ä)   bie   52  Slätter  ju  3    combiniren   laffen,   alfo 

C(52)  =  ^|^%^  =  22100.  9lun  enthält  baS  Äartenf})iel 
13  eocutS,  mläit  C(13)=^J^^4^=286  Sombinotionen 

3  1  .  J  .  O 

ju  3  geben  unb  bieS  pnb  bie  günjiigen  gfäHe;  folglid^  ift 
bie  SBal^rfd^einlid^feit,  bag  bie  3  gezogenen  ftarten  @oeurd 
finb  ober 

11.  2luö  ben  52  »Wttem  lonn  man  auf  C(52)  =  ^^ 

=  1326  berfd^iebene  Slrten  2  Slötter  ^erauSjiel&en.  9lun 
enthält  baS  ftartenfpiel  in  Jeber  garbe  3  Silber  unb  1  316 
unb  meil  iebes  S3ilb  unb  316  für  11  gelten  foK,  4  »lälter 
ä  11  3lugen  in  aOen  4  Farben,  alfo  16  Slötter  ä  11  Singen; 
l^ierju  lommen  nod&  4  SSlätter  k  10  3lugen,  ©ollen  nun 
bie  beiben  gejogenen  SStätter  21  3lugen  geben,  fo  muß  1 
3el&nerblatt  nebft  1  Silbe  ober  1  316  gejogen  »erben.  6S 
fragt  [xä)  nun,  mie  oft  bieS  ber  gaü  jein  lann.  Sie  gfinftigen 
Sofie  ergeben  [xäi  offenbar,  menn  mir  bie  3lnjal&l  aller  SBaria« 
tionen  für  bie  ßlementenmengen  4  unb  16  fud^en ;  biefe  ift 
nad&  §.  456  5Rummer  17  gleid^  4.16  =  64;  mitl^in  ift 
bie  fraglid^e  aoßal&rfij&einlii^feit  ober 

w  =  «Vi826  =  "/ees  ober  nalöeju  V21. 

12.  ßombinirt  man  90  jur  5.  ©laffe  ol&ne  SBieberl^öluna,  fo 
erhält  man  al§  Slnjal&l  aller  mögüij^en  SföHe  für  baS  3luS» 
jiel^en  Don  5  5Rummern 

n/ftAN      90 .  89 .  88 .  87 .  86 

r^^^=     1.2.3.4.5" 
Sefe^t  man  nun  eine  einjelne  Stummer,  bie  mit  4  anbern 
berbunben  l^erauSlommen  lann,  fo  ift  bie  Slnjal^I  ber  gün- 
fligen  QfäHe 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    134    - 

n/om- 89-88.87.86 
9^^^-     1.2.3.4  ' 
39lit]^in  tft  bie  SBal^tf^etnli^feit,  ba$  eine  ber  5  9{ummern 
]§etau3lomme, 
,.  89.88.87.86  90.89.88.87.86      ,  „,       ,    ,,, 

"'J"  ^'=  1.2.3.4-'-  1.2.3.4.5-==^'-^/'>  =  ^^^^- 
Semgemäg  tnfigie  bet  @mfa^  im  gfaDe  bed  @eminnenS 
18  mal  bejal^It  toerben;  bie  Sotterte  bejal^It  i^n  aber  nur 
15  mal ;  mithin  Umt  fic  Vis  =  Ve  t>on  ber  auSjujalökn* 
ben  ©umme,  toa^  Ve  •  100  =  löVs  7o  auSmaiJ^t. 

©efet  man  auf  eine  SHmbe,  fo  »erben  2  Jiummern  mit 
3  anbern  auf 

C(90-2)=§|:J|f. 

t)etf($tebene  WAtn  betbunben;  in  biefem  gfaOe  iß  bie  fEiafff 
f(!^einnd(|Ieit  be3  @ett)inneS 

_88. 87.86  90.89.88.87.86 
^*—   1.2.3  •     1.2.3.4.5 

=  1 ;  ^^  =  2 :  801  =  1 :  400,5. 

4.0 

amgöHe  beS  ©etoinnenS  müßte  alfo  ber  ginjafe  400,5  mal 
auSbe^al^It  »erben;  bie  Sotterie  be^al^It  aber  nur  bad  270« 

fad&e,  be^tt  alfo  baS  ]^=  •"/soi  fad&e  für  P4  m^ 

««Vsoi .  100  =  32W/8»  Vo  ju  toenig  iji. 

2Berben  3  Slummern  befe^t,  fo  »erben  biefe  mit  2  an«» 
bern  combinlrt  auf 

0(90-3)  =  ?^ 

öerfiJ^iebene  Slrten;   foIflIi(i5  iji  bie  SBa^rfd^einlid^feit  be« 
©eminnes 

_ 87.86  90.89.88. 87. 86_-    90.89.88 _,   ^.„.^ 
^'-T72"-    1.2.3TiT5~-'^-"3:4:5~""-^'"^^^^^- 
®er  ©etoinner  einer  SEerne  müßte  feinen  6infa|  alfo  11748 
mal  belommen;  man  jal^It  il^m  aber  benfelben  nur  5500  mal, 
»aS  «2*Vii748 .  100  =  53^89/3937  ober  53 Vs  7o  iu  »enig  ift. 
aSier  Stummem,  bie  befe§t  »erben,  fönnen  auf  90—4 
=  86  öerfd^iebene  9lrten  mit  einer  fünften  berbunben  »er« 
ben;  folglid^  iji  bie  SGßal^rfd^einlid&feit  beS  ®e»inne8 
86    90.89.88.87.86      -   90:89.88.87      ,   ^...^^ 
^^  =  T-      1.2.3.4.5      =l^^-23:4X-  =  ^-^"^^^- 
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©tatt  bcn  (Sinfal  511038  mol  ju  bego^Ien,  jol^It  tnon  i^n 

nur  75000  mal  unb  nimmt  bcmna($  *«®^*V6iio88 .  100  = 

85^%2oVo  ®ctt)mn. 

tJüwf  3ö5I^n  bilben  eine  Ouinterne  unb  90  Sagten  aeben 

90.89.88.87.86       .oa.ao^o  r^  .  x  w  ^      .« 

— ^  g  g  ^  g      =43949268  Ouinternen;  ba^er  ift 

W5  =  1 :  43949268. 

12.  ß)  SP  bie  Slnjal^I  ber  Slummern  =  n  unb  foflen  bei  jeber  3ie» 
l^ung  r  9{ummern  gebogen  tuerben,  fo  gibt  bie  Kombination 
Don  n  glementen  jur  r*««  ßlaffe  ol^ne  SDßieberl^oIunfl  bie 
9(nga^I  allet  möglid^en  SfäQe.  2)teie  betragen  na^  §.  455. 8.a) 

C(n)  =  °(°-lX"-2).-.(°-(r-l))^(n\ 
r  l.J.ö r  \r/ 

SQSerben  nun  a  9iummern  befej^t,  fo  fönnen  biefelben  mit 
(n— a)  übrigen  combinirt  »erben  unb  jtoar  jur  (r— a)*«» 
Klaffe;  mithin  iji  bie  fflnja^t  ber  günfligen  QfäHe 

foIgIi(^  ijt  bie  fragli(]^e  SBal^rf^einltd^Ieit 

W=_S.-.„C(n,=(»-:):(;} 

13.  SBenn  unter  N  mögli.d^en  gäHen  n  gätte  für  baS  Kreignife 
A  unb  n'  SfäDe  für  baS  ©reignife  B  günftig  finb,  fo  ftnb 
unter  n+n'  gäflen  n  göfle,  in  »eli^^en  A  unb  n'  gfäHe, 
in  toelij^en  B  eintritt;  alfo  ift  bie  relatibe  aBa^rfd&einlid^teit 
für  A,  b.  1^.  bie  SBa^rfd^einlld^Ieit,  bafe  unter  ben  6reig» 
niffen  A  unb  B  baS  ®relgniB  A  eintrete 

n  N  w 


n+n' 

n' 

w+w' 

n' 

N 

w' 

n+n' 

n     n' 

w+W 

unb  für  B    — r-.  =  - 
'        .    n+n'     1 

N  'N 
menn  w  unb  w'  bie  abfoluten  SBal&rfd6einli(ä&feiten  ber  bei« 
ben  S^ftHe  A  unb  B  beaeid^nen.  3Äan  erl^ftlt  alfo  bie  rela- 
tive SBaJ^rfd^einlid&Ieit  eines  gafleS  einer  3lrt,  toenn  man 
feine  SBal&rf(|einli(|feit  bur(^  bie  ©umme  au8  feiner  SSJal^r« 
fd&etrtlid&feit  unb  ben  SBa^rfd^einlid^Ieiten  ber  gfölle  anbrer 
3lrt  biblbirt. 
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14.  3n  betUtne  kfinben  ^äi  7+5+9+14  =  35  Äugeln  unb 
toeU  2  Äugeln  i^etausgenommen  wetben  follen,  fo  i{}  bie 
^nja^I  aQet  glei^  möglichen  gölle  glei^ 

C(35)=?^  =  595. 

SBeil  nun  eine  toeifee  unb  eine  blaue  ftugel  jid6  7.9  =  63 
mal,  bagegen  eine  f^^atje  unb  eine  rotl^e  ftugel  14.5  = 
70  mal  Darüren  lajfen,  fo  iji  bie  SBal^rfti&einlii^feit  für  baä 
©erauSjiel^en  einer  weiften  unb  einer  blauen  Äugel,  alfo 
w  =  «V696  unb  einer  fd&toarjen  unb  rotl^en  ftugel,  alfo 
Wi  =  '^V696;  folgli^  ift  bie  relative  SBal^rfd^einlid&feit,  eine 
meifte  unb  eine  blaue  ftugel  l^eraudiu^iel^en,  alfo 

•wxr __Ü/m8___ 63        _  g  . 

^~«V595  +  '7596~63  +  70-    ^"' 

®ie  SGßal^rf(]^einIid^feit,  e^er  eine  fd&ioarie  unb  eine  rot^e 
fiugel  }U  ergreifen,  alfo 

70 
"^^^  63+70  =  ''/'•• 
C)ierna(^  iji  alfo  Wi>V2/  bagegen  W<V2;  folglid^  iji 
Wi  »al^^fd^einlii^er  als  W. 

15.  6ine  ungrabe  Änjal&I  ober  Un<)aar  toirb  genommen,  toenn 
man  1  ober  3,  ober  5  ober  7  ober  überhaupt  2m +1  nimmt. 
®emna(]6  geben  offenbar  alle  ©ombinalionen  mit  ungerabem 
ßtaffeneponent  bie  Änjal^I  aDer  Unpaarjal^Ien.  @e|t  man 
bal^er  bie  ^njal^I  aller  möglichen  ^äöe  unter  7  fiugeln  Un« 
paar  ju  greifen,  gleici^  ü,  fo  ift: 


<"  -<HKK} 


@ine  grabe  Sujal^I  ober  ^aar  toirb  genommen,  wenn  man 
2,  ober  4,  ober  6  ober  übcrl^aupt  2m  nimmt.  S)a]per  geben 
QÜe  Kombinationen  mit  grabem  Slaffeneiponent  bie  Slnja^l 
afler  ^aargal^len.  SBejei^net  man  bal^er  mit  P  bie9lnja^I 
ber  göHe,  unter  7  Äugeln  ^aar  ju  greifen,  fo  ift: 


'^>-GKK}- 


Sbwc^  ^bitton  unb  @u6ttaftion  bet  ®(etii^ung  (2)  unb 
(1)  toirb: 

(s,p.ü=.(J).Q.Q.Q,Q.Q4),.. 

=  ±  7+21  ±  35  +35  ±  21 + 7  ±  1  =  63  ±  64. 
5lbbiren  toir  ju  beiben  ©eiten  ber  ®l.  (3)  1,  fo  toirb: 
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(4)  P±ü+l  =  64±64  =  (l±l)^. 
hieraus  folgt,  je  nad^bcm  boS  obere  ober  untere  ^tiäftn  gilt : 

(5)  P+U+l  =  2^  unb  (6)  P-Ü+1  =  0. 
6S  tji  ba^er  bie  «nja^I  aller  möglicijen  gfälle  ?aar  ober 
Unpaax  }u  greifen  : 

(7)  P+ü  =  2^-l  unb  (8)  P-ü  =  -l. 
«US  (7)  unb  (8)  folgt  burdft  «bbttlon  unb  ©uWraftton: 

P  =  ?!^  =  2^-1-1  =  2«- 1 

ü  =  1^  =  2^-1  =  2«. 

©inb  ba^er  bic  bejügli^en  SOBaJ^rfd^emlt^feiten  für  ?aar 
unb  Unpaax  w  unb  Wi,  fo  ift: 

2«— 1      ^  2« 

w  =  ,r= — =-  unb  Wi=, 


2^—1  ** '     2^  —  1 

®te  Ie|te  aBoJ^rfd^einlid^fett  ifl  dfo  Jmmer  größer,  als  ble 
erfle  unb  eS  Der^olten  fici^  bie  beiben  äBal^r{(i^etnlt${eiteu  tote: 
P:U  =  (2«— 1):2«  =  63:64. 

16.  a)®ieSQ8a]^rf(i6einli(i6!ettifleinfa4  toenn  nur  eine  SBol^r- 
fd^einlici^Wt  betroci^W  mirb;  jutammengefeftt  aber,  »enn 
mehrere  einfädle  SBal^rfci^einlid^Ieiten  in  Setrad^t  lommen. 
5)ieS  lann  auf  Derfd^iebene  3lrten  gejd^cl^en,  ba  eS  benn  ebcnfo 
öerfd^iebenc  Slrten  ber  jufammengefe^ten  SCßal&rjci^einlid&Ieit 
gibt.  ©0  liefert  Stummer  7  ein  Seijpiel  einer  2lrt  ber 
jufammengefe^ten  ffla^rfd^einlid&Ieit,  mo  burd^  9lbbition  ber 
abfoluten  SBaörfd^einlid^Wten  bie  Sffia^rfd^einlici^feit  für  baS 
gintreffen  beS  einen  ober  anbern  greigniffeS  gefunben  mürbe. 
SBenn  aber  ein  ma^rfd^einlid&er  6rfoIg  crft  Don  einem  anbern 
ebenfalls  maW^S^inli^en  Erfolge  fo  ab^änat,  bafe  öon  jmei 
Derjd^iebenen  gfällen,  nad^bem  ber  erfte  fd^on  erfolgt  ijt, 
ber  anbere  p^  jutrage,  fo  ift  bieS  eine  jjufammengefe^te 
SBal^rfdöeinlidgileit   anberer   9lrt.    SBenn  j.  S.  Don  jmeien 

@reigmffen  bie  Sffial^rfd^einlidjfeit  beS  erfien  gleid^  ^  mi^  i){e 

bes  anbern  gleiij^  -  ifl,  fo  ift  bie  SQßal^rfd^eintid^feit  ba6  beibe 

s 

(Sreigniffe  jugleid^  pottfinben,  auS  ben  aSJa^rfd&einli^Ieiten 
beiber  greigniffc  burd^  SKultiplication  ber  abfoluten  Sffial^r- 

fd^einlic^feiten  jufammengefe^t  ober  gleid^  ^-    ®enn   ein 

jeber  Don  ben  q  gällen  beS  erjien  ©reigniffeS  fann  mit  jebem 
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bet  s  gfäOe  beS  jtDetten  Steigmf[e9  {ufamtnentteffen;  alfo  ift 
bte  SlniQl^I  ber  gfölle,  too  jtoei  Derfc^iebene  Sreigniffe  ju« 
fontmentteffen  fönnen,  gleid^  qs.  ^et  möglid^en  ^älle  gibt 
e3  alfo  qs.  @tn  )ebet  bet  p  gfälle,  toel^e  fflt  baS  erfte 
Sreigni^  gflnftig  {tnb,  lann  mit  jebem  ber  r  gfinftigen 
pfälle  beS  jtoeiten  greigniffeS  }u  gleid^er  3«K  gefd&el^en,  alfo 
\^  bte  9n}a^I  bet  gUnfligen  gfäOe,  mläft  bie  beiben  Steig» 
nif[e  jugleid^  geben,  gleich  pr;  folgüd^  ifl  bie  SSal^tfd^einlicl« 
feit,  ba|  bie  beiben  ©teigniffe  juglei^  fid^  eteignen  toetben, 

w  =  5-.  asütbe  }U  ben  2  ©teigniffen  nod^  ein  btitteS  l^inju« 
qs 

tteten,  beffen  SHJal^tfdöeinlid^feit  gleid^  —  toftte,  fo  toütbe  bie 

SBal^tfd^einlid^feit  ffit  bad  ju  gleitet  Seit  ftattfinbenbe  @in> 

tteffen  bet  3  gteigniffe  gleid^  ^^  fein. 

uqs 

16.  ß)  äuS  bem  eben  ©efagten  folgt,  bafe,  »enn  mel^tete  gteig» 

niffe  einanbet  gleici^  unb  bie  besügli^en  SBal^tf^einlid^Ieiten 

2,  -,  -  . . .  flnb,  beten  «nja^t  n  bettägt,  f o  iji  bie  SBa^t- 

fd^elnli^feit,  bafe  bas  ßteigni^  baS  etjie^  jmeite« . . .,  n*' 

mal  Pattfinbet,  glei(^  ^--    gut  p  =  r  =  s  etl^ält  man 

bie  Sffial^tfd&einli^leit,  bafe  alle  biefe  ßteigniffe  jufammen= 
gef^e^en  obet  maS  baffelbe  ift,  bag  ein  @teigni|  mit  bet 

SBa^tfd^einlid^Ieit  5  nmal  l^inteteinanbet  eintteten  loitb, 


m  ©" 


17.  a)  ©ejeid^nen  w  unb  w^  beiflglid^  bie  SSßalötfdöeinfld&feiten 
jmeiet  ßteigniffe  A  unb  B,  fo  ift  bie  entgegcngefe^tc  SBal^t« 
f^einlid^teit  füt  A  gleid^  1  —  w.  S)a  nun  B  nut  in  bem 
gfalle  ftattfinben  !ann,  menn  A  nid^t  einttlfft,  fo  ifi  bie  ju« 
fammengefe^te  Sffia^tfd^einli^feit  ffit  baS  ßintteffen  Don  B 
gleliä^  (1  — w)w'. 

17.  ß)  Sie  SBa^tf4ieinlia&!eit  füt  baS  5Ria&t=:6intteffen  bon  B 
ift  gleidö  1  — w';  fotglid^  ift  bie  SBal^tfiäöeinlici^feit  füt  baS. 
gintteffen  toonA  glei$  w(l  — w'). 

17.  y)  2lug  a)  unb  ß)  folgt,  bafe  bie  entgegengefe^te  SBal^t» 
{(^einlid^feit  füt  ba§  gintreffen  bon  A  glei(|  1— w  unb  füt 
B  gleidö  1— w',  mithin  ift  bie  entgegengefefete  SQßabtf^ein« 
l\ä)U\t,  ba6  webet  A  noii)  B  eintreffe,  gteid^  (1— w)(l— W). 

17.  d)  3)ie  SBa^tf^einlid^leit,  bag  bon  A  unb  B  koenigfieni^ 
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6iw8  eintreffe,  ift  bie  ©utnme  Detminbert  um  bo3  ^robult 
ber  SBaJ^tid^emlid^feit  beibet  grcigniffc.  ©tnb  nun  w  unb  w' 
bie  SBal^rfd^einlic^Ieiten  bet  beiben  Steigniffe  an  unb  für 
fi4  fo  ift  naäi  a)  bie  jufQUimengefeJte  2Baörf$einIid&!eit 
für  baS  gintreffen  bon  B  gWid^  (1— w)w'.  SBeil  nun  aber 
ha^  erjte  ober  bo(^  bad  itütitt  Sreigni^  eintreten  foQ,  fo 
iji  bie  SBaJ^rfd^einlid^feit  l^ierfür  nad&  Stummer  7.  a)  ober, 
»enn  »ir  biefclbe  mit  W  bejeicijnen: 
W  =  W+(l  — W)W'  =  W+W'  — W.W'  =  1  — (1— w)(l— w'). 
Ober:  9lad^  y)  ift  bie  SSaJ^rfd^einlid^Ieit,  bag  ti)eber  A  no$ 
B  eintreffe,  %Uiii  (1— w)(l— w');  alfo  iji  bie  entgeaen« 
gefegte  2ßal^rfd^einli(|leit,  bag  bon  A  unb  B  toenigflend  @me3 
eintreffe  ober 

W  =  l-(1  — W)(l  — W')  =  W+W'— W.W'. 

18.  TOit  1  SQBürfel  ßnnen  6  möglid^e  gfäfle  unb  nur  1  günftiger 
gfaU  ftattfinben;  folglid^  ift  bie  SBa^rfd^einlid^leit,  biefelbe 
3a^l  1,  2,  3,  4 . .  nmal  ju  toerfen,  bejüglid^  gleid^  ^U, 
(V6)^(V6)^(V«)^•.(V6)'^na(i  16 /J). 

Sei  bem  ©piele  ihon  ober  ®d[|rift  ift  bie  abfolute  SQßal^r» 
fd^einli^Ieit  gleid^  V«;  folgü^  ift  bie  SBal^rfd^einlid^Ieit, 
Äron  ober  ©^rift  1,  2,  3,  4 . . .  nmal  ju  toerfen,  bejüglid^ 
V«,(V«)^(V«n(V2)*...(V2)». 

19.  a)  ®a  mit  2  SßJürfeln  überhaupt  nur  62=36  berfd^iebene 
Sffiürfe  ftattfinben  fönnen  unb  9  mit  2  SQßürfeln  auf  4 
unb  8  auf  5  t)erf(5iebene  Sitten  geworfen  »erben  lönnen 
nad^  b.ß),  fo  flnb  l^ier  bie  einfacijen  SCßa^rf^einli^Ieiten 
jebe  für  fld6  be^üglid^  */86  =  V9  unb  Vse-  3)a  bie  abfolute 
2Bal^rf(äöeinIi^!eit  beS  jtoeiten  gfalleS  Vs«  ifl,  berfelbe  aber 
auf  bem  erflen  felbft  nur  ma^rfcijeinlid^en  gfalle  berul^t,  fo 
mug  feine  SBal^rfd^einlid^Ieit  in  eben  bem  3Rage  abnel^men, 
in  melci^em  bie  SBal^rfd^einlid^Ieit  bed  erften  ^aQeS  abnimmt 
unb  fann  foIgIi$  nid^t  me^r  Vse,  fonbern  nur  V9.V86= 
V8«4  betragen. 

19.  ß)  9la^  a)  ift  bie  SQßal&rfa&einliciJfeit,  mit  2  SBürfeln  auf  ben 
erften  SBurf  9  unb  auf  ben  jtoeiten  8  ju  »erfen,  bej\üglid^ 
Vse  unb  Vse;  alfo  ift  nad^  17.  (J)  bie  fraglid^e  SDßal^rfd&ein«' 
lid^feit  ober 

Ober:  Sie  entgegengefe^ten  SBaJ^rfd^einlid^feiten  für  beibe 
ßreigniffe  finb  1  — Vse  unb  1— Vsc;  bemnadö  ift  bie  ent« 
gegengefe^te  SBaJ^rfd^einlid^feit,  bafe  oon  ben  beiben  SQßürfen 
toenigftenö  ßiner  gelinge,  alfo 

W=l-(1-V86){l-V8«)=  "/81. 

19.  y)  ©ie  SOßa^rfi^einai^Ieit,  mit  2  SBürfeln  im  erflen  SQßurfe 
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7  ju  tDcrfcn,  iji  mäf  h.ß)  glet(|^  %e=V6;  bcmnad^  ift  bic 
entgegenflefcj^tc  aBal^rfcöeinlid^Ieit  glei^  1  — 7e=:V6;  miU 
l^in  ifi  bic  SBa^rjdöcinlid&Ieit  bafe  ber  SQßutf  Don  7  3tugen 
nid^t  boS  erfte,  tDol^I  aber  ba§  gmette  SJloI  gelingt  nad^  17.  a) 
glci(5  V6.V6=V86.  3für  ben  goß  ober,  bofe  eS  aud^  baS 
jmeite  SKoI  nid^t  gelingt,  too^l  aber  baS  britte  3KaI,  ip  bie 
2Ba^rf(^einIi(^Ieit  (Ve)* .  Ve  =  "Vaie.  ©eS^alb  ifi  nad^  7.  a). 
bte  aBa^jrjd^einlidöfeit,  bafe  ber  SBurf  baS  eine  ober  onbere 
?Dlal  gelinge,   ber  ©umme  ber  günjHgen  gälle  gleid^,   olfo 

20.  ®ie  einfädle  SBal^rfc^einlid^feit  a  gu  merfen,  fei  x  unb  b  ju 
»erfen,  fei  y,  dsbann  ifi  nad^  16  bie  jufQmmengefe^te 
3BaÖrfd&einIi(|feit  bei  p  SSer jud^en  (p  —  n)  mal  a  unb  n  mal 
b  mit  p  aOßürfeln  ju  werfen,  alfo 

©iejer  SluSbrudt  gibt  inbeg  nur  eine  beftimmte  Orbnung 
ber  greigniffe.  Um  nun  alle  möglid^en  Slnorbnungcn  jU 
erhalten,  mufe  bem  9lu§bru(f  no$  bie  ^ermutationSja^I 
ber  (p  — n)  gicmente  x  unb  n  glemente  y  als  göftoren 
Dorgefe^t  »erben,  unb  biefe  ifi  nad^  §.  454.  8.  x): 

PL-.=  p(p-1)(p-2)....1 

(p— n)!n!     1.2...(p-n).1.2....n 
,p(p^p-3,..,p--„-l)),(p)  ,,^  3„,. 

®a^er  ift  bie  SBal^rfd^einlid^feit  für  baS  jufammengeje|te 
Sreignig  gleid^ 

5Run  ift  biefer  9lu§brudE  ba§  allgemeine  ©lieb  toon  (x+y)p, 
morauS  folgt,  baß  burcft  bie  ©lieber  biefeS  SinomS  alle 
l^ier  möglichen  gäfle  mit  i^ren  bejüglid^en  SQBa^rfd^einlidö« 
feiten  au§gebrürft  merben,  unb  e3  werben  felbft  bie  SBabr« 
fd^cinlid&feiten  a  unb  b  in  einer  beftimmten  Orbnung  ju 
werfen,  baburd^  auSgebrüdtt,  bag  man  überall  bie  ßoeffi« 
cienten  weglägt. 

21.  S)ie  SBal^rfd^einlid^teit,  in  bie  erfte  Urne  ju  greifen,  ift  gleid^ 
V2  unb  bie  SOBal^rfd^einlidöfeit,  bag  eine  au§  berfelben  ge* 
jogene  ßugel  weiß  fei,  ift,  weil  unter  4  Äugeln  3  weiße 
finb,  gJeidö  ^4/  ölfo  bic  SBal^rfd^einlid^feit,  baß  bie  genom» 
mene  flugel  aus  ber  erften  Urne  unb  weiß  fei,  gleid^  Va  •  V*- 
3luf  biefelbe  SQßeife  erpit  bie  SBalörfd^einlid^feit,  baß  bie  aus 
ber  iWeiten  Urne  gezogene  ffugel  weiß  fei,  ba  unter  6  Äugeln 
fid&  2  weiße  befinben,  gleid^  Va-Ve  =  72-73;  folglid^  iji  nad^ 
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7.  a)  blc  Sffial^tfci^cinli^fett,  bofe  man  butd^  einen  jufäDiaen 
®riff  an^  einer  ber  beiben  Urnen  eine  toei^e  Äugel  faffen 
toerbe,  aI|o 

22.  ©e^t  mon  bie  einfaci^e  SBol^rf^einlid^feit,  mit  2  SBBürfeln 
9  ju  merfen,  gleid^  a  unb  bie  entgegengefe^te  aSJol^rfd&ein» 
lid^feit,  alfo  eine  anbere  ^af)l  ju  merfen,  gleid^  b,  fo  bafe 
aljo  a4-b=l,  fo  merben  mä)  20  oUe  l^ier  möglidjen  gäße 
auögcbrüdt  burd^    (a4-b)2=a2-f-2ab+b2. 

SSon  bie|en  ©liebem  entfpri^t  bo§  lej^te  ber  ßrmortung 
nid^t,  benn  b*  brüdft  bie  SDßal^rjd^einlid^Ieit  an^,  jmeimol 
l&inter  einanber  etooS  onbereS,  olfo  bie  S^lfi  9  gor  nid^t 
JU  merfen.  S)ie  gejud^te  äBa^rfd^einli^feit  ifi  bol^er,  menn 
mir  fie  mit  x  beieidjnen- 

x=a«-f-2ab. 
3lm  ijt  a=V86=V9,  alfo  b=l— V»;  Wi(i^ 

X=(V9)^  +  2.V9(1-V9)='V81. 

Ober:  ®a  x=a2+2ab,  fo  ift  bie  entgegengeje^te  SBal^r» 
fcijeinlid^feit 

1  — x=b*  ober 

l~x=(l~V9)«=(l-V9)(l-V9), 
mitl^in  ifi  bie  fraglid^e  SBal^rfd^einlid^feit. 

x  =  l-(l-V9)(l-V9)=^V8i. 

23.  3la^  ben  »aumann « ©üfemiia&'fd&en  ©teröHd^feitStabeDen 
erreid^en  bon  1000  in  bemfelben  Saläre  ©ebornen  210  ^er» 
fönen  einMItcr  toon  60  unb  112  einher  bon  70 Salären; 
alfo  ifi  bie  SBaJ^rfc^einlid^feit;  bafe  nad^  10  Salären  eine 
je^t  eOiäl^rige  ^erfon  A  nod^  lebe,  alfo  w  =  "Vaio  =  Vis 
b.  1^.  t)on  15  fed^Sjigiäl^rigen  ^erfonen  erreici^en  8  baS 
ftebenjigftc  2e5cn§ia^r.  ferner  finb  toon  1000  ©ebornen 
300,  bie  ein  «Iter  bon  50  unb  210,  bie  ein  9llter  bon 
60  Solaren  erreid^en,  mithin  ift  bie  äßa^rfcijeinlid^feit,  bafe 
eine  je^t  fünfjigiäl^rige  ^erfon  B  nod^  10  3a^re  lebe,  glei(^ 
w' = 210/3^^ =7/^^^  <^ai)ex  finb  bie  abfoluten  2Ba]&rf($ein« 
lid&feiten  für  bie  beiben  $erfonen  A  unb  B  5ejügli(| 

w=Vi5  unb  w'  =  Vio. 
aWit^in  ift  nad^  16  unb  17  bie  SBal&rfd^einlid^feit 
1)  ba6  beibe  ^erfonen  A  unb  B  no(äö  10  Saläre  jufammen- 
leben,  gleid^ 

W.W'  =  Vl5.VlO=«V76  =  0,37. 

2)  2)a6  bon  biefen  beiben  ^erfonen  eine  nad^  10  Salären 
fd^on  tobt  ift,  gteid^ 

1  -.  w.w'=l-Vi6.  Vio=*Vt5=0,63. 

3)  bafe  nad^  10  Salären  A  nod^  lebt  unb  B  fd^on  tobt 
ift/  gleid^ 
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w(l  -wO=V« .  (1  -Vio)=V»=0,16 

4)  hai  na^  10  Sagten  A  fd^on  tobt  i^  unb  B  nod^ 
leM,  glei^ 

(1— v)w'=(l-Vi5).Vio=*»/i5e=V8  ca. 

5)  hai  na^  10  Sauren  bdbe  fd^on  tobt  ftnb,  gleid^ 
(l_wXl-wO=(l-Vi6Xl~Vio)=-/5o=0,H 

6)  ha%  naii  10  3o^en  toetitgßenS  rine  ^trfon  ober 
beibe  no^  leben,  glei^ 

l-(l-w)(l-w') =1  -(1- VisXl  — Vio)=«/5o=0,86. 

(©eis  §.  92.) 

§♦  460*  Um  boS  Oefefc  ber  gnttoWefung  ber  tf«  ^otenj 
be8  SinomS  x  +  a  leid^tet  ouffinben  {u  Idnnen,  toollen  toir  bod 
SBHbungSgejeft  beS  ^robufteS  mehrerer  Smome  x  +  a,  x  +  b, 

x  +  c,  x+d ouffud^en,  toeld&e  ein  gemeinfd&oftltd^eS  etjieS 

(Blieb,  abet  lauier  berfd^iebene  ^toeite  @(ieber  l^aben;  unb  itoax 
ani  bent  @tunbe,  um  bie  Xebuition  ber  gleichartigen  ©lieber  ju 
berl^inbern. 

S)aS  ^robuft  aui»  ben  beiben  binomifd^en  gfaftoren  x+a 
unb  x  +  b  ifl: 


tb> 
3)lultipliciren  toir  biefeS  ^robult  mit  x  +  c,  fo  entftel&t: 

©iefeS  ^robult,  mit  x  +  d  multi})licirt,  gibt: 

rab^ 


x+abc. 


4 


ac 


abcj 
bcd] 


bd 
Icdj 

^terauS  folgt,  bafe  ber  gjponent  bon  x  im  crjten  ©liebe  eines 
jeben  ^robufteS  ber  3lnja|l  ber  multiplicirten  äinome  gleid^  ift 
unb  boitn  in  jebem  folgenben  ®iebe  um  eine  @inl^eit  abnimmt, 
bis  er  im  legten  ©liebe  gleid^  0  getoorben  ift. 

SDBaS  nun  bie  ßoefficienten  ber  berfd^iebenen  ^otenjen  bon 
X  betrifft,  fo  ift  ber  ßoefficient  beS  erften  ©liebeS  gleid^  1.  ©er 
Soef  ficient  beS  jtoeiten  ©liebes  beftel^t  aus  ber  ©umme  ber  jtoeiten 
©lieber  ber  multiplicirten  Sinome  ober  aus  ber  Summe  ber 
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Unionen ;  ber  bcs  britten  ©licbeS  aus  bcr  ©ummc  bcr  ^robuttc 
QU§  je  2  ber  gleiten  ©lieber  ber  SJinome  ober  aus  ber  ©umme 
ber  Slmben;  ber  beS  öierten  ©liebes  aus  ber  ©untme  ber  toer«* 
fd^icbenen  ^robutte  auS  je  3  ber  jioelten  ©lieber  ober  aus  ber 
©umme  ber  Semen  ber  jtoeiten  ©lieber  a,  b,  c,  d . . .  ®aS 
le^te  ©lieb  eines  jeben  ^robultes  ift  bem  ^robulte  aller  gmeiten 
©lieber  ber  Sinome  %Uiä).  SBürbe  nod^  ein  fünfter  gfaftor  x  +  e 
^injutreten,  fo  toürben  butd^  bie  SKuItilJlüation  mit  x  bie  6jpo* 
nenten  biefer  ©röfee  um  eine  ginl^eit  er^ö^t  unb  burd^  bie  3)luÜi« 
pittation  mit  e  bie  Unionen,  Slmben,  Semen  unb  Quatemen  auS 
4  glementen  ju  ben  Unionen,  9lmben,  Semen,  Quatemen  unb  ber 
Duinterne  auS  5  ©lementcn  oerboflftänbigt  werben. 

SRan  erMIt  alfo,  »enn  man  in  ber  SRuItiplifation  fortfäl^rt 
unb  unter  2  C(n)  bie  ©umme  ber  ßombinationSformen  auS  ben 

r 

n  Elementen  a,  b,  c,  d,  e . . .  jur  r*««  Sloffe  toerftel&t: 

(x+a)(x+bXx+c)(x+d) . . . .  = 
x^+-^ C(n)x^-i  +  -^C(n)x^-2  ^  ^  C(n)x^-3  +. . . .  +2 C(n)x'^-' 

12  S  r 

+  ...+:^C(n)xi+-^C(n)xo. 

n— 1  n 

3)cn!en  tt)ir  uns  nun  in  bem  enttoicfelten  ^robufte  ber  n  binomifd^en 
gaftoren  x+a,  x+b,  x+c,  x+d, ...  bie  jmeiten  ©lieber  aDe 
einanber  glei^,  alfo  a  =  b  =  c  =  d  =  . . .,  fo  gel^t  ber  9luS» 
brurf  (x  +  a)  (x  +  b)  (x  +  c)  (x  +  d)  . . .  über  in  (x  +  a)^  unb 
ba  in  bem  enttoWelten  ^robufte 

a+b+c+d+  ... 

ab+ac+ad+ ... 

abc+abd-f-acd+ ... 


bie  berfd^iebenen  ©oefficienten  finb,  fo  toertoanbelt  pc^ 

1)  2)er  ßoefficient  t)on  x**-^  ober  a  +  b  +  c  +  d+  ...  in 
a+a4-a  +  a+  ..b.  1^.  a  fo  oft  mal  als  ©ummanb,  als  bie 
^Injafil  ber  itt)eiten  ©lieber  a,  b,  c,  d  .  .  .  beträgt;  biefe  Slngal^I 
tfi  in  (x  +  a)**  gteid^  n;  foIflli(i^  ift  ber  ©oeffident  beS  jmeiten 

©liebes  =  n.a  =  L  ja. 

2)  ©er  Koefficicnt  toon  x^-^  ober  ab+ac+ad+  . . .  gel&t 
über  in  a^  +  a^  +  a^H-  .  . .  ober  sfi  fo  oftmal,  als  fid^  auS  n 
üerfd^iebenen  ©tementen  Kombinationen  gur  jtoeiten  Klaffe  o^ne 
SBßieberl^olung  bilben  loffen;  bal^er  ift  ber  fragli^e  Koefficient 
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3)  3)er  ßoefpcient  Don  x°-*  ober  abc  +  abd+  . .  .  toitb 
l^^t  a»  +  a^  +  .  •  V  über^Qui)t  a»  {o  oft  mal  als  ©ummanb,  al3 
aus  n   Detfd^iebenen  Elementen   Kombinationen    }ur  3.   ßlaffe 
ol^ne  SBiebetl^oIung  gebilbet  metben  fönnen;  et  mtrb  alfo  fein: 
D(n^l)(n-2)         /n\ 
1.2.3       *~V3r* 
OTgemein:  SDBenn  Kx"*-'  ba§  ©lieb  bejeid^net,  bem  r  ©liebet 
öotlerge^en,  fo  tebujirt  fid&  bet  ßoefficient  K,  meliä^et  in   bet 
SSorauiSfe^ung,  bag  bie  ^meiten  ©liebet  bet  93inome  Detfd^ieben 
finb,  bet  ©nmme  bet  ^tobufte  au3  je  r  bctfelben  gleid^  iji,  auf 
ba§  ^tobtrtt  a'  unb  bet  S^^  ö^^^^  ^i^  Slnjal^l  bet  mö9li(5en 
ßombinationen  aus  n  Sucijftaben  }u  je  r  auSbrüdt,  menn  bie 
jmeiten  ©liebet  aDet  Sinome  cinaubet  gleid^  gefefet  metben.  ®a^et 
ip  naäf  §.  454,  8.  a) 

f)tetnad|  ifl  alfo: 


+  (j)a'x-'+..(;)a». 


3ufa^.  2lu8  bet  Settad^tung  bet  Dctjd^iebenen  ©liebet  be§  ent- 
midelten  SinomS  etgibt  fid^  leidet  ein  einfad^eS  ©efe^,  nad^  metd^em 
ein  ßoefficient  öon  beliebigem  9iange  au8  bem  öotJ^etgeJ^enbcn 
ßoefficienten  gebilbet  tt)etben  !ann.    ®enn   bettad^ten  mit  baS 

©lieb    jj.ja'x»^',    fo    iji   ba§    öotl^etgel^enbe    ©lieb    offenbat 

I  .Ja'-^x'»-<'-i),  meil  l  _^J  bie  9lngal^l  bet  Kombinationen 
ju  je  (r  — 1)  ausbtüdft.    9lun  ift  etfidjtlid^,  bafe  bet  goefficient 

aus  bem  botl^etgel^enben  ßoefficienten  l  _A  gebilbet  mitb,  menn 

man  biefen  le^tetn  mit  ben  Sjponenten  n— (r  — 1)  Donxmulti^ 
plicirt  unb  baS  ^tobutt  but(|  bie  QaU  r  bet  bem  bettad^teten 
©liebe  öotl^etge^enben  ©liebet  biDibitt.  3n  biefem  ©efe^e,  toeld^eS 
man  9lemton  Detbanit,  befielt  öotjugSmeife  bet  binomifd^e 
Sel^tfa^  unb  eS  !ann  jut  SntmidEelung  einet  befonbetn  ^otenj 
eines  SinomS  bienen,  o^ne  bafe  man  p^  bet  allgemeinen  gfotmel 
iu  bebienen  btaud^t. 
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§•  461.  Unabhängig  t)on  ber  im  botigen  §.  gegeigten 
gntmidelung  eines  SBinomS  gut  n*«»  ^otenj  lann  biefet  toid^tige 
©aft  aud^'nod^  auf  folgenbe  SCßeife  bemiefen  toerben.  3n  §.  256 
finb  bie  Derfd^iebenen  ^otengen  be§  StnomS  a  +  b  nad^  ben  ge« 
»ö^nlid^en  abgebraifd^en  ©efejen  gebilbet  »orben.  3nbeffen  fönnen 
biefelben  Stefultate  aber  aud^  noq  auf  einem  anbern  SBege,  aU 
bem  bott  eingefd&Iagenen,  erjielt  ttjerben,  unb  gwar  burd^  bie 
aSatiationen  ber  Elemente  a  b  jur  erjlen,  gleiten,  britten,  feierten, 
überhaupt  gut  n*«»  ©lajfe  mit  SBieberl^oIungen.  Um  nun  bie  gweite 
^oteng  t)on  a  +  b  gu  erJ^alten,  bilbe  man  au§  ben  beiben  @le^ 
menten  a  unb  b  bie  SJariationSformen  gur  2.  6Ia|fe  mit  SBieber« 
^olung,  beren  9lngal&l  nad^  §.456.  20)  gleid^  2*  =  4  ifi;  \o  ent* 
Pelzen  nad^  §.  456.  18.  a)  folgenbe  ©ompiejionen: 

aa,  ab,  ba,  bb. 
SBei  biefen  g^tmen  lommen  alle  ^ermutationen  ber  gegebenen 
Elemente  toor.  9lun  fann  bie  aus  beiben  gleid^en  Elementen 
befte^enbe  ßomplejion  aa  nad^  §.  452  nur  2!:2!  mal  permutirt 
toerben,  meSl^alb  fie  aud^  nur  2!: 2!  mal  Dorfommt;  folglid^  ift 
ber  ßoefficient  öon  aa  gleid^  2!:2!  9ladö  §.  449  finben  für  bie 
aus  2  berfd^iebenen  Elementen  beftel^enben  6ompIe|ionen  2 ! :  1 ! 
^ermutationen  ftatt,  mithin  muffen  fold^er  formen  2!:1!  öor* 
l^anben  fein.  ®iefe  beiben  gfotmen  ftnb  in  ber  St^at  ab  unb  ba 
unb  tt)eil  nadö  §.  57  ab  =  ba  ijl,  fo  erpit  bie  ®ompIejion  ab 
ben  ßoefpcient  2!:1!  Son  ber  gompiejion  bb  gilt,  maS  öon 
aa  gefagt  ifl,  folglid^  iji  i^r  goefficient  ebenfalls  2!  :2!  Setrad^ten 
tt)ir  Je^t  biefe  ßompiejionen  als  ^robutte,  bie  bur^l  +  mit  ein« 
anber  Derbunben  unb  mit  ibrer  ^ermutationSga^I  als  ßoefficienten 
öerfel^en  »erben,  fo  erbalten  tt)ir: 

2^         2^         2^ 

Sßeil  nun  fetner  nod^  §.  454.  8)  - 
ll=©=l^  rl=©  =  2  unb  ii  =  ©=l,  fo  iP  auc^ 
(a+b)«=(Q)aa+(i)ab+(2)bb  ober 

=  a2+2ab+b2. 
Silben  mir  je^t  aus  ben  aSariationSformen  gur  2.  fflalfe 
bie  gur  3.,  fo  entpel^en  folgenbe  ©ompiejionen,  beren  9ln= 
ga^I  gleich  2»=8  ift: 

aaa,  aab,  aba,  abb,  baa,  bab,  bba,  bbb. 

3)te  auf  biefe  SSßeife  entftanbenen  Semen  fönnen  nur  bon  ber 
gform  aaa,  aab,  abb,  bbb  fein.  2)er  Somple^ionen  aus  ben 

9tvXant,  «uflöftttigm  III.  10 
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3! 

3  gleiten  Elementen  a  ober  b  fonn  e«  nur  öj  =  1  fluten, 

toeil  3  g(ei(!^e  SIemente  nur  1  ^etmutation  geflalten.  $tn« 

3! 

gegen  geben  3  glemente,  »oDon  2  gleite  fmb,  ö|=3  $er- 

mutationen.  Vlitl^in  muffen  3  Sompleponen  Don  ber  gform 
aab  unb  ebenf oDiele  t)on  ber  gform  abb  Dorl^anben  fein,  toai 
and)  mtrflid^  ber  gfoK  tft;  benn  aab=aba=baa  unb 
ebenso  ip  abb=bab=bba.  Setrad^ten  to\x  bal^er  obige 
ßompiejionen  jur  3.  ßlaffe  als  ebenfoöiele  ^robulte,  bie 
}ufammen  obbirt  unb  mit  il^ren  ^ermutationSjal^Ien  Der« 
fe^en  »erben,  fo  erl^aüen  »ir: 

Qi  gi  gj  gi 

(a+b)»  =  gjaaa  +  ^-jaab  +  -abb  +g|bbb. 

gj=(gj=l,  fo  ip  auäfi 

(a+b)»=(^)aaa  +  ^j^b  +  ^|)abb  +  Qbbb  ober 

=a»+3a«b+3ab2+b\ 
SBerben  nun  aus  ben  93ariation§formen  ber  beiben  Elemente 
a  unb  b  }ur  3.  ßloffe  bie  }ur  4.  gebilbet  fo  entfielen 
bie  ©omplei^ionen,  Deren  9lnia^I  gleid^  2*=  16  ift:  nämlid^: 
aaaa  aaab  aaba  abaa  aabb  aabb  abab  abba  abbb  baaa 
baab  baba  bbaa  babb  bbab  bbba  bbbb 
®iefe  16  6omt)Iejionen  rebujiren  fi^,  toenn  fte  gut  georb« 
net  »erben,  auf  folgenbe  5  Don  einanber  Derfcijiebene  gor» 
men,  nömlid^: 

aaaa  aaab  aabb  abbb  bbbb  ober 
a*     a8b    a«b«    ab»      b* 
©ud^en  tolr  Jefet  für  jebe  berfelben  Die  ^ermutationSjal^I 
ju  beftimmen: 

m  a*     tp  Pe  jj=(J)  =  l. 
»    ao    „    „   3!1!~U/ 
„    ao    „    „    2!2!~\2y~" 


ab» 


131     \d) 


1I3I 
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gür  b*  iji  pe  il=^^^  =  l.   ©al&et  ijl: 

=  a*+4a8b+6a«b2+4ab8+b*. 
9tuf  btefclbc  SQBcifc  crl^altcn  toir,  ba  bic  Sßariotionen  gut  5. 
glaffc  gut  gcotbnet  Don  hex  Sorm 

aaaaa  aaaab  aaabb  aabbb  abbbb  bbbbb  ober 
a^       a^b    a^b^      a'b^      ab^       b^ 
pnb  unb  beten  anjol^I  gleidö  2» =32  ip: 

ober  =a'^+5a*b+10a»b24-10a2b8+5ab^+b^ 
3n  ieber  ber  l^ier  entmicfelten  ^otenjen  nimmt  ber  6jpo* 
nent  Don  a  in  oOen  oufeinanber  folgenben  ©fiebern  um 
eine  Sinl^eit  ab,  Don  bem  Siponent  ber  ^oteu}  an  bis  jur 
9luII,  uttb  ber  ©jponent  Don  b  toä^p  in  jebem  ber  auf* 
einanber  folgenben  ©lieber  um  eine  ©inbeit  Don  9lufl  bis 
ium  ßjponenten  ber  ^otenj  felber,  fo  bafe  bie  ©umme  ber 
(Sjponenten  Don  a  unb  b  in  jebem  ©liebe  bem  ßiponenten 
ber  ^otenj  glei^  ip.  ©arauS  folgt,  bafe  bie  ^otenjen 
naä)  bemfelben  ©efe^e  fortjci^reiten,  toeS^alb  für  bie  folgen» 
Den  ^otenjen  lein  anbereS  ©efe^  Pattpnben  lann. 

§♦  462#  Um  nun  baS  Sinom  a+b  auf  bie  n^^  $oten}  }U  er^ 
lieben,  bllbe  man  Die  n^^  ßlaffe  ber  SJariationen  mit  ffiteber« 
l^olung  aud  ben  Elementen  a  b  unD  betrad^te  bie  erl^altenen 
ßomjjlejionen  afö  ^robufte.  SlacJö  bem  SBorl^ergel^enben 
muffen  biefelben  folgenbe  gorm  l^aben: 

a"^,  a^-^b,  a^-^b«,  a^-^b»,  a»-*b*, a*b"-*, 

as^n-s^  a2bn-2^  ab^^-i,  b«^. 

3ebes  blefer  ©lieber  ober  ^robufte  muß  mit  einem  ßoefp- 
cienten  Derfel^en  merben,  toeld^er  ber  Slnja^I  ber  ^ermuta» 
tionen  ber  in  il^nen  entl^altenen  Elemente  glei^  ip.  S)ie* 
jelben  toerben  nad^  ben  §§.  452,  453,  454  in  SSerbinbung 
mit  §•  455.  7.  a)  bepimmt.  9lun  ip  bie  ^ermutotionSgal&f 


■a°-% 


T)nn^(i) 
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"   *     "      (n-4)!  41      \,4 


"  ^°  4!  (n-4)!  Vn-4;/ 
"  ""^  3!  (n— 3)!  Vn-3/ 
"   *"     ~2!  (n-2)!     ln-2J 


n! 
1!  (n-1)! 


-s]=e) 


3)al^et  iß: 
Ca±b)» = a»+(j  W'b  +  (2  y~'b»±(3)a»-»b«+ 

(J)a-b*±....  ±[^J^^yh^^{^  ^  3)a»b-± 

gut  bie  leiteten  ©IieDcr  gelten  bie  obern  S^id^en,  toenn  n 
eine  g^^be  Qa%  olfo  Don  bet  gorm  2m  unb  bie  unteren, 
toenn  n  eine  ungctabe  3ö^I/  oljo  Don  betgfotm  2m  ±1  ift. 

i^  463.    Beil  ber  @:oefficient  füx 


."!,•  =  (°) 
a»-»b«  =  QY  fo  mufe  et 
füt  a»-''b'  =  (°)fem. 


1 
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SWttl^tn  l^eifet  baS  oIIaemelne®Heb  ber  n*"  ^otenj  öon  (a+b): 

na»-'b'(±l)'. 

dieiauS  laffen  {i$  btc  einjtlnen  ®Itebet  bet  gotmel  lei^t 
ferleiten,  wenn  für  r  nociöelnonbet  ble  SBeitl^e  0,  1,  2,  3, 
4 . . .  bis  n  gefegt  wetben,  weSl^alb  aüä),  toenn  bie  @umnte 
fämntilid^ti  $tobufte  but^  baS  ^ex^m  2  bejei^nei  uitb, 
bie  Sinomidformel  ouf  folgenbe  SDßeife  botgePettt  weiben 
!ann: 

§♦  464»    ©eil 

7n\_nfn-l)(n-2)...(n-(r-2)XP-(r-l)) 
\tJ  1.2.3...(r-l).r 

_ n(ii-l)(D-2)...(n-(r-2))    a-(r-l) 
~  1.2.3..,(r  — 1)  ^         r 

fo  tarn  lebet  SBinomtalcoefflcient  aü  ein  ^tobuft  bettod^tet 
»erben,  Dejfen  erfter  8fo!tor  ber  junftdöjl  öorl&erflel^enbe  x% 
©e|t  man  fetner 

a"-ib=--b  =  a'^.^ 
a  a 

a*  a* 

an-8b»=~b«=a».^  u.  f.  tt). 

unb  bejeid^net  enblld^  a"  mit  Ai  fo  toirb; 

baS  iweite  ©lieb  (iy''b*  =  (j)va"  =  (l)-^A^ 

2     a 


britte     „      "k»-%«=^^-^.rA,=A8 


toierte      „    (^  ja^-'b^^^-J  ^a,=A4 

oDflemetne  „    ( °  )a°-'b'= °~  ,~  ' -A,_i. 
\  ry  r  a 

2)a]^et  lä^t  ft^  bie  SBinomialfotmel  au^  noüf  auf  folgenbe 

Sßeife  botfleaen: 

/o+KMi     «nj.'i'»*    .n  — Ib.    .  n— 2b.,  .  n— 3b. 
(a±b)»  =  an±j^A,  +  -2-liA,±  -3— A»  +-^ri^ 

n-4b.  ^ 
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§♦  465.  S)ie  erfle  ^oten}  eined  Sinomd  giM  2  ©lieber; 
bie  jtocite  3,  bie  brüte  4,  bie  öierte  5,  bie  fünfte  6,  dfo  im 
9lIIgemeinen  bie  n*«  ^otetii  eines  SBinomS  n+  1  ©lieber.  S)emno<iö 
ift  bie  ^ngol^I  ber  ©lieber  ber  ^oteng  eines  SinomS  immer  um 
1  gröger  als  ber  ^oten}e£))onent.  3fl  nun  ber  @i;|)onent  n  eine 
gerabe  S<^%  fo  ifi  bie  Slngal^I  ber  ©lieber  n+l  ungerobe;  in 
biefem  ^aUe  gibt  eS  nur  ein  ^ittelglieb  unb  aOe  Soefficienten 
fommen  gmeimal  Dor,  aufeer  bem  beS  STOittelgliebeS.  3fi  aber  n 
eine  ungerobe  Sö^öl  fo  ip  bie  Slngol^I  ber  ©lieber  n  + 1  gerabe, 
toeSl^alb  eS  alsbann  gtoei  TOittelglieber  mit  bemfelben  ßoefficienten 

i[ibt;  in  biefem  gfaDe  lommt  jeber  ©oefficient  boppelt  Dor.    ©o 
inb  in: 

(a  +  b)»  bie  goeffldenten  1,    S,    S,    1. 

a  +  b)*   „  „         1,    4,    6,    4,    1. 

(a+b)«   „  „         1,    5,  10,  10,    5,  1. 

(a  +  b)«   „  ,         1,    6,  15,  20,  15,  6,  1. 

ffiaS  nun  bie  @i^ponenteu  beS  TOittelgliebeS  Don  a  unb  b 
betrifft,  für  ben  3faD,  bafe  eS  nur  ein  fold^es  gibt,  fo  ift  berfclbc 
für  beibe  ©röfeen  gleid^,  nämli^  72»-  55ei  ^otenjen  mit  2  aKittel» 
gliebern  fommen  a  unb  b  mit  abtociiöfeinbem  gjponenten  üor; 
biefe  finb  im  erflen  9ßittelg(iebe  für  a  unb  b  bejüglid^  gleid^ 
V2(n  +  1)  unb  V2(n— 1)  unb  im  jmeiten  umgefe^rt.  @o  l^eifeen 
ol^ne  ©oefficienten 

j.  33.  in  (a±b)«  baS  aWittelglieb  ±a«b» 
(a±b)®    „  „         ±a*b* 

!'   (a±br  bie  aWittelglieber  ±a*b8  +  a»b* 
.   (a±b)«  „  „  ^a'^b^la^b^ 

iE)ierauS  ergibt  P^  foIgenbeS  für  bie  SWittelglieber  t)on 
(a±b)^  ^ai  n  als  gerabe  30I&I  bie  Qform  4m  ober  4m +  2, 
fo  ift  in  jenem  fjalle  V2n  eine  gerabe,  in  biefem  eine  ungerabe 
3a]&l.  2)al^er  ip  baS  2RitteIgIieb  in  (a-b)"  im  erften  gfaDe 
bofitiö,  im  gmeiten  negatit).  2lls  ungerabe  30I&I  !ann  n  Don  ber 
5orm4m-4-l  ober  4m +  3  fein.  3n  jenem  galle  ijt  y2(n  +  l) 
eine  ungerabe  unb  V2(n — 1)  eine  gerabe  '^a^l,  mitl^in  ift  in 
(g.— b)"  baS  erfle  SKittelglieb  pofitiö,  unb  baS  itoeite  negatib.  3tn 
jtoeiten  gfalle  ift  umgefe^rt  72(^1  + l)dne  gerabe  unb  Va(n— 1) 
eine  ungerabe  3ö^I;  folgli^  toirb  alsbann  baS  erfle  aWittel* 
glieb  negatit)  unb  baS  gmeite  pofltib.  ©a^er  l^eifet  bei  gerabem 
n  in  (a-b)«» 

baS  TOittelglieb  ±L^\fCi^Vi^ 
unb  bei  ungerabem  n  jtnb  in  (a  —  b)"  bie  aHittelglieber 
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§«  466#  2)et  binomif^e  Sel^tfaj^  ifl  auäi  bann  rid^tig,  menn 
ber  @Jt)oncnt  ein  Srud^  ijl.    3«^^  SBcreinfo^ung  ber  JRcd^nung 

bringe  man  (a+b)»  auf  bie  gorm  a™(l+-K  ©e^t  man  nun 

b  — 

-=y  unb  enttoidelt  (1  +  y)™,  fo  brauet  man  bieje  (Sntoicfe» 

8r 

n 

lung    nur  mit  a"'  ju  multipliciren,  bann  für  y  feinen  ffiertö 

b  ~ 

-  elnjufe^en  unb  man  erl^ält  bic  Sielte  für  (a  +  b)"*.    9lutt  fei: 

a 

(1)  (l  +  y)^=l  +  Ay  +  By«+Cy8  +  Dy*+... 
%uf  btefe  t$form  ber  Snttoicfelung  mirb  man  burij^  bie  99i(buna 
ber  erften  gangen  |)ofttit)en  ^otengen  gefül^rt,  inbem  man  guglei^ 
bemerft,  ba6  m  ber  erfie  il^eil  ber  ^leid^ung  für  y  =  0  auf  1 
rebucirt,  morauS  folgt,  bafe  bas  bon  y  unabl^ttngige  ©lieb  im 
jtoeiten  Sl^eile  =  1  fein  muß.  Um  nun  ben  SBertl^  ber  noSi  ju 
befiimmenben  ©röfeen  A,  B,  C,  D . . .  ju  ermitteln,  fe^en  toir 
in  ber  ®I.  (1)  z  für  y,  bann  ift: 

a 

(2)  (l  +  z)"»=l  +  Az+Bz«  +  Cz»  +  Dz*+  .... 
too  A,  B,  C,  D . . .  offenbar  biefelben  ffiert^e  l^aben,  toie  in  (1), 
meil  fie  toon  jebem,  y  beigelegten  SBert^e  unabl^ängig  ftnb.  ©üb* 
tral&trt  man  (2)  Don  (1),  fo  toirb: 

(3)  (1  +yr_(l  +z)^=A(y-z)  +B(y«-z2)  +  C(y»~z«)  + 

D(y*-z*)+  ... 

©e|t  man  Doriftufig 

i_  j_ 

(1  +  y)m  r=  u  unb  (1  +  z)"*  =  V,  fo  mirb 

l  +  y  =  u"»  unb  (l  +  z)  =  v»; 

n  n 

(1  +  y)"* = u«^  unb  (1  +  z)™  =  v^  ferner 
y — z  =  u"— v°^.    . 
S)a]§er  Dertoanbelt  bie  ®I.  (3)  ^^  in  folgenbe: 

(4)  u»— v^=A(y-z)+B(y«— z«)  +  C(y»— a;»)4- 
D(y*-z*)+.. 
ober  toenn  man  ben  erpen  SEI^eil  biefer  ®l.  burd^  u°^— v"*  unb 
ben  jtoeiten  burd^  y— z  =  u"*— v°^  biDibirt: 

(5)  ^°— ^'^  ^  A(y-z)+B(y«~z«)+C(y»-z«)+D(y^-z^)+.. 
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ober,  mm  man  bte  (infe  Seite  im  Süifltt  unb  9lennet  butd^ 
u— V  biDibiri  unb  im  xtiittn  Steile  bie  Sibifton  toirüid^  bot« 
nimmt: 

C(y2+yz+z«)+D(y»+y«z+yz«+z»)+.. 

©eftt  man  in  (6)  y  =  z,  fo  ifi,  toeil  (l+y)»»  =  u  unb  (1+z)"^ 

=  v,  anä)  u  =  v;  ba^et  öettoanbelt  fiä)  ber  erjie  S^eil  ber  ®I. 

(6)  in: 

n.u*»-^    .      .    n  u" 
— ^zii  ober  tn  -  •  --• 

n 

5Run  feje  man  für  u"  feinen  SBerti  (1+y)™  ober  1+Ay+By* 
+Cy8+...  unb  für  u"^  feinen  SDBertl^  1+y,  fo  bertoanbelt  [xäj 
ber  erfte  Sl^eil  ber  ®I.  (6)  in: 

n  1+Ay+By«+Cy»+Dy* 

m*  1+y 

unb  ber  jtoeite  Sl^eil  rebucirt  fi(]^  burd^  ©(eid^fieüung  bon  y=z  auf: 

A+2By+3Cy2+4Dy»+5Ey*. 
Dal^er  erl^alten  toir,  toenn  toir  bie  für  beibe  Sl^eile  ber  ®I.  (6) 
gefunbenen  SBert^e  einfejen,  folgenbe  @I.: 

9KuIti})Iiciren  toir  beibe  Seiten  biefer  ®I.  mit  1+y,  fo  toirb: 
^(1+Ay+By«+Cy»+Dy*+..) 

=  A+(2B+A)y+(3C+2B)y»+(4D+3C)y3+(5E+4D)y*+.. 

©on  nun  eine  ®Iei(i&ung  öon  öorjtel&enber  gfo^ih  für  jeben  SDÖertl^ 
öon  y  erfüllt  toerben,  fo  muffen  bie  goefficienten  Don  gleid^  l^ol^en 
^otenjen  öon  y  in  beiben  Steilen  ber  ®Iei(i&ung  begüglid^  ein» 
anber  gleitj^  fein.  ®enn  üerfej^t  man  alle  ®Iieber  ber  linfen  ©eite 
in  bie  retj&te  Seite  ber  ®I.,  fo  crl^ält  man: 

(  A  \     (2B+A)      ^3C+2B)       ^4D+3C) 

H->r 

hieraus  ergeben  fi(]&  folgenbe  S9epimmungSgIei(i^ungen: 
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A-°=0; 
m        ^ 

^2B+A-^A  =  0; 
m  ' 

3C+2B— -B  =  0; 

4D+3C--C  =  0; 
m 

5E+4D-5d  =  0. 
m 


SWttl&m  ifi: 
n 


(!) 

_    \m       / mym       /l  m  I 

~        2       ~     1.2      \2/ 

Bf°_2)      f^V-2     /°\ 

C(5L_3)     /5:\5_3    /E\ 
»n      rr   rk  V™         /     (  mim  I  m  | 


A  = 
m 


2B+A=-A;  olfo  B 


3C+2B 
4D+3C=- 


5E+4D  =  ?D;  alfo  E 
m    ^     ' 


u.  f.  ti).    f)icrou§  gc^t  boS  SilbungSgefefe  bet  auf  cinanber  fo^ 
gcnben  ©oefficienten  jur  ©cnüge  l^erbor. 

©c^en  mir  nun  in  ®l.  (1)  bic  für  bic  ßioeffictcnten  A,  B, 
C,  D,  E . . .  gefunbenen  SBertl&e  ein,  f o  toirb : 

TOt^in  ifi:  /  n  \  y  n  \ 

(?^Hh(5)>H.±.... 
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§.  467.  tm  fftt  ganje  poftKbe  SDioncnten  bdmefme 
Se^dl  fltit  (»i4  ffit  flan}C  nrgdioe  (StpoatfAta.  (SS  fei  (a±b)-'> 
tu  entoufdn.  Won  f«|f  tmebet  (a+b)-»  =  a-»(l+y)-». 
9{un  fei: 

(1)  (l+yr»  ==1+Ay+By»+Cy»+Dy*+... 

Km  bie  Soeffidenten  A,  B,  C,  D . . .  {u  beßimmen,  fe|e  man  in 
(1)  z  fflt  y,  fo  i|l: 

(2)  (l+z>-»=l+Az+B««+Cz»+Dz<+... 
3>te  3)itfeten)  )»if4icn  (1)  unb  (2)  gibt: 

(3)  (l+y)-»-(l+z)-"==A(y-z)+B(y»-z«)+C(y«-z«) 

+D(y*— ,z*)+... 

6e|e  14-y=u  unb  (l+z)=v,  fo  ip  y— z=n— v,  dsbann  iff: 

(4)  u— -V-»  =  A(y— z)+B(y«— z«)+C!(y»— «»). . . 

9lun  ijl  u-"-v-»=i-^: ?^^  naii  §.  262;  ba^et 

iß  <mäi: 

(5)  -5^|^  =  A(y-z)+B(y«-z«)+C(y-z«)+... 

®it)iblte  ®I.  (5)  but4  u— v=y— z,  fo  toitb: 

(6)  -^  •  (u«-»+vu«»-»4-.  .v»-i)  =  A+B(y+z)+ 

C(y«+yz+z*)+  • . . 
3e|t  feje  y  ==  z  unb  u  =  v,  fo  wirb : 

(7)  -n.— =  A+2By+3Cy«+4Dy»+5Ey*+... 
©efce  in  (7)  btn  SBettl^  für  u-"  ou«  (1)  unb  füt  u  =  1  +  y, 

ober  — n(l+Ay+By«+Cy»+Dy*..)  =  A+(2B+A)y+ 
(3C+2B)y»+(4D+3C)y8+(5E+4D)y*+. . . 

aSetglcid^t  man  bcibe  %f)e\U  bicfer  ©leld^ung  mit  cinanber, 
fo  etl^alten  tolr  jur  SBeflimmung  bct  ®oefpcicnten  A,  B,  C,  D.,. 
folgenbe  ®l: 

— n  =  A;  alfo  A  =— n ("^^ 

2B+A nA;  alfo  B-^^^=f=l>  =  (-") 

8C+2B  =  -nB;  alfo  C  =  ?^^^=(~") 
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5E+4D=— nD;  o(fo  E  =  5L_°_i)=/ 


u.  f.  ».    ©döer  ifl:      a-"(l+y)-*  = 

a-j..(7>.(7H7>'+0+(l>^- 

TOit^itt  ifl:  (a±b)-»  = 

(7)a— b^± 

Der  JBetoctJ  für  gebtod^l^ne  ite^atiöe  gjponenten  toirb  ganj  ouf 
blcfclbe  SBcife  flcfü|rt  tote  für  cmen  gangen  negütiöen  Exponenten. 
@omtt  gilt  ber  für  gange  pofitioe  @£|)onenten  betoiefene  binomif(]^e 
Se^rfafe  ebenfo  für  gange  negatioe,  für  gebrotj^ene  pofitioe  unb 
gebtodgiene  negatioe  Exponenten  unb  bal^t  allgemein. 

Set  poUfttomifd^e  Sel^tfa^. 

§♦  468«  Untet  bem  pol^nontijd^en  Sel^rfa^  oerftel^t  man 
bie  Entioidtelung  eines  ^ßol^noms  ober  einer  5poIt)nomiaIgrö6e  für 
einen  gegebenen  Exponenten.  SHan  lann  ben  pol^nomifd^en  8e^r« 
fa^  auf  ben  binomifd^en  gurürffül&ren.  ©e^t  man  nämli(]&  in  bem 
^ol^nom  a+b+c+d+e  ba3erpe®Iieb  a  =  a  unb  bif  ©umme 
ber  übrigen,  nämlid^  b+c+d+e  =  x,  fo  iji: 

(a+b+c+d+e)"  =  (a+x)»  = 
a"+f?V""'x+foV''"'x*+foV""^'+ftV''-^H  ..  •  +x^ 


■(ö'"-"(2>-'"+(s>'^*+(;) 


©ep  tnott  i^ierin  bie  SBertifte  füt  x,  i«,  i», . . . .  x",  \o  er« 
l^ttlt  man  bie  n'<^oten}bed  gegebenen  ^ol^nomd.  0ütn=5  ift: 

x  =  b+c+d4-e. 

X«  =  (b  +  c+ d+ e)«  =  (b+(c+d+e))«  =  b»+2b(c+d+e)+ 

(c+d+e)«. 

X»  =  (b  +  (c + d+e))»  =  b»  +[j  y(c+d+e)+ß)b(c+d+e)« 
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] 


^  =  (b+(c+d+e))*  =  b*+^^W+d+e)+(2y(c+d+e)« 

+(3)b(c+d+e)»+(^)(c+d+e)^ 
^  =  (b+(c+d+e))*=b*+(jW+d+e)+r2W+d+e)« 


+1 


(3)b«(c+d+e)»+(^)b(c+d+e)*+(g 


l(c  +  d+e)^ 


a*+Ba*b 
+5a*c 
+5a*d 
+5a*e 


es  bleibt  uns  nun  no(]^  übttg,  bie  2.,  3.,  4.  unb  5.  ^otenj  beS 
^ol^nomS  c+d+e  ju  entoitfeln.    3lm  tji: 

(c+d+e)»  =  (c+(d+e))«  =  c»+(jW+  e)  +^2^+6)« 
(c+(d+e))»  ==  c»+(jy(d+e)+(2)c(d+e)«+(g)^^ 
(c+(d+e))*  =  cH(i)c^d+e)+(2)c»(d+e)«+(3)c(d+e)»+ 

(c+(d  +  e)y  =  cH(j)c*(d  +  e)  +  QcKA  +  e)»+(3)c»(d+e)» 

+Qc(d  +  e)*+(^)(d+e)\ 

gnttoitfclt  man  jc^t  bos  Sinom  d  +  e  gur  2.,  3.,  4  unb  5. 
^otcnj  unb  fe^t  alsbann  bie  üerfc^iebenen  SBertl^e  für  bie  öet» 
fd&iebenen  ^otenjen  Don  x  in  obige  SReil&e,  fo  toirb: 
(a  +  b  +  c  +  d  +  e)*  = 


+b*+5b*c 
+5b*d 
+5b*e 
+10b»c» 
+20b»cd 
+20b»ce 
+10b«d> 
+20b»de 
+  10bV 


+10a»b« 

+20a3bc 

+20a8bd 

+20a8be 

+10a»c» 

+20a»cd 

+20a»ce 

+10a»d> 

+20a»de 

+  10a»e* 

+  10b«c8 

+30b«cM 

+30b«c»e 

+30b»od« 

+60b«cde 

+80b«ce« 

+  10b«d« 

+80bM»e 

+30b«de« 

+10bV 


+  10a»b» 

+30a«b«c 

-f30an)M 

4-30a2b«e 

4-  30a2bc« 

+60a»bcd 

-f60an)ce 

+30a*bd« 

+  60a2bde 

+80a*be« 
+  5bc* 
+20bc»d 
+20bc»e 
+30bc»d* 
+  60bc»de 
+30bc»e« 
+20bcd8 
+60bcd«e 
+60bode» 
+20boe* 


+  10aV 
+30a«o*d 
4-30a*c*e 
+  30a«cd* 
+  60a«cde 
+30a«ce» 
+10a»d» 
+30a»d«e 
+  30a*de» 
+  10a8e» 
+5bd* 
+20bd8e 
+80bd«e^ 
-f20bde» 
+Bbe* 


-f5ab* 
-f20ab»c 
4-20ab»d 
+20ab«e 
-f30ab2c« 
4-60ab»cd 
+  60ab*ce 
-f30abMa 
+60abMe 
4-30ab«e« 
+c»  +  5o*d 
+5c*e 


+20abo» 

+60abcM 

-|-60abc*e 

-föOabcd» 

+120abcde 

+  60abce» 

-♦-20abd» 

-f60abd«e 

+60abde' 

+20abe» 


+5ad* 
+20ad»e 
+30ad«e* 
4-20ade» 
+  5ae* 


+10c»d« 
4-20c8de 
+  10o»e« 
+  IO0M« 
+30oM«e 
+30cMe^ 
+  10cV 


+5cd* 

+20cd»e 

+30cd»e' 

+20cde« 

+5ce* 


-f5ac* 

+20ac«d 

+20ac»e 

-i-30acM« 

+60acMe 

+30ac'e> 

+20aod» 

+60acd*e 

4-60acde* 

+20ace» 

-fd'*+Bd*e 
+  10d»e> 
+10dV 
+5de 


+e». 
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^ictauS  Iftfet  fi$  nun  Icid&t  (a— b  — c— d— e)*^  aWetten  bobutd^, 
bQ§  ntün  offen  $robuften,  toeld&e  bie  negütiöen  goltoren  b,  c,  d,  e 
entl^QÖen,  boS  Stxäjtn  +  borfefet,  wenn  bie  ©umme  ber  Exponenten 
btefet  galtoren  eine  getübe  3öW  tft;  bagegen  erl^alten  jene  ^ro* 
bulte  baS  '^txä^m  —,  wenn  biefe  ©umme  ungetübe  ift.  5)em» 
gemäß  muffen  beifpielStoeife  bie  ^robulte  5a*b,  lOa^b»,  30a«bd« 
u.  f.  tt).  negQtit)  werben,  bagegen  lOa^b^  60ab*cd  u.  f.  tt).  })ofitit). 

^^  469*  ^bet  btefet  ®a^  lägt  tt<3&  au(]^  unabl^ängig  bon 
bem  btnoml^en  Sa^e  nad^toeifen.  S)enn  man  erl^ält  bie  gtoeite 
^otenj  Don  (a  +  b+c+ d  +  e),  toenn  man  jebeS  ©lieb  biefer  SJeil^e 
mit  äffen  ®Iiebetn  betreiben  Sieil^e  nad^  unb  nad^  multiplidrt,  alfo 
tDenn  man  äffe  SSariationen  }ur  gmeiten  ßlaffe  aud  ben  Elementen 
a,  b,  c,  d,  e  bilbet.  3Ran  er|ält  alsbann  5*  =  25  6ompIe|ionen; 
eS  pnb  folgenbe: 

aa  ab  ac  ad  ae 

ba  bb  bc  bd  be 

ca  cb  cc  cd  ce 

da  db  de  dd  de 

ea  eb  ec  ed  ee. 

SSJerben  bie  ßompleiionen  abermals  mit  äffen  Elementen  ber  gege« 

benen  SReil^e  öerbunben,  fo  erhält  man  bie  brüte  ^otenj,  toel^e 

fonad^   bie  fämmtli(!^en  ^Variationen  }ur  britten  Elaffe  entl^ült 

u.  f.  tt).    golglid^  entl^ält  bie  n*«  ißotenj  äffe  SBariationSformen 

jur  n*"»  ßlaffe,  meldte  avi%  ben  Elementen  a,  b,  c,  d,  e  gebilbet 

werben  lönnen.  9lun  tt)erben  aber  bei  ber  aWuItiplication  ^robulte, 

bie  aus  benfelben  gaftoren  befleißen,  aber  öerfd^ieben  georbnet 

üorlommen,  nid^t  als  öerfd&ieben  betrad^tet.  5)ie  fämmtlid^en  Der« 

jld^iebenen  Jl^eile  üon  (a+b  +  c  +  d  +  e)''  tt)erben  alfo  erl^alten, 

menn  bie  Elemente  a,  b,  c,  d,  e,  jur  n*^"  Elaffe  mit  SQßieber^ 

l^olungcombinirt  werben.  3Betl  aber  baS  ^ßrobult  auS  ben  fämmtlid^en 

Variationen  bejiel&t,  fo  muß  jeber  ber  burd^  bie  Eombinotion  er» 

l^altenen  Eomplejionen  ein  Eoefpcient  öorgefe^t  tt)erben,  tt)eld&er 

angibt,  tt)ie  Diele  ^ermutationen  biefe  Eompleiion  gemattet. 

©off  l^iernadö  (a  +  b  +  c  +  d  +  e)*  bered^net  werben,  fo 
bilbe  man  nad&  §.  456  aus  ben  Elementen  a,  b,  c,  d,  e  bie 
SSariationen  jur  fünften  Elaffe  mit  SBiebetl&oIung;  l&ierauf  be« 
fHmme  man  für  jebe  Eompiejion,  bie  alSbann  als  ^robult  betrad^tet 
tt)itb,  ben  gugel^örigen  Eoefficienten.  f)ierbei  Derfa^re  man  auf 
folgenbe  SBeife: 

3ebe  ber  entfianbenen  Eompiejionen  beftel&t  enttt)eber  aus 
einem,  ober  aus  jtt)ei,  ober  aus  brei,  ober  auS  öier,  ober 
enblid^  aus  äffen  fünf  Elementen. 

Sie  aus  einem  Elemente  beftel^enben  Som})Iejionen  finb  bie 
fünften  ^otenjen  öon  a,  b,  c,  d,  e,  nämüd^  aaaaa,  bbbbb  u.  f.  tt). 
ober  a*,  b^  c*,  d»,  e^  ibr  Eoefpcient  i^:  51:51  =  1. 
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Sei  ben  Qtt9  ^mei  Derfd^iebenen  (SIementen  bejtel^enben  Sont« 
plei^tonen  I5nnen  bte  beiben  gfaltoten  nur  mit  ben  Qipomnim 
1,4  ober  2,3  bel^aftet  fein,  toie  aaaab  =  a^bi  unb  aaacc  = 
aV;  in  iencm  ^aüt  ift  ber  Soefficient  5!:4!  =  5:  in  biefem 
5!:  (2!  3!)  =  10. 

3n  ben  aus  brel  berfti&iebenen  SIementen  befiel^nben  ^to* 
bulten  lönnen  bie  (Siponenten  ber  gfaltoren  1,  l,  3  ober  1,  2,  2 
fein,  tt)ie  in  aaabc  =  a®b'c*  ober  aabbc  =  a^b'c*.  3)er  ßoeffi« 
cient  für  ^robulte  erfierer  9lrt  ift:  51:31  =  20,  unb  für  ^ro« 
buBe  ber  jtoeiten  «rt  5!:(2!  2!)  =  30. 

2)ie  gfaltoren  ber  auS  Dier  t)erfd^tebenen  SIementen  befte*< 
^enben  ^robulte  lönnen  nur  bie  S^ponenten  1,  1,  1,  2  l^aben, 
»ie  aabcd  =  a«b*cidi;  il^r  gjponent  ift  5!: 2!  =  60. 

gfür  bad  Qu§  aQen  fünf  SIementen  beftel^enbe  ^robult  abcde 
enblid^  ift  ber  Soefficient  5!  =  120. 

Ißerbinbet  man  nun  bie  erl^oltenen  Som|)Ie£ionen  mit  il^ren 
Soefficienten,  fo  bifbet  bie  ©umme  berfelben  baS  bereits  im  öorigen 
§.  üuf  anberm  SBege  gefunbene  Siefultat  für  (a  +  b  +  c  +  d  +  e)*. 

§♦  470*  9Kan  ift  für  jeben  SBertl^  bon  x  unb  n  bered&tigt, 
anjunel^men,  bag 

(1)  (a+bx  +  cx«+dx»+  .  .)"=  A  +  Bx+ Cx«  +  Dx»+ . . . 
mitbin  mufe  biefer  SBertl^  au^  ti(]^tig  fein,  toenn  man  x  +  z 
ftott  X  fe^t.    ?llsbann  erl&ält  man: 

(2)  {a+b(x  +  z)  +  c(x+z)«  +  d(x  +  z)»+  ..}^ 

=  A  +  B(x  +  z)  +  Cfx  +  z)«  +  D(x+z)»+...    ober 

(3)  {(a+bx  +  cx«+dx»  +  ..)+(b  +  2cx  +  3dx«+  .  Oz+  ••  •}" 
=  (A+Bx+Cx«  +  Dx»....)  +  (B  +  2Cx  +  3Dx2  +  .  .)z+  .... 
Slun  entmid elc  man  bie  SlnfangSglieber  ber  n*"*  ^otenj,  inbem  man 
a+bx+cx2+dx»+  . .  als  baS  erfte  unb  (b+2cx+3dx2+  ..)z 
als  baS  }tt)eiie  @(ieb  betrachtet,    ^iernac!^  erl^alten  toir: 

(4)  (a+bx+cx«+dx»+  . .)''+  (jVa+bx+cx«+  .  .)»-i(b+2x 

+3dx2+  ..)z+ =  A+Bx  +  Cx«+Dx»+  ... 

+  (B  +  2Cx  +  Dxa+  .  .)z+ 

©a  nun  nad^  (1)  baS  erfte  ©lieb  ber  linlen  ©eite  biefer  ®Iei« 
d^ung  bem  erften  ®(iebe  ber  gleiten  ©eite  iUxä)  ift,  fo  muffen 
aud^  bie  jtoeiten  ©lieber  einanber  iU\ä)  fein;  ba^erift: 

(5)  (?)(a+bx  +  cx«+  .  .)«-Kb+2cx  +  3dx«+  . .) 

=  B  +  2Cx  +  3Dx«+  .  .. 
9lun  biöibire  man  ®I.  (5)  bur(%  ®I.  (1),  fo  toirb: 

,ß.  n(a4-bx+cx«+ . .)°--^(b+2cx+3dx^+  ..) 
^^  (a+bx+cx«+dx»+..)» 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    159    - 
B+2C!x+3Dx«+ . 


ober 


A+Bx+Cx«+Dx»+. 
D(b+2cx+3(ix«+..)^  B+2Cx+3Dx«+... 
a+bx+cx«+dx»+..*~A+Bx+Cx«+Dx»+ , 
(Snttoicfelt  man  btefe  ®Uii^un%,  \o  erl^äU  man: 


(7) 


nbA+nbB 
+2ncA 


x+nbC 
+2ncB 
+3dnA 


x^+nbD 
+2iicC 
+3ndB 
+4neA 


x*+.. 


x8+nbE 
+2ncD 
•4-3ndC 
+4neB 
+5n£A 


=  aB+2aCx+3aDx»+4aEx»+5aF3 
+bB     +2bC     +3bD     +4bE 
+cB       +2cC     +3cD 
+dB       +2dC 
+eB 

|)ictauS  ergeben  fi(ä&  folßenbe  SBepimmungSgleid^ungen: 
aB  =  nbA. 

2aC  +bB  =  nbB+2iicA. 
y j  3aD  +  2bC  +  cB  =  nbC .+  2iicB  +  3ndA. 
d)  4aE  +  3bD+2cC+dB  =  nbD+2ncC+3ndB+4neA  u.  f.  to. 
Um  ben  SBertl^  füt  A  )u  erl^aöen,  fe^e  man  in  ®I.  (1) 
x  =  0;  aisbann  ifi: 

A  =  a".    ©t^t  man  biefen  aSJertl^  füt  A  in  a),  fo  toitb 

aB  =  n .  a»b;  alfo  B  =  (fj  a^'^h. 
C  =  (°-l)bB^-^2ncA_ |n),„,,j^.^  ^n^.,^ 

P_(n~2)bC  +  (2n~l)cB  +  3ndA^/n\      ,^^, 
3a  \3/ 

„      (n  -  3)bD  +  (2n  —  2)cC  +  (3n — l)dB  +  4neA 
E- ^ = 

(°  Wb*  +  a^jW'b'c  +  2(2V-*bd  +  ftV-  V  +  (jW'c 
u.  f.  to.  u.  f.  to.    Salier  iß: 

(a + bx  +  ci«  +  dx»  +  .  0°  =  a»  +  (j  W»bx 

+  {(°)a»-n)«+(j)a»-'cjx»+ 
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©c^t  man  x  =  l,  \o  toirb 

(a  +  b+c+d+..)"=a»  +  (jW^(b  +  c  +  d+  ■ .) 

+  ß)a'^-^b*(b  +  c  +  d+  ..y+.... 


»  471*  SBenbcn  loit  ble  tu  bcn  öorlöetflel^cttben  §§.  enttoitfcltcn 
©efe^e  auf  bte  99ei[t)tele  in  ^ei§  §.  92  an,  fo  etl^alten  mit : 

1.  9le]^men  toit  bie  SRuIiipIilation  ber  ^ier  gegebenen  6  bino« 
ntifd^en  gfaüoren,  toorin  ba§  erfte  ®(ieb  ttberaO  baSfelbe, 
bie  jtoeiten  ©lieber  aber  Derfd^ieben  naä)  ben  gemö^nüd^en 
algebraijdöcn  »egeln  (§.  62  bis  §.  70)  öot,  fo  erhält,  tnie 
aud  §.  460  l^erborge^t,  baS  erfie  @Iieb  bed  ^robuIteS,  nfim« 
lij!^  X,  eine  3ö^I  ium  gponenten,  »eldfie  ber  3lnja^I  ber 
binomif(]^en  ^altoren  gleid^  iß,  alfo  ^ier  6,  toeSl^alb  baS 
erfte  ©lieb  x*  iji  unb  meil  ber  gjponent  öon  x  in  iebem 
folgenben  ©Hebe  um  1  abnimmt,  fo  flnb  alfo  bie  berfd^ie« 
benen  ^potenjen 

X6      Y^      Y^       T"8      Y^      t1       T® 

JBefiimmen  toir  jeftt  bie  ßoefficienten  ber  öerfiä^iebenen  ©lie« 
ber,  fo  ijt  berfelbe  für  baS  erfte  ©lieb  x«  gleidji  1.  5)er  beS 
jtoeiten  ©licbeS  ifta  +  b  +  c  +  d  +  e+f.  Derfelbe  bilbet 
alfo  bie  Kombinationen  jur  erften  6laf[e  aus  ben  6  {toeiten 
©liebern  ber  binomifd^en  SföÖoren  abcdef  unb  tnirb  bejeit]^« 
net  burd^  2C!(abcdeO/  fo  bag  a(fo  baS  jmeite  ©lieb  beS 

^robultes  gleid^   iji  x»2'C(abcdef).     Ser  ßoefficlent  beS 

britten  ©liebe«  iji  ab  +  ac  +  ad  +  . . .  6r  bilbet  mttl&in 
bie  Kombinationen  gur  }meiten  Klaffe  o^ne  SSMeberl^oIung 
aus  ben  Kiementen  abcdef.  ^emnad^  l^eigt  baS  britte  ©lieb 
x*-2'C(abcdefj.    Unb  tneil  ferner  bie  Koefficienten  ber  fol« 

2 

genben  ©Heber  bie  Kombinationen  bejügH^  jur  briten,  bier« 
ten,  fünften  unb  fed^Sten  Klaffe  ol^ne  ifflieberl^olung  bilben 
(§.  455. 3.),  fo  lann  baS  ^robult  ber  fragHiJ^en  fed^S  bino« 
mifd^en  gaftoren  auf  folgenbe  SDBeife  bargefteüt  »erben: 
X«  +  x»:^C(abcdef)  +  x*-SC(abcdef)  +  x82C(abcdef) 

+  x«2C(abcdef)  +x2C(abcdef)  +  x02C(abcdef). 

4  0  6 
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t>a  baS  aDgemeinc  ©lieb  beS  froglid^cn  ^tobufteS 
x«-tt2C(abcdef)  tfi,  aus  toeläjtm  tüxx  bic   ctnjdncn  ©lic* 

n 

bet  bet  Äell^c  nod^  l&erleitcn  fönnett,  mcnn  mir  für  n  bic 
SDBert^c  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6  fe^cn,  fo  !ünn  biefeö  ^robult 
QU(]^  bur(]^  bog  @9m6o( 

x^-'^-SCCabcdef) 

n 

bargefteHt  merben. 

2.  ßier  follen  a  6inomif(^c  galtorcn,  toorin  toieber  bie  erftcn 
©lieber  olle  gleid^,  bie  jtoetten  aber  Derfd^teben  ftnb,  mit 
einanber  multtplicirt  toerben.  3laä)  bem  Dorigen  Sei{|)ie(e 
loirb  alfo  baS  froglid&e  ^ßrobult  gteid&  fein: 

X« + x«-i:^C(abcd..m) + x«-^  vc(abcd..m)  ±  x«-8-^C(abcd..m) + .. 

12  3 

ober,  toenn  bie  Summe  ber  Kombinationen  jur  erflen,  jtoeiten, 
britten  ®Iaffe  u.  f.  to.  au§  ben  glementen  a,  b,  c,  d,  e . .  m 
bejüglid^  bur(]&  [a],  [ab],  [abc],  [abcd]  u.  f,  tt).  bejeit^önet 
toirb,  fo  erhalten  loir: 

X«  ±  [a]x«-i + [ab]x«-2  +  [abc]x«-3  ^  [abcd]x«-^  ± ober 

=  x^-'^-^CCabcd . .  m) .  (±  If 

♦  n 

»enn  im  le^tem  SluSbrud  f ür  n  =  0,  1,  2 . . .  bis  a  ge- 
fegt toerben.  Dabei  ijt  gu  bemerfen,  bafe  für  ein  gerabcS 
n,  Das  alfo  Don  ber  tSoxm  2m  ift,  baS  Qtxäftxt  +  gilt  unb 
für  ein  ungerabeS  n  Don  ber  Qform  2m  ±1  baS3^i4^n  — 
gefegt  toerben  mug* 

3.  ©e^en  toir  in  baS  allgemeine  ©lieb  beS  Dorigen  SBeifpieleS 
a  =  5,  n  =  0, 1,  2,  3,4,5;  ferner  a=2,  b  =  3,  c  =  4, 
d  =  5,  e  =  6,  fo  Jtnb  bie  ©lieber  beS  enitoidelicn  ^ro«« 
bultes  ber  Steige  nad&  folgenbe: 

+x»--®=  +x* 

— x^i2C(2, 3, 4, 5,  6)  =  — (2+3+4+5+6)x*  =  -20x* 

+xß-22C(2, 3, 4,  5,  6)  =  +(2.3+2.4+2.5+2.6+3.4+3.5+ 

3.6+4.5+4.6+5.6)xa  =  +155x8 
— x^2C(2, 3, 4,5, 6) =-  (2.3.4+2.3.5+2.3.6+2.4.5+2.4.6+ 

2.5.6+3.4.5+3.4.6.+3.5.6+4.5.6)x»  =  —  580x« 
+x«-^2C(2,3,4,5,6)=+(2.3.4.5+2.3.4.6+2.3.5.6+2.4.5.6+ 

4  3.4.5.6)x=+1044x 

— x«-«^C(2, 3, 4, 5, 6)  =  -2.3.4.5.6x0  =  -  720. 

5 

4.  a)  ®a  l^ier  baS  er^e  ©lieb  abcdefgx''  iiJ,  folglid^  bie 
Kombinationen  gegen  bie  Dorl^ergel^enben  S3eifpiele  in  um» 
geleierter  »eil^enfolge  erfd^einen,  fo  ift  baS  ^robuW  ber  7 
binomif(^en  ^attoren  gleid^: 

Stnlatib,  fUtnöfungeit  HL  11 
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x'lC(ab . .  g)±x«lC(ab\.g)+x»2C(ab  . .  g)±x*2C(ab . .  g) 

+  x»2C(ab..g)±x«^(ab..g)  +x2C(ab..g)±xo:SC(ab  ..g)= 
8  a  1  0 

x^-»^(abcdefg)(  + 1)»;  für  n  =  0,  1,  2  ...  7. 

7— n 

4.  ß)  5)as  etjle  ®Iicb  x''  beS  ^robuIteS  aus  bcn  7  binomi» 
f(|cn  fSfaftoren  ffat  jum  ©ocfficicnten  bie  ©umme  bet  ©om* 
binationcn  jur  7.  ©lüffe  ouS  bcn  ©lemcnten  abcdefg.  S)aS 
gtoeiie  @lteb  x®  erl^äti  qI§  ßoefficienten  bie  @umme  bet 
ßombinationen  jur  6*  ©laffe  o^nt  SQöieber^oIung  öuS  ben 
glementen  abcdefg,  toeJi^e  aber  burij^  9KuIti})ntation  öer» 
bunben  toctben  muffen  mit  bet  ©umme  ber  ßombinattonen 
jur  erfien  ßlaffe  au3  ben  jtoeiten  ©liebern  ber  binomifji&en 
gafioren  aßydeJ^rj  unb  jtoar  \o,  bafe  ber  in  jeber  ßombina* 
tion  au§  abcdefg  fel^IenDe  Sud^ftabe  burd^  ben  entfpretj^en« 
ben  gried^ifd^en  ergänjt  tt)irb.  SKan  finbet  ben  ©oefficienten 
beS  britten  ©liebe«  x^  wenn  man  bie  Kombinationen  jur 
5.  ßlaffe  aus  abcdefg  mit  ben  Kombinationen  jur  2.  Klaffe 
aus  aßydel^rj  burd^  TOuItipIifation  üerbinbet  u.  f.  tt).  SSer« 
f al^ren  mir  ^iernad^  unb  fefeen  gur  beffern  Seranfd^aulid^uua 
bie  jebeSmaligen  SombinationSformen  auS  ben  lateinijd^en 
unb  gried^ifd^en  Sud^jiaben  neben  einanber,  fo  erl^alten  toir 
folgenbe  ^robufte: 

abcdef.i7  abcde.^17 + abdeg.y^+  adefg.^y 

abcdeg.^         abcdf.€i9     abdfg.y«     bcdelai? 
abcdfg.€  abcdg.fit    abefg.yd     bcdeg.at 

(abcdefg)x'+   abcefg.d  x*+  dhcetörj     acdef./^iy     bcdfg.«« 
abdefg.y  abceg.d^    acdeg./9^    bcefg.a5 

acdefg./&  abcfg.^c     acdfg.j^«    bdefg.ay 

bcdefg.of  abdef.yj7     acefg./Jd     cdefg.aj^ 

abcd.€^ij+abef.y(jK+aceg./9(J^+bcdf.afiw+bdfg.oy« 
abce.d&?    abeg»y(J^    acfg./^dc     bcdg.a«^    befg.ayd 
abfg.ydfi     SLdelßyr]    bcef.adiy 
acde./9^i7    2iäeg,ßy^    bceg.ad^ 
SLcdtßetj     Sid{g.ßyB     hdg.ade 
SLcäg,ß€^    Sidg.ßyö    bdef.ayij 
2icd.ßdr]     hcde.atrj    bdeg.ay^ 
Bbcde^r]  -hSid.ßderi-h&Sg.ßyde  +bdg.ay€^+cef.a/?<Jw 
8iM,y€^7]    acg./J(Jfi^    bcd.afi^iy    hei.aydrj     ceg.aßo^ 
ade./9yCs    bce.ad^iy    beg.ayd^ 
2Ai.ßyar}     bcf.arffijy     \Äg,ayde 
adg  ßyet    bcg,a(J€^    cde,a/?^iy 
bde.ay^iy    cdf.a/?6w 
bdf.ayfiiy     cdg.a/9fi^ 


abct^ciy 
abcg.dfi^ 
abde.yCi? 
abdf.y€i7 
abdg.y«^ 


abe.yd^jy 
abf.vdfiw 
'  %^ 
acd.^6^ij 
ace./?<J^i? 


2i%tßyö\ 


aeg./?yd< 


1 

J? 


cAdaßri 
cAeg.aßL, 
cAig.aße 
cefg.aßö 
äefg.aßy 


dg.aßde 
Aetaßyti 
Aeg.aßyQ 
AfgMßye 
efg.aßyd 
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2ic/ßöe^rj  he.aydit]  de.aßy^ri 
hf.ayderj 
hg.c^det 
(Ä.aßel^ri 
ce.aßd^T] 
d.aßderj 


Bki.ßye^rj 
dLQ.ßyd^T] 
SLtßyöeri 
Sig.ßyÖ8t 


i 


X2  + 


dL.ßyde^f] 
hMyde^T] 
c.aßdet,!] 
d.aßyet^r] 
QMßyd^Tj 
taßydet] 
g.aßydet 


x±aßyde^r]. 


A.taßye\ 

AgMßye] 

eLaßydv 

eg.aßydQ 

igMßyöe 

5)üS  öotftel&enb  cntoidteltc  ^robuft  lann  j^mbolifd^  auf  fol« 
genbe  S3ßeij|e  bargejlcDt  toerben: 
[abcdefg]x''±[abcdef].[a]x»+[abcde].[a/^]x'^±[abcd].[a/9y]x*  + 
[abc] .  [aßyS\\^  ±  [ab] .  [aßydey^ + [a]  Xaßydel^n  ±  \aßydelri], 
5.  3ia(ä6  §.  460  erhalten  »ir  l^ier  als  ^ßrobult: 

x*±f  -  jax^+L  ja^x* ±LVv+(  .  Wx2±(    ja^x+(         ober 

x«±6ax*+15a2x*±20a»x»+15a^x2±6a'^x+a«. 
6  unb  7  finbcn  tl&re  ©riebigung  in  §.  460—465. 

8.  ©cftt  man  in  bic  Sinomialformcl  3a  ftatt  a  unb  7b  [tatt 
b,  fo  iji  baS  cnttoideltc  ^tobuft  ber  ücrlangten  ^otenj: 

(3ar-Q.(3a)e.7b+Q.(3a)^(7b)2-Q(3a^(7b)»+ 

Q.(3a)M7b)*-Q.(3a)«.(7b)^+Q.3a.(7b)«-Q.(7b)^o 

2187a^-35721a«b+250047a%*— 972405a*b'+2268945a»b*— 
3176523a2b'^ +2470629ab«  ~  823543b^. 

9.  a)  8öjcn  tt)ir  ba§  93cij|)iel  nad^  §.464  auf,  fo  erl^attentoir: 
(5a)«  =  1953125a»  =  Ai 

A.f.P..  =  ^  9.4b.l953125a3  ^  ^  ^^^^^^^^^,^  _ 
1 5a  5a 


+2-5i-^«= 
7  4b  . 


8.4b.l4062500a«b 


2.5a 
7.4b.45000000an)« 


=  +45000000a»b«  =  A» 


7-i^'Ai= 


35a 

6  4b. 
"4' 5a 

54b 
"5*5a' 

4  4b 


3.5a 
6.4b.84000000a«b» 


=  — 84000000a«b'  =  A4 


—  e'E-'A»  —  * 


4.5a 
5.4b.l00800000a»b* 


=  +100800000a'>b*  =  AB 


=  — 80640000a<b'>  =  A« 


"'"6-5a*^*' 

34b  . 
~7:5a^'' 


5.5a 
4.4b.80640000a%:  _  ^  ^soosOOOa'b«  =  A, 


6.5a 
3.4b.430080000a''b« 


7.5a 


=  — 14745600a«b^  =  A8 
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ö  5a  o.oa 

_14b.A.==_14b^49120ab«^_2g2i44b.. 
9  5a  9.5a 

9.  ß)  @(feen  tDtt  ^ter  a'  ßatt  a  unb  Sab*  ßatt  b  in  bte  9i« 
nomiolfotmel,  fo  toltb: 

(a»)»-ßVa«)^.3ab«+(^Va»)«.(3ab«)''-/gVa»)».(3ab»)»+ 
ßW)*.(3ab*)*-(5ya«)».  (3ab»)»+f|ya»)«.(3ab«)«— 

(|)a'.(8ab«)^+(|)(3ab«)»= 

a«  -  24a«2b«+ 252a««>b*  - 1 512a»«b« +5670a'»b«  -  13608a"b»» 
+20412a"b>«— 17496a»'>b"+6561a«b'«. 


_     ,  /3a»b«V     /6\  /3a»b«V  2c»    /6\  /3a»b«V  /2c«V 
9.  y)  (--j  -(lj-(-c-j  •^+i2J-(-c-j  •  [in)  - 

6\  /Sa^bn»  /2c»\» ,  /6\  /3a»b«\«  /2c«'\*    /6\3a»b«  /2c«Y  , 

p)'[-r)  [^h)+[A)-[-r)'[^)-[v~r'[^)  + 

Q}-iSj  =  729^^*  -  2916^+4860a''b«c«-4320a«b''c» 


plO  />14  pl8 

+2160|,-576^^  + 64^45,. 


10.  «)  (|/x)»±(?yx)'.l/y+Q(l/x)«.(l/y)«±(|)(l/i)».(l/y)» 
+Q(l/x)^(^/y)*±(^)(|/x)«.(l/y)»+(^)(l/x)^(^/y)« 


x*±8x»l/xy+28x»y  +  56x«yl/xy+70x«y«±56xy»l/^ 
+28xy»±8yVxy+y*. 

10.  /?)  (V^)»±(?)(l/I^y)M/^x+(|)(l/£I^)'.(K^)» 
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1^  ±  9-'  +  36^*  +  84-  +.126  jl/^  +  j  126  +  84^ 
'y*     y'       y*       y    '     'F  y    '  x 

±36g+9g±gjj/i. 

11.  a)  5)te  n*«  ^otenj  beS  JBinomS  a  +  b  l&ot  n  +  1  ©lieber, 
©ubiral^irt  man  l^ierDon  bte  Otbnungd}a]^I  beS  iebeSmaligen 
©liebes,  \o  erl&ält  man  ben  gjponenten  für  a;  bie  S)ifferenj 
jtoifd^en  biefem  unb  bem  ^oten^eiponenten  n  gibt  ben  @|« 
ponenten  fflt  b,  toeil  \\ä)  bie  (SipontnUn  Don  a  unb  b 
immer  }u  einanber  ergänzen  mitten.  ^ierna(^  ifi  ber  &i* 
pomnt  beS  r*««  ©liebes  für  a  =  n— r+1  unb  bal^er  für 
b  =  n— (n— r+l)  =  r— 1.  ®er  ßoefficient  beffelben  ifi 

(n-r+?)!(r-i)I  =  (r-l)>  ^"^  iü  oDflemein  baS 

r««  ©lieb  =  (±1)'-»-  (  ^  jV-'+ib«^'. 

3P  nun  r  =  4  utib  n  =  17,  fo  tji  boS  bteite  ©Heb  bet 
gegebenen  $otenj  gleid&: 

+  (  g^)m"-*+in*-'  =  +680m"n». 

11.  /J)  $tet  tfl  baS  t)tet}el^nte  ®Iieb  glet$ 

y»-i*+ib"-i  =— 27132a«b». 


-(i?> 


11.  y)  +^^^W)««-»+i.(7ab»)'^i  =  +1015.3««.7«.a»»b»«. 

12.  3laä)  §.  465  f!nb  bie  beiben  aRitielgltebet 

-  (  9^)(5a)«' .  (2b)»+(J^){4a)».  (2b)'«  ober 

—  92378.5»<».2».a»»b»+92378.5».2»«.a»b»«. 

13.  ©te^e  §.  465. 

14.  a)  (a+b)»=a°+(j)a>'-ib+(2)a°-'b«+(3)a°-»b»+...(A) 


(a-b)"=a"-(Jja°-ib+ßW»b«-ßja»-»b»+...(B) 
Sie  ©umme  öon  A+B  ip  glei$ 
2ia"+(2)a'^b«+(j)a°-'b*+(6)a"-«b«+(g)a°-n)»+ . ..  J 
®ie  ©ifferenj  A  — B  beträgt: 
2!ftW>b+(3)a»-«b»+f5Wb»+(5)a°"'b'+- 
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S)ie  ©ummc  bon  A  +  B  gibt  alfo  bicienigen  ©lieber  ber 
beiben  enttoidelten  33inome,  in  toeld^en  b  mit  gerabem  6|- 
ponenten  öotlomtnt  unb  ll&te  Siffetenj  biejcnigen,  toeld&e  b 
mit  ungerabem  @i^))onenten  entl^alten. 
14.  ß)  Um  bie  gfotmel  beS  binomifd^en  ©aj^eS  auf  ein  SBinom 
a+bl/^  anjumenben,  »eliJ^eS  ou8  einer  reellen  ©röfee 
a  unb  einer  imaginären  bl/^  befleißt,  l^at  man^  ju  be» 
rüdfid^tigen,  büfe  bie  öerfij&iebenen  ^otenjen  bon  l/— 1  Der* 
fd^iebene  jum  Stj^eil  reelle,  jum  S^eil  imaginäre  SBertl^e 
geben.    S)enn  na(%  §.  301  iji: 

(1/=1)»  =  (1/=!)*-+»  =-l/=l 
(l/=D*  =  (l/-T)*-+*  =+l. 
©e^en  tnir  nun  in  ben  unter  a)  für  (a+b)"  unb  (a— b)** 
enttoidelten  SReil^en  b  =  bl/^,  j|o  toirb: 
b«  =  bKK^*  =  — b«;  b»  =  b»(K^)»  =  ~b»l/=i ; 
b*  =  bKK-l>=  +b*;  \)^  =  h^(V—(y  =  +h^V^; 
b«  =  b»(l/=l)«  =  —  b«;  b^  =  V(V—iy  =  ~b V^ ; 
b»  =  hKV^y  =  +  b»;  b»  =  bö(l/~i>  =  +  b»l/=l  u4.to. 
Salier  erl^alten  toir^^joenn  mir  bie  bur(%  bie  Derftj^iebenen 

^otenien  bon  l/— 1  bebingten  S^^^^^^^'^^^^W^  bor* 
nel^men  unb  bie  reellen  öon  ben  imaginären  ©liebern 
trennen : 

A  =  a'^  -  ft  Wb«+ßV-*b*  - . .  +{(i)a^-^b  -  (gja^-^« 

+ßWb*-..[l/=l 
B  =  a^ -  Qa^-^b« + ffia^-^b*  - . .  --  {(?)a"-'b  -(3^"'^« 
an-ßb«^  —  .  l^Zl. 


•(?>■ 


®ie  beiben  SReil&en  A  unb  B  befleißen  alfo  ans  einem  reellen 
Sl^eile  unb  einem  imaginären;  bejeid^nen  toir  jenen  mitAi 
unb  biefen  mit  Bi,  fo  ifi: 

(a+bl/-l)"=Ai+Bil/— lunb(a-bK=i)'^=Ai-Bil/=L 
"S^emmä)  iJi  bie  ^otenj  eineS_jum  Sl^eil  reellen,  juml^eil 
imaginären  SinomS  a±bl/— 1  ein  SBinom  Don  berfelben 


Digitized  by  VjOOQIC 


-     167    - 

gortn  Ai±Bil/^,  beffcn  imaginärer  %f)t\l  anä)  bloS 
mit  bcm  imaginären  2^\ä)tn  l/^l  belauftet  iji.     @S   ift 

bol^er:  

A+B  =  A1+B1I/-I+A1— B1I/-I  =  2Ai  = 
bcr  ©umme  ber  reellen  ©lieber  ber  beiben  SReil^en  unb 

A-B  =  Ai+Bil/=1  — (Ai-Bi1/=1)  =  2Bil/=i  = 

ber  ©umme  ber  imaainären  ©lieber  berfelben  Steil^en.  ®q» 
^er  ift: 

A+B  =  2Ai  =  2^a^--ftWb2+ft  Wb^^-^gV^ 

A-B=2Bil/^=2J(jWib-(3Wb«+ß^ 

15.  a)  93ilbet  man  aus  ben  3  Elementen  a,  b,  c  bie  SSaria» 
tionSformen  jur  erften  unb  jioeiten  ßlaffe,  \o  ift: 
(l)Ja.  b.  c 

(2)  aa,  ab,  ac 
ba,  bb,  bc 
ca,  cb,  cc. 

S)a  bicfe  ©ompiejionen  oIS  ^robulte  betrachtet  werben  unb 
^robufte,  loeld^e  biefelben  gfaltoren  entl^ötten,  einanber  qUiÖ) 
pnb,  fo  fönnen  alle  gomplejionen,  bie  auS  benfelben  Ele- 
menten bejiel^en,  jufammen  gejogen  werben.    3Ran  erl^ält 
auf  biefe  SBeife  no(!^  fo  Diele  ©lieber,  als  bie  Slnjal^I  ber 
Kombinationen  mit  SBieberl^oIung  für  bie  3  Elemente  jur 
Jioeiten  Stoffe  beträgt.    Siefe  finb  alfo: 
aa,  ab,  ac 
bb,  bc 
cc. 
©ibt  man  jebem  ©liebe  bie  ^ermutationSja^^I  jum  ßoeffi« 
cienten,  fo  ift  bie  jmeite  ^potenj  oon  a+b+c  glei(^: 
a2+2ab+2ac+b«+2bc+c2. 

15.  /?)  6nttt)icfelt  man  ouS  ber  jioeiten  ©laffe  bie  Kombinationen 
jur  britten,  fo  loirb: 

aaa,  aab,  aac  ober  a»,  a^b,  a*c 
abb,  abc    „    ab^  abc 

acc    „    ac* 

bbb,  bbc    „    h^  b^c 

bcc    „    bc* 

ccc    „    c^ 

©ibt  man  jebem  ©liebe  bie  ^ermutationSja^I  feiner  ®Ie^ 

mente  jum  Soefficienten,  fo  erhält  man  unter  Serüdfici^ti* 
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9ung,  bag  ade  ^tobulte,  motht  c  mit  gerabem  (SxponmUn 
öorlontntt,  poptit)  werben,  bagegen  negatiö  finb,  toenn  biejer 
gjponent  ungerabe  ift,  folgenbe  gntmttfehmg  ber  britten 
^otenj  Don  a+b— c.- 
a'+Sa^b— 3a«c+3ab«— Gabc+Sac^+b»— Sb^c+Sbc«— c». 

15.  y)  Silbet  man  ou8  ben  ßombmotionen  jur  britten 
bie  jur  bierten,  fo  i)ai  man: 

aaaa,  aaab,  aaac  ober  a^,  a'b,  a'c 


1 


aabb, 

aabc 

n 

a«b«,  a«bc 

aacc 

tf 

a«c« 

abbb, 

abbc 

tt 

ab»,  ab*c 

abcc 

it 

abc* 

accc 

tf 

ac« 

bbbb, 

bbbc 

n 

b*,  b»c 

bbcc 

n 

b»c« 

bccc 

n 

bc» 

cccc 

u 

c*. 

SSerbtnbet  man  mit   jebem  ©liebe  bie  ^ermutationSjal^I 
feiner  ©lemente,  fo   erhält  man    als   bierte  ^otenj  bon 
a+b  — c  folgenbe  Steige: 
aH4a'b— 4a«c+6a2b«— 12a2bc+6a2c2+4ab»  —  12ab2c+ 
12abc8  —  4ac»+b* — 4b»c+6b«c2 — 4bc»+ c*. 

15.  S)  S3ilbet  man  aus  ben  Kombinationen  jur  bierten  ©laffe 
bie  jur  fünften,  fo  ^ij^i  man : 

aaaaa,  aaaab,  aaaac  ober  a'^,  a^b,  a^c 
aaabb,  aaabc,  aaacc    „    a^b*,  a*bc,  a»c* 
aabbb,  aabbc,  aabcc    „    a*b*,  a^b*c,  a*bc* 
aaccc,  abbbb,  abbbc    „    a*cS  ab*,  ab'c 
abbcc,  abccc,   acccc     „    ab*c*,  abc^,  ac* 
bbbbb,  bbbbc,  bbbcc     „    b^  b*c,  b^c« 
bbccc,  bcccc,    ccccc     „    b*c^,  bc*,  c*. 
©al^er  gibt  bie  fünfte  ^otenj  öon  a  —  b +  c  folgenbe  Steige: 
a^— 5a*b  +  5a*c+10a8b2±20a»bc4-10a»c«— lOa^b^T 
30a2b«c  —  30a«bc«  T  lOa^q»  +  5ab*  ±  20ab»c+30ab2c«  ± 
20abc34-5ac*  —  b^  +  5b*c—  lOb^c«  +  b^c»— 5bc*  +  c^ 

16.  aWan  fe^e  bie  §§.  468—470. 

17.  a)  a«±2ab±2ac±2ad+b*+2bc4-2bd+c«+2cd+d». 

17.  ß)  a8±3a«b±3a«c±3aM+-3ab2  +  6abc+6abd+3ac2+ 
6acd+3ad2±b8+3b2c±3bM  +  3bc«  +  6bcd±3bd2±c»+ 
3cM4:3cd2  +  d». 

17.  y)  a*+4a»b±4a'c+4aM  +  6a«b2  +  12a«bc  +  12a«bd  + 
6a2c«+12a2cd  +  6aW  +  4ab3 +12ab«c±  12abM±12abc2 
±  24abcd  +  12abd2  ±  4ac^  +  12acM  +  12acd2  ±  4ad»  H- 
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b*  +  4b»c  +  4b»d  +  Öb^c«  +  12b«cd+6b2d«+4bc9+  12bcM 
+12bcd2+4bd»+c*+4c3d+6c*d«+4cd»+d^ 

17.  d)  a5  +  5a*b+5a^c±5aM  +  10a8b«  +  20a8bc  +  20a8bd  + 
lOa^c«  +  20a8cd  +  IW^^±  10a2b»±  30a«b2c±  30a«b«d± 
SOa^bc«  ±  60a*bcd  ±  SOa^bd^  ±  lOa^c»  ±  30a«c«d  ±  SOa'cd« 
+  lOa^d»  +  5ab*  +  20ab»c +20ab3d +30ab«c«+60ab2cd+ 
30abM«  +  20abc8  +  60abc2d+  60abcd2  4-20abd»+5ac*+ 
20aM  +  30acM«  +  20acd3  +  5ad^±  b«^  +  5b<c±5bM± 
lOb^c«  +  20b3cd  +  lOb^d^i  10b»d8±30bVdi30b2cd2  + 
lOb^d»  i5bc*  ±  20bc8d  ±  30bcM2  +  20bcd»  +  5bd^  +  c«^  + 
5cM±10cM2+10c2d»±5cd*  +  d^ 

17.  a)  a^±(jWb  +  ft)a'*-%«±(3W^ 

±  (jVa+b)^-ic  +ßVa +b)*»-3c«±(3Va+b)^-8c8+ . .  ±  c«» 

±  W(a+b+c)'^-id+ft\a+b+c)^-M»^     . .  +d^ 

18.  S)Q§  ^ler  gegebene  ^pol^nom  ip  öon  ber  gfotm  a+bx+cx* 
+dx»+  . . .  unb  es  lommt  bei  ber  6nttt)t(feluttg  biefeS  ^o* 
I^nomS  ^auptfäii^lid^  borouf  an,  bie  ©oefficienten  ber  mit 
irgenb  einer  ^otenj  öon  x  behafteten  ©lieber  ju  beftirnnten. 
3u  biefem  3^^^*^  f>Wö^  nian  au§  bem  iebeSmaligen  ©jpo« 
nenten  bon  x  alle  ©ombinationen  jur  fo  öielten  ßlajfe,  atö 
ber  ^otenjejponent  beträgt,  für  bie  mit  ben  ^no^txn  0,  1, 
2,  3 . . .  berjel^enen  Elemente  a,  b,  c,  d . . .  unb  multi})li* 
cire  überbieS  jebe  Kombination  mit  ber  i^r  jugel^örigen 
$ermutation§ja^I.  S)ie  ©umme  ber  auf  biefe  SQßeife  er* 
l^altenen  ^robulte  i|t  ber  verlangte  ßoefficient.  3n  bem  ber 
Bearbeitung  üorliegenben  S3eifpiel  foll  baS  erjte  Clement  2 
ben  '^txo^tx  0,  bie  übrigen  ßlemente  —5,  —1,  +1/  +3 
bejügli^  bie  Seiger  1,  2,  3,  4  erl^alten.  ®aS  erfte  ®Iieb 
be§  entioidelten  ^olijnomS  loirb  2^  baS  le^te  (3x*)'^  fein. 
9ine  3tt)i)<^englieber  entl^alten  ^otenjen  bon  x  in  natür* 
lid^er  Seil^enfolge  bon  x*  bis  x^®. 

Um  nun  ben  ßoefficienten  öon  x*  ju  bejiimmen,  bilbe 

man  nad^  §.  457  auS  ben  belben  ^t\^txxi  04  bie  Kombi« 

nationen  jur  5.  Klaffe  jur  ©umme  1.    ®ieS  gibt  bie  ein« 

jige  Kombination  1=0+0+0+0+1.  SDßerben  nun  jiatt  ber 

Seiger  bie  entfpred^enben  Kiemente  gefegt,  fo  erl^alten  toir: 

—  2*. 5.   3Kultit)Iiciren  loir  biefeS  ^robult  mit  feiner  ^er» 

51 
mutationSjal^I,  nämlid^  mit  7^  =  5,    toeil  unter   5  Kle* 

menten  4  gleid^e  pnb,   fo  erl^alten  tt)ir  ate  Koefficient  für 
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bos  jwette  ®Iteb:  —  5.2*.5=— 400,  fo  bafe  baSfetbe 
olio  Reifet:  —  400x. 

3ur  @umme  2  etl^alten  toit  aus  ben  3^t9<^  ^'^  beiben 
eomplejtonett  2=04-0+0+0+2  unb  2=0+0+0+1+1. 
©e^ett  toit  l^iertn  bie  Stemente  ftott  bet  ^tiitt  unb  ffisen 
}uglet(i^  bie  ^ermutotionSio^I  l^tnju,  fo  totcb: 

2  =  0+0+0+0+2  ober— 1|. 2*. 7  =  —  560  • 

=  0+0+0+1+1  obet  +  2^.2».5«=+2000. 

^ü^tx  iji  baS  btitte  ®lieb=(2000— 560)x«=  +  1440x». 
2)et  Kombinationen  jut  @umme  3  ftnb  btei.  Sterben 
l^ierin  bie  3^19^1^  ^ut(|  bie  Elemente  etfefct  unb  bie  $to< 
bufte  mit  i^ten  ^ermutationSjal^Ien  muüiplicirt,  fo  et^alten 
mir  alt  Soefficienten  beS  bterten  ©liebeS: 

5' 

3  =  0+0+0+0+3  obet  +  j-|.2*.l  =  +80. 

=  0+0+0+1+2  „  +||.2».5.7  =  +5600 

=  0+0+1+1+1  „  — 2y^.2«.5»=-5000 

«Ifo  ip  ba8  biette  ©lieb  =  (5680— 5000)x»=+680x». 
gfai^ren  mir   nun  in  biefer  SBeife  fort,  fo  ermatten  mir 
folgenbe  Stefultate: 

4  =  0+0+0+0+4  ober  +  jj.2«.3=+240. 

=  0+0+0+1+3  „  — 1|.2».5.1  =  -800. 

=  0+0+0+2+2  „  -g|^L.2».7»=+3920 

=  0+0+1+1+2    „    - 21^. 2«.5«.7=— 21000 

=  0+1+1+1  +  1    „     +jy.2.5*  =  +  6250 
5)08  fünfte  ®Iieb  ifi=(10410-21800)x*=— 11390x*. 

5  =  0+0+0+1+4  ober— 1|. 28.5.3=— 2400 

=  0+0+0+2+3     „    —||.  2».  7.1  =  —1120 
=  0+0+1+1+3     „    +2y-^.2».5M=+3000 
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=  04-0+1+2+2  ober  ——-^.2«. 5. 7«  =  -29400 

=  0+1  +  1+1+2     „    -|j.2.5».7  =  +35000. 

=  1+1  +  1+1+1     „    -||.5»  =  -3125 
©ed^Ste«  ©Heb  =  (38000  —  36045)x»  =  +  1955x». 
6  =  0+0+0+2+4  ober— Ij. 2». 7. 3  =  —3360 

=  0+0+0+3+3  „    +^^.2».l«  =  +  80 

=  0+0+1+1+4  „    +2~.2».5«.3  =  +9000 

=  0+0+1+2+3  „    +||.2«.5.7.1=+8400 

=0+0+2+2+2  »  —  gj^.2«.7»  =  — 13720> 

=0+1+1+1+3  „  -||.2.5M  =  — 5000 

=  0+1+1+2+2  „  +2p2r2.5'.7«=+73500 

=  1+1+1+1+2     „    —^.5*.7  =  - 21875 

©tebenteä  ©lieb = (90980 —43955)x« = +47025x«. 

7=0+0+0+3+4  obet  +  |j.2M.3  =  +480 

=0+0+1+2+4  „  +||.2«.5.7.3=  + 25200 

=0+0+1+3+3  „  — 2^,-.2«.5.1«=-600 

=0+0+2+2+3  „  +2^.2«.7».l  =  +  5880 

=  0+1+1+1+4  „  — 1|.2.5».3  =  — 15000 

=0+1+1+2+3  „  -||.2.5«.7.1=-21000 

=0+1+2+2+2  „  +||.2.5.7»=  +  68600 
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=  1+1+1+1+3  ober +||.5M= +3125 

=1+1+1+2+2     , 


5! 

4! 

5! 


3!2! 


.5».  7» =—61250 


ai^teS  ®Iieb  =(103285— 97850)1''=  +5435x7 
8  =  0+0+0+4+4  ober  +  gyi^.2«.3»=+720 


=  0+0+1+3+4  , 

=0+0+2+2+4  „ 

=0+0+2+3+3  „ 

=0+1+1+2+4  „ 

=0+1+1+3+3  „ 

=0+1+2+2+3  „ 

=0+2+2+2+2  „ 

=1+1+1+1+4  „ 

=  1+1+1+2+3  „ 

=  1  +  1+2+2+2  „ 


5' 
-gf.  2».  5. 1.3  =  -3600 

+27^1  •2».7«  3  =  +  17640 

^^    .2«.7.1«  =  -840 


2*  2! 


5' 
— ^j.2.5».7.3  =  — 63000 

+2?^.  2. 5«.  1»= +1500 

-||.2.5.7«.l=-29400 

+  j|.2.7*  =  +  24010 

+||.5*.3  =  +  9375 

+|-;.5».  7.1  =  +17500 
5! 


"2!  3! 


.5«.  7» =—85750. 


fUtmttS  ®Iteb=(70745  —  182590)x«  =  —  111845x8. 
9  =  0+0+1+4+4  ober-2^^.2«.5.3«  =  -5400 

=  0+0+2+3+4  „  -|-;. 2^7.1. 3  =  -5040 


=  0+0+3+3+3 


5! 


2!  3! 


,2«.l«=+40 


=  0+1+1+3+4     „    +|j.2.5».1.3  =  +  9000 
=  0+1+2+2+4    „    -||.2.5.7«.3=-88200 
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=0+1+2+3+3  ober  +||. 2. 5. 7.1»= +  4200 


=0+2+2+2+3 
=1+1+1+2+4 
=1+1+1+3+3 
=1+1+2+2+3 
=1+2+2+2+2 


— |y.  2.7».  1=- 13720 
+|j.5».7.3  =  + 52500 

-3f^!'^''-l'  =  -1250 
+  2P^.5».7».l  =  +36750 
—||.  5. 7*  =  -60025 


3e5nte3  ©lieb  =  (102490  —  173635)x»  =  —  71145x». 
10  =  0+0+2+4+4  ober -gy^j .  2«.7 . 3«  =  —  7560 

+  2fl7.2«.l«.3=  +  360 


=  0+0+3+3+4 
=  0+1+1+4+4 
=0+1+2+3+4 
=0+1+3+3+3 
=0+2+2+2+4 
=0+2+2+3+3 
=1+1+1+3+4 
=  1+1+2+2+4 
=1+1+2+3+3 
=  1+2+2+2+3 
=  2+2+2+2+2 


2!  2! 
5! 

2!  2! 
5! 


2. 5«.  3»  =+13500 


+11.2.5.7. 1.3=+25200 
-|].2.5.1»=-200 


^'    2 

.7».  3 

=  -  41160 

+^' 
^21  2! 

.2.7» 

.l«=+2940 

-li-- 

.1.3 

=  —  7500 

1    ^' 

'2!  2!' 

5».  7».  3=+ 110250 

5! 
2!  2V 

.5».7. 

1»=  — 5250 

+  ^'   5 
+  3J.5. 

7».1  = 

=  +34300 

_51  7» 

=  — 

16807 
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eUfteS  ©lieb  =  (186550— 78477)x'<»=  +  108073xw. 
11  =  0+0+3+4+4  ober  +  g^-^ .  2«.  1 .  3*  =+1080 


=  0+1+2+4+4 

=  0+1+3+3+4 

=0+2+2+3+4 

=  0+2+3+3+3 

=1+1+1+4+4 

=1+1+2+3+4 

=1+1+3+3+3 

=1+2+2+2+4 

=1+2+2+3+3 

=2+2+2+2+3 


+  ||.2.5.7.3«=+37800 
—  |]. 2.5.1«. 3  =  — 1800 
+  ||.2.7M.3=+17640 
-^|.2.7.P=-280 


5! 


3!  21 


.5».  3«  =  —  11250 


5! 


—  gj.  5«.  7. 1.3=— 31500 
+ 1]. 5.  7».3=+ 102900 


5! 


2!  21 


.5.7M«=-7350 


5! 


+  j^.7*.l=  +  12005. 


3»ölfte8  ©Heb  =  (171675— 52180)x"=  +  119495x". 
12  =  0+0+4+4+4  ober  +  2^^.2».3»...  =  +1080 

-||.2.5.1.3»=-5400 


=0+1+3+4+4 
=0+2+2+4+4 
=0+2+3+3+4 
=0+3+3+3+3 
=1+1+2+4+4 
=1+1+3+3+4 


5! 


2!  2! 


.2.7*.3«  =  +26460 


5! 


— g^.  2.7. 1«.3  =  — 2520 

+  ||.2.1«  =  +  10 

—  ~.b'.7.S*=  -47250 
.     5! 


■2121 


.5«.l«.3  =  +2250 
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12 =1+2+2+3+4  ober— II .  5 .7».l .  3  =  -44100 


=1+2+3+3+3  „ 
=2+2+2+2+4  „ 
=2+2+2+3+3  „ 


+  ||.5.7.1»=  +  700. 
+  jj.7*.3  =  + 36015 


5! 
31  2! 


.7».1«  =  — 3430. 


SJreije^nteS  ®«eb=(66515— 102700)x««=  —  36185x». 
13  =  0+1+4+4+4  ober— 1| .  2 . 5 . 3»  =  —  5400 


=  0+2+3+4+4 
=  0+3+3+3+4 
=1+1+3+4+4 
=1+2+2+4+4 
=1+2+3+3+4 
=1+3+3+3+3 
=  2+2+2+3+4 
=  2+2+3+3+3 


-|-j.2.7.1.3«=-7560 
+  ||.2.1».3  =  +  120 
+  2f^.5«.1.3«=  +  6750 


5! 
■2!2! 
5! 


.5. 7«.  3«  =  —  66150 


+  g.5.7.1«.3  =  +6300 

5' 
-|j.5.1*  =  -25 


-||.7M.3  =  -20580 

+  2fi!-^'-l-+^90 
aSierje^itteä  ©lieb  =  (13660— 99715)x'»= -  86055x». 

14  =  0+2+4+4+4  ober— 1|. 2. 7. 3»  =—7560 


=0+3+3+4+4  „  + 
=1+1+4+4+4  „    + 


2!21 
5! 


213! 
5! 


.2.1«.3«  =  +  540 
.5».3«=+6750 


=1+2+3+4+4    „    +|j.  5. 7. 1.3*=+ 18900 


=  1+3+3+3+4 


— 1|.5.13.3=-300 
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=  2+2+2+4+4  ober 

5! 
31  2! 

.7«.  3»= 

=  —30870 

=2+2+3+3+4    „ 

1  ^• 
2!  2! 

.7*.1».3: 

=+4410 

=2+3+3+3+3    , 

-^   7 

1*=  — 

35. 

Sflnfje^nteä  ©lieb = (30600— 38765)x»*=  —  8165x". 
15=0+3+4+4+4  obet  +  |j.2.1.3«=+1080 

=1+2+4+4+4  ,  +||.5.7.3»=+18900 

=1+3+3+4+4  ,  -2^^.5.1». 3»= -1350 

•   =2+2+3+4+4  .  +2^.7«.  1.3*= +  13230 

=  2+3+3+3+4  „  _|-j.7.1».3  =  -420 

=3+3+3+3+3    „    +||.1»=+1. 
©ed^äie^nteS  ©Heb  =  (33211  -  1770)x«=  +31441x'*. 
16  =  0+4+4+4+4  ober +  ^.2. 3«  =  +810 

=  1+3+4+4+4    „    -||.5.1.3«=-2700 

=  2+2+4+4+4    „    +2^.7*.3»=+13230 


=  2+3+3+4+4    „    —  Hfki.7.1«.3»=-1890 


IL 

2!  21' 


=  3+3+3+3+4    „    +||.1*.3=+15. 

©iebie^nte«  @Beb=(14055-4590)x"=+9465x«. 

17  =  1+4+4+4+4  ober  — li. 5. 3*= -2025 

=2+3+4+4+4    ,    -||.7.1.3»=-3780 
=3+3+3+4+4    „    +3r^-l'-3*=+9<>- 
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«(^tjel^nteS  ®Iieb= (90— 5805)x"=— 5715x". 
18=2+4+4+4+4  ober  — 1-[.7.3«=— 2835 

=  3+3+4+4+4    „    +JL.i«.3B=+270 

Sleunje^ntcs  ©lieb = (270  -  2835)x"  =  —2565X»«. 

19  =  3+4+4+4+4  ober  +  ||.1.3*=+405 

StDQtijigjieS  ®Iieb  =  +405xW 
SeJtcS  ©Heb  =(3x*)»=+243x«>. 

19.  9)ltt  aSejug  ouf  §.  470  i%  tue«  a  =  a,  b  =  —  2,  c  =  3, 
d=— 4  unb  n  =  6,  boS  bierte  ©Heb  bet  ^itx  geflebenen 
^ottii)  glet(|: 

-|(?>'-^-<2>'-^-'+(i>'-*!^'= 

-  {160a»+  180a*+24a'^)x». 

20.  SJicfcS  S3cif})iel  finbd  feine  grlebigung  in  ben  §§.  466 
unb  467. 

21.  9Mit  |)ülfe  beS  binomifd&en  Se^rfoJeS  laffen  fid&  auäf  foU 
genbe  «uSbrütfe  ^,  ^-^^  ^^  u.  f.  to.  in  eine 

Steige  bott  ©liebern  enttoitfeln,  ba  ^"XT^^C*^"*"^)"^'  ? — m« 

=(a+b)-^  u.  f.  to.  \%   tt)enn  man  in  ber  oben  §.  467 
entoidfelten  »ei^e  für  n  bie  SBBertl^e  1,  2,  3  u.  f^  to.  fefet. 

l/,_b,b^_b»    b«_b»    M         \ 
ä\     a"^a*     a»'''a*     a»    a«     '") 

IRulanb,  «ufföfungen  Ul.  12 
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=a-»jl+V.J+V..V«(^)+V..V..V.(£)VA.V,.V..V«(^)*+-..j 
21.  d)  3ta^  §.466  iji: 

=aV.jl  +  V8J-V*.V4(^y+Vs.V4.V.(£j-V..»/4.V«.V8Q)V..j 

=  l/ajl  +  V«~V4£Ai+»/.£A,-V8£A,+V.05A4-«A.^A5  + 

21.  e)  i/(-a:rb)=aV.jl-V.~V..*/«^J-V..V..V.Q)' 

-V..Ve.V..7»(jJ-...j 

=  l/ajl-Vs~V.^A.-V.jA,-Vi,^A8-"A5£A4-...j 

21.  D  V^(iH^*=a'/.jl  +  V.^-78.V.(^y+«/s.V«.V.QJ 

-V8.V..V.."'/i>^)-...j 

=  l/a«jl+»/8^-V.jA,+V*5A,-V.a^A,+»A,^A.-...j 

3.1.5.9  (hV         i 
4.8.12.16W      '"'i 

=(/a»jl-V4~V8jAi-V»^A,-»A«^A,-»A«^A4-...j 
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1.3.5. 7/b\« 
2.4.6T8\ 
b. 


21    ,)         1        _  -,-.4 1  ,  V  b   ,  2 .S/bV  ■  2.5.  8/b\8  ^ 

^  ^^r    '     /'ä  +  3:6lä)+3:Fr9U)  "^ 

2.5.8. ll/bV         *  _ 
3.6.9. I2W  ■^••j" 

8-!h-V8J+V(,^A.  +  %5a8+"A«^A8  +  "/i65a4  +  "/i85a,  +  ..| 

SBcnn  man  (a+b)^  entioidclt,  fo  brid^t  iie  Slcil^c,  mlö)t 
man  erl^ält,  nur  in  bcm  gollc  Qb,  loenn  n  eine  ganje  unb 
pofittüe  3a]^I  ifi;  alsbann  ip  bie  boUftänbige  SReil^e  bem 
SQßertl^e  ber  ju  entioidelnben  ©töfee  gletd^.  3n  ben  übrigen 
gäHen  brid^t  bie  Sleil^e  niäji  ai,  loie  aus  ben  üorfiei^enbcn 
Seifpielen  M  ergibt,  unb  mcnn  fie  ftd^  bem  SBertl^e  ber 
iu  entioitfeinben  ©röfee  um  \o  mt^x  nftl^ern  foü,  je  mel^r 
©lieber  man  bon  berfelben  nimmt,  fo  muB  a>b  fein. 
22.  a)  aWit  C)ülfe  borftel^enber  Steigen  laffen  fid^  bie  SBurieln 
aus  gegebenen  S^^fjUn  finben.  SKan  jerlegc  nämlid^  bie 
gegebene  3^^!  ^^  ^^^  Sinom  jioeier  Sohlen,  moöon  bie 
eine  eine  ^otenj  mit  einem  ©jponenten  i|t,  toeld^er  bem 
SQBurieIeH)onent  gleid^  i|i,  unb  bie  gioeite  gegen  bie  erfte  mög« 
lid^jl  Hein  ift.  ©oH  j.  33.  bie  Ouabratiourjel  ouS  11  gejogen 
toerben,  fo  jerlege  man  11  in  9  +  2,  fo  ba^  alfo  ^^11  = 
1/9+2  mirb,  5Run  ip  1^9+2  =3l/l+V9= 3(1 +a/9y/». 
3)a^er  mufe  baS  33inom  (l+V»)*^*  iu^tji  enttt)i(felt  werben. 
9Kit  Sejug  auf  3lx.  21.  d)  iji  ^ier  a=:9,  alfo  l/a  =  3, 

b  =  2,  alfo  -  =  V9.    ©efeen  ton  biefc  SBert^e  in  bie  bort 
a 

gefunbene  Sleil^e,  fo  erl^alten  mir  für  bie  erften  8  ©lieber 

folgenbe  SBert^e: 

1+1 J  =  + 1/2 .2/^    ^  1+04111111111  =  Ai 

cl 

— »A  .-Ai  =  -  »A  .  VsAi  =  -  0,0061728395  =  A, 
a 

+8/e.-A2=  +V6.%A2=  +0,0006858711  =  As 


a 
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— »/g  .-As  =  -  Vs  .»/»Aa  =  -  0,0000952560  =  A4 
+7,0.  \a4  =  +V10.  V»A4  =  +0,0000148182  =  As 
-  »A  J .  -Aj  =  -  »/„ .  «/»As  =  -  0,0000024697  =  A, 
+  "/u.^Ae  =  +  "/u.  VsA,  =  +0,0000004312  =  A7 

_  "/„.-A7  =  -  "Ae.  V9A7  =  -  0,0000000778 =A8. 

SSßetben  nun  l^ier  bie  mit  +   unb  —  öetfel^enen  3<J^I<n 
gehörig  tebucirt,  fo  ip  bie  ©umme  =  1,1055415886.  ®o» 

l>er  ift:        

|/11  =  3l/l +%  =  3. 1,1055415886  =  3,3166247658. 
S)er  ^intaI6t;u(!^  ifi  in  ben  7  etfien  Stellen  ganj  genau, 
ha  l/ll  =  3,316624790  (§.  314). 

22.  /S)  5)a  47=49-2,  fo  ijt  1/47=1^49^2  =  7l/r^«Ä; 
=  7(1  -V«)'''.  es  ift  ba^er  a  =  49,  ol|o  l/a=  7,  b  =  2, 

aIfo-  =  V«.    9lun  ift: 

+ 1 — »A .  V49     =  1  -  0,020408163265306  =  A, 

—  'A .  "A*  A,  =  -  0,000208246563931  =  A, 
— V« .  *A9  As    =  —  0,000004249929870  =  A» 

—  Vs .  V«  As  =  -  0,000000108416578  =  A* 
— 'Ao.^AoA*  =-0,000000003097616  =  As 
— »A8.V49A6  =  -0,000000000094825  =  A« 
-"A4-V49A«  =— 0,000000000003041  =A7 

—  i»A«  •''A9A7  =  —0,000000000000101  =  As. 

a)a^er  ift  1/47  = 

7(1  —0,020620771371277)  =  6,855654600401061. 
®er  Siecimalbtud^  ifi  in  ben  etften  13  ©teilen  ganj  genau. 

22.  y)  SBoHte  mon  ]/2  bis  ouf  mehrere  S)edmalfienen  gonj 
genau  pnben,  fo  lönnte  man  jtoor  |/2  =  (1+1)'/«  fe|en; 
allein  bie  ouf  biefe  SBeife  entftel^enbe  9leil^e  mürbe  fi^  bem 
äBettl^e  bon  Y^  ^^^  langfam  näl^ern.  3)al^et  muttitilicite 
man  2  mit  einer  gel^firig  gett)ä]§(ten_Ouabrat}a]^(,  j.  S3.  mit 
25,  fojgJ/50  =  5J/2_unb  yiV50=:[/2.  Mm  |/50 
=  1/49  +  1  =  71/1+ V«  =  7(1  +  749)'''.  68  ijl  alfo 
a  =  49,  J/a  =  7,  b  =  1,  ba^er  -  =  749.    5lun  ift : 
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+  Va .  V49  ==  +  0,010204081632653  =  Ai 
— V4 .  V«  A,  =  -  0,000052061640982  =  Ag 
+  Ve .  V49A8  =  +  0,000000531241234  =  Ag 
— Vs .  V49A8  =  —  0,000000006776036  =  A* 
+  Vio .  V49A4  ==  +  0,000000000096801  =  A» 
— 7i8.  V49A6  =  —  0,000000000001481  =  A« 
+  "/i4 .  V49A6  =  +  0,000000000000023  =  A7. 
35o]&er  iji: 

|/2  =  76(1,010204612970711  -0,000052068418499) 

=  1,414213562373096. 
S)er  S)ectnioI6tU(]&  iii  in  ben  ctjien  14  ©teilen  gonj  genau. 
Slußcr  ben  biSl^etigen  gntwirfelungen  öon  (a+b)»  iß 
aaiS)  no(!^  folgenbe  ju  merlen: 

n(n  +  l)(n  +  2)/    b    \»         L. 

1.2.3       U  +  b/"*""T^^* 

b  V 

S)enn  toenn  man  — ,-t-  =  y  fe|jt,  fo  totrb  b  =  ar-^— 
a  +  D       "»''  j  —  y 

unb  (a+b)  =  a(l + j-^)  =  a.  j^  =  a(l-y)-i.  ®a= 

l^et  Vji: 

(a+b)"  =  a°(l  — y)-». 
3lun  iji  aber 

(l-y)-- =  1  +  !,+5(!+ay.+!(5±Ätt?)^+ . .. . 

aBirb  nun  in  biefer  SRei^e  j=i—-^  gefegt,  fo  entfielt 

l^ierouS  bie  SRei^e  A,  beten  SRid^tigfeit  l^ierntit  ertoiefen  ift. 
9luf  äl^nti^e  SBeife  »iib  nun  aud^ 

ra  +  b)-"-a^!l-B-^-  +  5(5+i)/_b_V_ 

n(n+l)(n+2)/   b  V  ,      I 
1.2.3      \a+b/         j 
Um  nun  1/2  ju  finben,  fe^e  man  in  fRetl^e  A  n  =  V«  unb 

jfud^e  nun  1^49+1,  jo  ift  l^ier  a  =  49,  olfo  -—=1/50 
=  Vioo.    SRun  ift: 

V» .  Vioo  =  0,010000000000000  =  Ai 
V4 .  7ioo .  A,  =  0,000150000000000  =  A2 
V«-7ioo.  Ag  =  0,000002500000000  =  A» 
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Vs.Vioo.A»     =  0,000000043750000  =  A4 
V10.V100.A4    =  0,000000000787500  =  A6 
^Vis.Vioo.Aft  =  0,000000000014438  =  A« 
"/u.Vioo.A«  =  0,000000000000268  =  A7 
"/16.V100.A7  =0,000000050000005=  As. 
3Öfo  ip: 
|/2  =  75.1,010152544552211  =  1,414213562373095. 
22.  d)  ©ofl  au8  einer  3^^!  t)ie  Kubüwurjel  geiogen  toetben, 
fo  jerlege  man  biefelbe  fo  in  jtoet  J^eile,  baß  ber   erjie 
SE^eil  ein  öolipänbiflet  ßubuS  toitb  unb  biefer  J^eil  gröfeer 
roirb,  als  ber  jmeite;  bie  Stetige  nimmt  um  fo  {d^neüer  ah, 
je  me^r  ber  erfte  SE^eil  ben  jtoeiten  an  ©röfee  überjieigt. 
@on  nun  bie  (Subilmur^el  au3  388  gejogen  tperben,  f 0  fe^e 
man  388  =  727(10648—172);  alSbann  toirb: 

3  8 

1/388  =  1/Vk(10648— 172)  =  V8(10648 — 172)V.  = 
*«/8(l-"/M«.yj. 
©o^et  ip  a=  10648,  olfo  l/a  =  22,  b=172,  alfo 
^  =  "»/,^^g=:«/^„j.  5DlitS3ei«fl  auf  5Rt.21.  e)  etl&oüen 

toir,  wenn  toit  bie  fe$S  etjien  ©liebet  Beied^nen,  folgenbe 
SEßettl^e: 

—  V8."/M6i  =  -0,005384422739794  =  Ai 

—  V«  ■  *V»6«jAi  =  —  0,000028992008240  =  A, 
— V9 .  "/»mA«  =  -  0,000000260175381  =  Aj 
— Vi«  ."/«66»A.  =  —  0,000000002801788  =  A4 

—  "/i5 .  "/266JA4  =  —0,000000000033189  =  As 

—  "/i8."/266jAi  =- 0,000000000000417  =  A«. 
S)o^er  iP: 

1/388  =  "/8(1  —  0,005413677758809) =7,293633029768734. 
2)iefe  SBurjel  ifl  in  ben  13  erfien  2)ecimaI{}eIIen  aam  genau. 
22.  s)  ©a  3  =  V729.2187  =  V7m(2197-10),  fo  i|i: 

^'3  =  V  V7»(2197— 10)  =  V»(2197  - 10)''.. 

6S  ip  alfo  a  =  2197,  ba^er  l/a  =  13,  b  =  10,  alfo: 

^="/m7.  5Runijl: 

—  V8 .  "/«»7   =  —  0,001517220452131  =  Ai 

—  Vs .  "/m«A,  =  -  0,000002301957900  =  A« 

—  Vt .  "Ai»7A,  =  —  0,000000005820962  =  Ag 

—  V« .  '7ai«7A«  =  —  0,000000000017663  =  A* 

—  "A» .  "/m»7  A4  =  —  0,000000000000059  =  A». 
3)a]^et  ip: 
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ys  =  »Ml— 0,001519528248715)  =  1,442249570307411. 
©er  ©eclmolbrudd  ift  bis  jur  13.  ©teile  aam  genau. 

10 10     RIO 
a)  ©e^t  man  10  =  -g,-„-.jQ-jjj^.l0,  fo  »irb: 

10  10 


23 


(/io=»/,j/^.io==io/,j/: 


10737418240 


10»o 

10     '  

"/ol/l +0,073741824  =  »0/8(1+0,073741824)''». 
^iet  iü  n  =  10,  a  =  l,  b  =  0,073741824.  68  ifi  bo^et: 
+  Vio  .b   =  +  0,007374182400000  =  A» 

-  »Aob .  Ai  =  -  0,000244703547308  =  A« 
+  »»/»obA,  =  +  0,000011428429014  =  A, 
— »AobA,  =  —  0,000000610996071  =  A4 
+  »»/6obA4  =  +  0,000000035143654  =  A» 
— *»/«>bA6  =  —  0,000000002116438  =  A« 
+  »AobA«  =  +  0,000000000131544  =  A7 

-  «VsobA,  =  —  0,000000000008367  =  A» 

+  "/,obA8  ^+ 0,000000000000542  =  A, 

— «»AoobAs  =  -  0,000000000000035  =  Aio. 
10 

»a^et  ip  1/10  = 

»0/8(1,007385646104754-  0,000245316668219)  = 

1,25892541179567. 

2)et  2)ecimaI6tu$  iß  in  ben  etfien  11  Stellen  aam  genau. 

5Dlan  We  §.  347  im  I.  3;^eile  IV.  9lup.  ©.  435. 

23.  ß)  1/68  =  ^64+4  =  aVT+VT,]  bo^er  i|i: 

1 :  |/68  =  1 :  4l/l+Vi7=  V«(l+ Vie)"'''.    SRutt  ijl: 

—  Vs  ■  Vi«        =  -  0,020833333333333  =  Ai 
+  V»  •  VieAi    =  +  0,000868055555555  =  A, 

—  V» .  VwA«    =  —0,000042197145061  =  As 
+  *7i8 .  VioAs  =  +  0,000002197767972  =  A4 

—  "/16 .  Vi«A4  =  -  0,000000119045765  =  A5 
+  '7i8 .  V16A5  =  +  0,000000006613653  =  A, 

—  "/m  .  V.6  Ae  =  —0,000000000373986  =  A7 
+  *V24.  Vi«A7  =  +  0,000000000021426  =  M 

—  '*/«7 .  Vi«  As  =  —0,000000000000124  =  A». 

S)o^et  ifi  1:^'68  = 
V4(l,000870259958606— 0,020875649898269) 
=  0,244998652512584. 

24.  S)a  (a+bl/=T)'''  =  a'KlH- -l/^)''« unb  (a -bl/=l)''' 

et 
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=  a'Kl- V— l)''',  fo  btou^en  »it  Mo8  (1+ V^''* 

)U  enttoideln.    Se^ei^nen  toir  bie  beiben  99tnome  beifigUd^ 
mit  A  unb  B,  fo  tji: 

A=..{..vy-^-||g)V-.).+ii5)V-,- 

1.2.5.8.11.14 /b\«,/-rY,,   1.2.5.8.11.14.17 /bYfiZ-Ty- 

3.6.9.12.15.18W  '^     3.6.9.12.15.18.21Va/  ^ 

1.2.5.8.11.14.17.20 /bYn/ — Tv?       ( 
3.6.9.12.15.18.21.24W  ^•'^      !)+••{ 


anit  9{üdfi(i^t  auf  baS  9{r.  14.  /$)  ttbet  bie  t)etf$iebenen 
5potenjen  Don  V^  ©efogte,  et^olten  toir  BierouS: 

.=..^x..,jK=TH.i|g)'4gg)-K=x-,i^)' 

1.2.5.8.11  /bY|/-r;     1.2..14/bY    1.2..17/by,/-r- 

"^  3.6.9.12.15W  '''MISVä/     3.6..21UJ         ^ 

1.2..20/bY         I 

3.6..24W  I 

®a]^et  iß: 


1.2.5.8 /by     1.2..11/b\%/— 7  .  1.2..14/b\«  . 

3.6.9.I2U;      3Xl5\a;  "^  ~^"^3.6..18W  "*" 

"  "  IZ/^Vl/— T     1.2^b\8         \ 

:2i\a;  *"  ~^~s:6M,ij  ~  -f 


3.6, 
golgliil  iji,  wenn  a  ==  ober  >b 

A+B 


^*  l^^äela/      3.6.9.i2\a/  +3:08\aj 

1.2..20/by    1.2..26/b\">         \ 

3.6..24\a;  "•'3.6..30\ä/  ~"') 
ober,  toenn  toir  biefem  SluSbrud  eine  für  bie  Slntoenbung 
bequemere  gform  geben,  fo  ift: 

17.20/b\«        23.26/b\«  \ 

SDBcnn  aber  b>a,  fo  forme  man  ben  gegebenen  SluSbrudt 
in  folgenben  um: 
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&+hV-i=hV-l(l-^V^^)  unb 

(a— bl/=l)  =  blA=^j-(l+Jl/^j;  olsbonn  toitb 

(vL+hV^y''  =  (bK=D'''. (l_?l/=l)"/'  «nb 
(a-b,/:zi)v.==(bi/zr[)v.j_(i+a^^z:i)v.j. 

3n  biefem  gfolle  ifi: 

U.5.8/ay         \ 
3.6.9.12\bj"*'"7 

B = (bl/:qD".{_{n.v4KrT+i|j)'_l||f;Yj/=I_ 


3.6.9\b 
3.6.9.12lb/  ^  ••// 


1.2..11/a\», 
3.6..i5l 


3Ä:2i\b;^*  •( 


8  8 

ballet  ifi  au^: 

T8:2iVbj^*"*"24Mw  '•••» 

25.  9uS  iebetn  1  eines  ju  pVo  auf  Sm\tn  ftel^enben  ß^apitals 
toirb  am  ®nbe  beS  erjien  ^a^teS  mit  ben  3infen  1+taä; 

am  6nbe  beS  jtoeiten  Sal^teS  (^"'"roö)'  ^''^  ^^  ®"*^^ 
beS  n*"»  3a^reS  mit  3inf^Säinf^n 
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/-  .    p  V      1  ,    n      ,  n  — 1   .    ,  n— 2   .    ,  n—S  . 

©cfet  man  für  p  unb  n  bcftimmtc  SBcrtl^e,  fo  lann  bic  S3c» 
xtäftinm  mäi  borjiel^enber  gformel  sefd^el^en,  ol^ne  fi($  bet 
Soflarit^men  bebicncn  ju  muffen,  gfür  n  =  10,  p  =  5  mitb: 

(1+0,05)10=1+0,5+0,1125+0,015+0,0013125+0,0000788 
+0,0000033+ . . .  =  1,6288946. 

§ietnadft  toflrbe  al\o  ein  Kapital  Don  1000  9KarI  in  10 
a^ren  ju  5  Vo  mit  SinfeSjinfen  auf  1628,89  SRatl  an« 
mad^fen. 

ßisettfii^aftett  htt  9iMvdaU(io^ütnttn. 

(«eis  §.  93.) 

f.  472.    1.   S)a  bie  3a^Ien  1,  n,  B^^H  "-^T^-^ 
u.  j.  m.,  toeld&e  mir  burdd  bie  Symbole 

(S)(;).G).(3).GM5)"'.». 

batjupellen  pflegen,  in  bet  allgemeinen  ©ntmidfelung  ber 
^oteni  eines  SinomS,  als  ©oefficienten  bet  aus  ben  5Be* 
ftanbt^eilen  beS  Binoms  gebilöeten  ^robulte  auftreten,  fo 
führen  pe  au(Jö  benSlamen:  ^8inomiaI*6oefficienten". 
®a  ber  SluSbrudf  (a±b)"  e6enfo  auS  b  mie  auS  a  ju«» 
fammengefejt  iji,  fo  mufe  biefeS  aud^  bei  feiner  gntmicfelung 
ber  gfall  fein;  menn  biefe  Sntmidelung  alfo  ein  ©lieb  Don 
ber  5orm  Ka^-'b'  enthält,  fo  mufe  fie  anil)  ein  anbereS 
®lieb  Don  ber  gorm  Ka'b''-'  entl^alten.  SDiefe  beiben  ®Iie* 
ber  finb  aber  offenbar  öon  ben  beiben  gnbgliebern  gleid& 
meit  entfernt;  benn  ba  bie  Slnjal^I  ber  ©lieber,  meiciöe  irgenb 
einem  ©liebe  üorange^en,  bur(j&  ben  gjponenten  öon  b  in 
biefem  ©liebe  auSgebriidtt  wirb,  fo  folgt  barauS,  bafe  ber 
bem  ©liebe  Ka^-'b'  öorangel^enben  ©lieber  r  finb,  unb 
bafe  n— r  ©ieber  bem  ©liebe  Ka'b"-'  öorl^ergel^en  unb  r 
©liebet  folgen,  meil  bie  Slnja^l  ber  ©lieber  =  n  +  l  ip. 
SKitl^in  ^aben  in  ber  gntmicfelung  jeber  ^otenj  eines  Si« 
nomS  jmei  ©lieber  gleici^e  ©oefpcienten,  menn  fie  öom 
anfangs»  unb  @nbgliebe  um  eine  gleid(|e  Slnjal^I  ©lieber 
abpelzen;  unb  meil  in  biefem  gafle  il^re  S^ifl^^f^n^wi^n  P4 
jur  BapS  ergftnjen,  fo  lann  man  anäf  fagen:  93inomial« 
©oefpcienten  oon  berfelben  SSaPs  pnb  einanber  gleid^,  menn 
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i^tc  3ci9«i^funiötcn  gleid^  bcr  S3ajiiS  flnb.  ®ieS  etgibt  jt^ 
QU($  \^on  Qu§  §.  455.  9,  toonad^ 

qn)  =  2n)ober(;)=^^)i|i. 

2.  3lun  »irb  ( °j  ber  r*«  Sinomiatßoeffldent  genannt;  er  iji 

aber  in  ber  3:]^at  ber  goefpcient  beS  (r+1)*«»  ©liebes  ber 

aieil^e,  wäl^renb  ber  ©oefficient  beS  r*^"  ©liebes  =(  _^-|) 

iji.  3la(l)  §.  464  !ann  jeber  93inomiaI»®oefficient  als  ein 
$robuft  betrad^tet  werben,  bejfen  erfter  gfaftor  ber  junftddji 
t)orl^erge]^enbe  ifi.    3)emgemä|  iß: 

(;)=G-,)-"-=r^^w**^    ■ 

/    n   \_/n\  n--r+l_/n\         r 
Vr-i;~W'       r       -VrAn-r+1* 
hieraus  ergibt  [x^,  bafe  man  ben  (r— 1)*«  JBinomial« 
toefficlenten  aus  bem  r*'»  pnbet/inbem  man  festem  burd& 

-  biDibirt  ober  mit  bem  reciprofen  SBertl^e  Don 


r 
n— r  +  1 


alfo  mit    _      j  multiplicirt* 


3.  ©efet  mon  in  [)  =  (  ^   ]  r  =  0,  fo  »irb: 

foIgli(5iP:  «)(S)  =  1- 

3n  ber  SBinomialreil^c  iji  C^j  ber  goefficient  beS  erften  ©lie* 

beS  unb  wirb  berfelbe  ber  nullte  8inomiaI=®oefficient  ge* 
nannt.    Slud^  iji,  wie  aus  öorftel^enbem  p4  ergibt 

5Bei  ber  f^mbolifc^^en  3)ar[teffung  ber  93inomiaI«®oefficienten 
läßt  man  bie  S^iiex  in  ber  natürlici^en  Sleil&enfolge  öon 
0,  1,  2 ...  bis  n  fortfd^reiten.  3)a  nun  baS  erfte  ©lieb 
0,  baS  jweite  1,  baS  britte  2,  alfo  baS  r*«  ®lieb  (r— 1) 
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)um  3^i9^t  ^^^f  ^0  folgt  l^ietaud,  bog  man,    um  ben 
>  ^tiitx  eines  beliebigen  ©liebes  ju  finben,  öon  bet  Dtb«» 
nungS}Ql^I  1  }u  {u6ttal^iten  fjai. 

SBie  aus  ß)  folgt,  l^Qt  baS  Symbol  [ ^l  toenn  alfo  ber 

'3ciger  ber  SafiS  gleid^  iji,  ben  SQBertl^  1 ;  folglich  mufe,  »enn 
ber  S^\m  größer  ift,  als  bie  SafiS,  ber  ßoef ficient  Derfd&ieben 
ober  Qmii  0  werben,  loeil  alsbann  im  ©iöibenb  ber  gaftor 

9lun  öorfommt.  I)enn  ijl  ber  n*«  S5inomiat=ßoefficient  LI 
fo  mufe  ber  (n  + 1)*«  gleidd 

ßierauS  folgt  au4  bafe  es  in  ber  93inomiaIrei^e  fein  (n+2)*** 
Slieb  geben  fann. 

4.  ©e^t  man  alfo  ben  3^19^^  =n  +  m,  wobei  m>0  ange* 
nommen  toirb,  fo  ijl: 

^  \n+m/ 
SDßeil  nun  naci^  9lr.  1 

\n+in/~\— m/' 
fo  mufe  au(Jö  ß)  (_1L)=0  fein;  b.  f),  ber  SinomiaUßoeffi« 
cient  ifi  gleid^  3luD,  wenn  ber  3^i9^^  negotiö  ift. 

5.  a)  gfür  bie  ©ummen  aller,  einem  gonjen  pofitiöen  ©jpo* 
nenten  angel^örenben,  S3inomiaI'6oefficienten  läfet  pd^  ein 
elnfad&er  SluSbrucf  angeben.  S)enn  fe^t  man  in  ber  ent= 
»idelten  3teil^e 

(a+bf  =  (J)a^+(J  W^b+^g  W2b2+Man-3^^     . . . 
a  =  1  unb  b  =  1,  fo  öerwanbelt  fie  fi$  in 

<'«)-=-=C)-(;H°)+(3H:)-(.-:W:} 

®emna(]Ö  ift  bie  ©ummc  aller  S3inomial--6oefficienten  für 
ben  Exponenten  n  glei(j&  2^  ein  ©a^,  tt)el(3per  jmar  für  jeben 
SBertb  öon  n  gilt;  allein  fobalb  n  leine  ganje  })ofitiöe 
Qa^l  ift,  bie  ©ummirung  einer  unenbli(|en  Stetige  barfteüt. 
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>.  ß)  ©ögegcn  gcBen  ble  JBinomioI»®oeffidenien,  ito^  ber  Stellte 
mit  weddfelnben  '^ixi^tn  genommen,  9lufl  jur  ©umme.  S)enn 
es  i|i,  toenn  in  obiger  gormel  a  ben  UBertl^  +1  unb  b 
ben  aSert^  —1  erhält 

(>-""=«=G)-(^(2)-(shG)--±ö- 

Seibe  €äje  a)  unb  ß)  ergeben  jtd^  aber  auci^  no4  aus 
folgenben  ©rünben:  Silbet  man  aus  jwei  ©lementen  bie 
SSariationen  jur  n*'"  6Iaf[e  mit  2Bieber$oIung,  fo  ifi  nad^ 
§.  456.  20  bie  3a^I  ber  auf  biefe  SBeife  entjianbenen 
6omt)Iexionen  ^V(2)  =  2\ 

n 

i^aben  nun  beibe  Elemente  abtoed^felnbe  Z^xi^zn,  fo  ifi  bie 
eine  C^ölfte  ber  Somplejionen  pöfitiö  unb  bie  anbere  negatiü; 
i^re  Summe  mufe  mitl^in  722*^— 722*^  =  0  f^n. 
5.  3la$  §.  458 :  31.  beträgt  bie  Slnjal^I  ber  Kombinationen 
afler  ßlaffen  auS  ben  glementen  a"'  b"^  c°  dP  e^  f' . . . 

(m+l)(D  +  l)(0+l)(p+l)(q+l)(r+l)— 1. 
3)a  nun  bei  ben  Kombinationen  ol^ne  äOßieberl^oIung  in  einer 
3form  jebeS  ©lement  nur  einmal  öorlommen  barf,  fo  mufe 
für  biefe m  =  n  =  o  =  p  =  q  =  r=l  fein.  3P  alfo  bie 
^n}abl  ber  Kiemente  n,  fo  ift  bie  Summe  aller  möglidden 
Sformen,  toenn  toir  biefelbe  mit  S  bejeid^nen: 
S=  |(1+1)(1+1)(1+1)(1+1)....}'^-1 
=  (2.2.2.2...)"— 1  =  2»»— 1. 
r.  5Ra(^  §.  455.  8  unb  10  ift: 

/ii\  ^  n(n-l)(n-2)...(n-(r-^l)) 

\r)  1.2.3 r 

p(D-l)(n-2)...(n-(r-  l))(n-r) 
1.2.3....r(r+l) 

SJamit  ber  SBertl^  für  y\  benfetten  3)it)ifor  erl^alte,  loie 

betfelbe  für  (/^  j)  ip,  m«Iti<,Iicite  man  etpetn  im  S)bibenb 

unb  SJiöijot  mit  (r  + 1)  unb  obbire  oläbann  bie  beiben 
©leid^unaen,  fo  ttitb: 
n\    /  n  \  ._  {n(D-l)(D-2)...(n-(r-l)}  {(n-r)+(r+l)} 
rr\r+\)~                     1.2.3...,r(r+l) 
_  (D+l)n(n-l)(n-2)...(n-(r-l)) 
.    —  1.2.3.4 (r+1) 

=  (r+l)' 
b.  \.  in  SBotten:  S)et  (r  +  1)*«  S9inomioI=6oefficlent  ber 
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(n  + 1)'*"  ^oieti}  ip  glei^  ber  ©utnme  be«  r*«"  unb  beS 
(r+lV*"  ©tnomiol'gwfficienten  ber  n«»  5ßotenj.  ©ie  für 
jeben  fSkü^  bon  n  geltenbe  ©lei^ung 


(;:i)-(h:.) 


lann  in  bem  gfafle,  toenn  füt  n  bloS  ganje  ^oftitbe  SBetil^e 
oefefti  toetben,  jur  Setfettigung  einet  3:abefle  ber  $tnomiaI< 
Soeffidenien  mit  SSott^eil  gebtaud^t  »erben.  Vis  9ei{t)iel 
mag  l^ier  ber  Anfang  einer  fold^en  SabeOe  bienen.  t:ie 
römif^tn  Siff^m  beuten  ben  ®rab  ber  ^otenj  an: 

0  1 

1  1      1 
n                                    12      1 
m                                13      3      1 

IV  14     6       4     1 

V  1     5     10     10      5     1 

VI  1     6     15     20     15      6     1 

VII  1    7     21     35     35     21      7    1 
Vm              1    8    28    56     70      56     28     8     1 

IX  1    9    36     84    126   126  84    36     9     1 

X  1    10  45    120  210  252  210  120  45    10    1 

XI  1    11  55  165  330  462  462  330  165    55    11   1 

XII  1  12  66  220  495  792  924  792  495   220  66    12   1 

3!ebe  S0  ^"{^'c  2abe0e  entjle^t,  wenn  man  bie  übet  i§r 
ffefienbe  ju  ber  bie|er  lebtern  boronge^enben  obbirt.  3 
66  =  55  +  11;  220  =  165  +  55  u.  [.  ». 

8.  9lad^  bem  Dorigen  @a^e  ijt 


c:>)=Ct')« 

(";J)=CT>a 


Slbbirt  man  bicfc  ©leid^ungcn,  fo  toirb: 


(:.tHirKtH^>-=(:K-^)- 
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©ubttä^ite  t)on  fteibcn  ©citen  blefcr  ®let$ung  bte  gleiten 
©lieber,  fo  refulttrt: 

c:o=c)-eT>C7>(v)— er) 

©iefer  ©a|  Reifet  in  SBotten:  £)et  (r+1)*«  Sinomid«6oefp« 
cient  bet  (n  + 1)*«"  ^otenj  iji  altiäi  ber  ©umme  aller  r**" 
93inomioI*6oefficienten  oller  öorgergel^enben  niebrigeren  ^-ßo« 
tertien.    3ji  j.  S.  n  =  9,  r  =  3,  fo  ift: 
/10\      /9\    /8\    /7\    /6\    /5\    /4\    /3\    . 

210  =  84 +  56;+ 35 +  20+ 10 +  4+1. 
9.  ©oO  bie  9tei]^e 

am+b«^  +  c"^+  d"^  +  . .  +  P"'  +  q"', 
too  a,  b,  c,  d . . .  p,  q  bie  Detf(5iebenen  ©lieber  einer 
aritl&metifd^en  3tei^e  finb,  fummirt  »erben,  \o  f^at  man, 
toenn  d  bie  SJifferenj  je  jtoeier  auf  einanber  folgenben 
©lieber  biefer  Steige  bejetd^net,  nad^  bem  binomifd^en  ©a^e: 

b^  =  (a+d^  =  a-^+^^W^d  +^^  W^j«^  ^  ^  ^ 

c^  =  {h+dr  =  b»+(™W'(J+ft)b"^-M«+  . . . 

•  ••••• 

•  ••••• 

^bbirt  man  biefe  ®Iei($ungen  unb  begeid^net  bie  ©umme 
ber  m*««,  (m-«l)*«« ....  ^ßotenjen  b^^lxä)  mit  -Sn,  -Sn-i 
...22,  2i,  fo  erl^ält  man: 

^^-a«^=-5a-q^+(l)(5(^-i-q"^-^)+ 

^^)d«(2;n-2-q--^)+... 
ober  rebudrt: 

®iefe  ©leid^ung  (A)  enthält  bie  ©umme  ber  ^otenjen  öon 
-Sm-r  bis  ^0  einfdöliefeli^  »o  -2o  =  a«+b«+c«+do+.. . 
+  po+qo=n  i[t. 

©efeen  wir  in  A  nad^  einanber  m  =  1,  2,  3,  4  . . .,  f o 
finbet  man  für  m  =  1 : 
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1 


_q-a 


1)   q-a  =  «J(2i-q»);  foIflli4  2«  =  ^L-J!+l. 
aBeil  nun  q  =  a+(ii— 1)<J  \\i,  fo  wirb: 

toaS  fd^on  belannt  toar. 

2)  gfür  m  =  2  erhalten  tott  ani  A: 

q«— a«  =  2d{2i  —  q)+<J«(^— qo);  foIgIt(i& 
q»— a«     rf(q— a)     „ 

V  _q»-a«  ,  J(q+a)_(q-Ha)(q-a+d) 

toeaen  q=a+(n  — l)d,  olfo  q — a+<J  =  n<J 
V  _(q+a)nrf_(q+a)n 

-^» — 25        r~ 

»aS  ebenfalls  {(i^on  auS  §.  405.  2  belannt  toar. 

3)  pr  m  =  3  tefultirt  ouS  A: 

q«  -a«  =  35(^-  q«)+3<P(:?,  _qi)+<J»(2i  -qo). 

4)  güi  m  =  4  etl&ält  tnon  ouS  A: 

q*— a«=45(^— q»)+6<J«(^— q«)+4<J»pi— q>)+<M(2;,— qo). 

5)  gut  m  =  5  etgibt  fid^  ouS  A: 

q»  -  a»  =  SdC^i — q<)+105«(^j — q'')+ 10d»{^  —  q«)+ 

5<J*(J,— q»)+5*(^o— q»). 
hieraus  etgibt  fi^,  bog  bie  @umtne  bet  qjin^  ffo^m  ^o« 
tenjen  einet  bepimmten  Slnjol^l  bon  ©liebem  immer  öer« 
mittelß  bet  @umme  ber  niebtigeten  ^otenjen  gefunben 
merben  fann. 

@on  nun  bie  @umme  bet  Ouabtate,  €u6en  unb  Siqua« 
brote  bet  notürli^en Säulen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  ... 
n  gefu(i^t  metben,  fo  ^at  man  na^  ben  bot^etgel^enben 
gotmeln,  wenn  a  =  l,  «J=l,  q=n,  ^=n  gefegt  ttitb: 

n  y  _(n+l)n_n(n+l) 
1)5, g J3-. 

2)  n*-l  =  3(^-n«)+3(5,— n>)+(^-ii«);  folglid^ 

:5,  =  n«+5!z:l_5(5^l)_E=l^V.(2n'+3n«+n),  obet 

.2,  =  Ve  {n(n+l)(2n+l)}  =  V.(2n+1)  ..S,. 
3)  n*— 1  =  4(^-n»)+6(li-n«)+4(5,— n»)+(:?o— n»);  alfo 
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.,n*— 1     2n'— 3n»+n    n(n— 1)    n— 1 
:s.  =  n»+-j j ^ j- 

n*+2n«+n»     n«{n+l)»      ,_.  ,. 
= 4 =  —^-=(S^) . 

4)  n»— 1  =  5(^4— n*)+10(2',— n')  f  10(^-n«)+ 
5(l',-n»)+(^-n»); 

D(n+1)     n— 1 
2  5 

=  V8on(6n^+15n»+10n«-l)=V8o(n(ii+lX6n8+9n«+n-l) 
=  V3on(n+l)(2n+l)(3na+3n-l) 
=  V5(3n2+3n-l).2i. 


(§ciS  §.  93.) 

§♦  473^  SBenn  man  aud  ber  9letl^e  ber  natfirlid^en  SaffUn 
1,  2,  3,  4 . . .  eine  neue  3tei^e  bilbet  unb  jtoar  jo,  ba6  man  Die 
erften  mt\,  brei,  biet,  fünf  ©lieber  u.  f.  to.  fummitt,  fo  entftel&t 
bie  gleite 

1,  3,  6,  10,  15,  21,  28,  36,  45,  55,  66,  78  u.  f.  »., 
tootin  bie  einzelnen  ©lieber  breiedfige  ober  Srigonaljol^Ien 
^eifeen,  weil  ficj^  fo  biele  fünfte  att  eine  fold^e  S^f)l  ffiin^eiten 
l^at,  burd^  ein  ©reied  barfiellen  laffen 
1       3        6  10  15  21  28 


S)ie  SfniQ^I  ber  in  einer  ©eitenrei^e  ftel^enben  fünfte  wirb  bie 
©eite  ber  breiecRgen  3ö1&1  genannt. 

SBerben  in  Der  aieil^e,  beren  ©ifferenj  2  ift,  nämli(ä& 
1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19  ... . 

Stutanb,  «uflöfttitgen  HL  13 
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bie  ctjlen  jtoei,  btci,  öier,  fünf  ©Heber  u.  f.  tt).  abbirt,  fo  ent« 
fte^t  folfienbe  SRei^e  (§.  67) 

1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100  . . ., 
toorin  bie  ©liebet  öieredfige  ober  letragonalja^len  Reißen, 
toeil  aus  i^ren  ginl^eiten,  oIS  fünfte  Mxa^M,  Quabrate  gebilbet 
loerben  fönnen,  j.  S. 

1       4  9  16  25  56 


5)ie  Ouabtottourjeltt  biefer  Sa^Un  ^eifeen  i^re  ©eiten. 
Stimmt  man  in  ber  9leil^e,  morin  bie  ©ijfereni  3  ijt, 
1,  4,  7,  10,  13,  16,  19,  22,  25  . . . 
biejelbe  Operation  ber  ©ummirung  ber  ©lieber  bor,  fo  erl^alten 
mir  bie  SReifie: 

1,  5,  12,  22,  35,  51,  70,  92 ... . 
worin  bie   einjelnen  ©lieber    fünfedige   ober  ^entagonaU 
jal^len  l^eigen,  »eil  auS  bet  Slnjal^l  il^rer  ßinl&eiten  [tdd  regele 
mäßige  gfünfecfe  bilben  laflen,  j.  ©. 
1      5  12  22  35 


3tuf  gleite  SBeife  entfiel&t  auS  ber  ^auptreil^e 

1,  5,  9,  13,  17,  21,  25,  29,  33..,., 
toorin  bie  S)ifferenj  4  beträgt,  folgenbe  abgeleitete  9ieil^e: 

1,  6,  15,  28,  45,  66,  91,  120,  153, 190 .. . ., 
toorin  bie  ©lieber  fed^Sedigc  ober  |)ejagonaläa]ölen  genannt 
werben,  weil  fid^  au§  il^nen  regelmäßige  ©e^Sedfe  bilben  laffen. 
SOBegen  biefer,  ben  biSl^erigen  30^1^"  gemeinfamen  Sigen« 
fd^aft,  baf  il^re  ©inl^eiten  in  bie  ^orm  regelmäßiger  Sielecfe  gebellt 
werben  fönnen,  bat  man  il^nen  ben  gemeinfd^aftlid^en  Flamen: 
figurirte  S^i&len  ober  ^^Jol^gonaljal^len  gegeben. 
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§.  4'i'4.  $9d|!immurig  be§  n*'"  ®(iebe3  unb  beS  Gummen« 

flHebeS  in  ber  9lel|e  bet  figurtrten  Sohlen.  SP  bte  Seite  =n, 
0  ip  bie  il^r  angepttge  ®rete(lSjol^T= 

1  +  2  +  3+4  +  5+  .,.+n 

unb  bie  Summe  biefet  So^l««/  Wfl^e  bos  Steied  ouSmoAen, 
bettttgt  Vjn(n+1)  mä)  §.  405.  2. 

2lnbeffen  lägt  fid^  bie  Summe  bet  natütlt^en  Sf^ffUn  aaii 
auf  folgenbe  SGßeife  finben.    6s  fei: 

.S,  =  l  +  2  +  3+4  +  5  +  6+ ..  +  n 
9{un  iß: 

1  =  1 

2  =  1  +  1 

3  =  1  +  1  +  1 
4=1+1+1+1 


0  =  1  +  1  +  1  +  1. ..+1. 
3)a^et  ifi: 

l'i=l.n  +  l(n-l)  +  l(n-2)+l(n— 3)+...l(n— (n— 1)) 
=n(l  +  l  +  l+...+l)-(l  + 2+3  +  4+... +(n-l)) 
=n.n— (^1  — n)  =  n(n  +  l)— li;  ballet 

22'i  =  n(a  +  1) ;  olfo  2t  =  V«n(n  + 1)  wie  oben. 

§.  475.    Um  bie  Summ«  bet  Dteiedäjo^Ien,  beten  n*" 
©lieb  V«B(n+l)  i%  ju  finben,  fei: 

^  =  l  +  3  +  6  +  10+l5+...+»M(n  +  l). 
3etlegt  mon  jebe  ©teiedSinl^l  in  bie  Summe  bet  notütlidjen 
Saluten,  beten  Summe  fle  tp,  fo  etl^tttt  man: 

1  =  1 
3=1+2 
6=1+2+3 

10  =  1  +  2  +  3  +  4 


Vjn(n  +  l)  =  l  +  2  +  3  +  4+5+6+  ...  +n.  @8  ifl  alfo 
St=l  .n  +  2(n— 1)  +  3(n— 2)+4(n-3)  +  .  .+n(n— (n- 1)) 
=n{l+2+3+4..n)— {1.2+2.3+3.4+4.5+  . .  +(n— l)n}. 
i)ieiin  ijt  bie  Steige  1+2  +  3  +  4.  ..+n  bie  Summe  bet 
n  etfien  natütltd^en  3o^Ien  obet  bie  n*«  ©teiedSjal^l.  S)et  jweite 
ä^eii  beS  «uäbtuds  füt  S,,  bet  öom  etüen  fuWtol^itt  wetben 
mu^,  befielt  aus  ben  bo))i)eIten  S^teiedfSja'^Ien  bon  bet  etfien  bis 
jut(n— 1)*«»;  mithin  iji  biefeta»eite  5;i^eU  =  2(.l8-V»n(n+l)); 
ba^et  i#  alfo: 
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2i  =n.V2n(iH-l)— 2{2i-V2n(n  +  l)} 

=  V2n(ii  +  l)(n  +  2) — 22i ;  ballet 
32i  =  V2n(n +  1X11+2);  alfo 
22  =V6n{n  +  l)(n  +  2). 

S)ie  ©umme  bct  S)reic(f§jQ^Icn  l^eifeen  ^^ramibaljolölcn,  toeil 
aus  i^ren  ßinl^eiten,  wenn  bicfc  gfcld^  gro^c  ftugctn  finb,  pt)ta» 
mibenfötmige  f)aufen  gebilbet  wetben  tonnen  unb  itoax  \o,  bag 
bie  Saffün  ber  in  jeber  Bäjiäjk  befinbUii^en  Äugeln  bon  ber 
©pi^e  an  gered^net  toaci^Jen,  wie  bie  DreiedfSja^len.  9Die  ^^tami« 
balja^Ien  bilben  bemnad^  bie  Steil^e 

1,  4,  10,  20,  35,  56 VcnCn  +  l)(n  +  2). 

§♦  476*    Siun  fei  2^  bie  ©umme  ber  ^^ramibalja^Ien, 
beten  anjal^l  n  ift,  fo  baß 

^3  =  1  +  4  + 10  +  20  +  35  +  . . .  +  V6n(n  +  l)(n  +  2). 
3Jlan  jerlege  jebe  ^^tamibaljal^l  in  bie  ©reiedfSja^Ien,  beten 
Summe  fie  ip,  Jo  ijat  man: 
1  =  1 
4  =  1  +  3 
10  =  1  +  3  +  6 
20  =  1  +  3  +  6  +  10 


V6n(n  +  l)(n  +  2)  =  1  +  3  +  6  +  10+15 
+  . .  +  V«n(n  + 1) ;  ba^et  tft 
-^8  =l.n  +  3(n~l)  + 6(11 -2) +  10(11  —  3) 
+  ..  +  V2ii(n  +  l)(n-(n-l)) 
=  n|l+3  +  6  +  10+..  +  V2n(n  +  1)}  — 
{1.3  +  2.6  +  3.10  +  4.15+  ..+V2(n— l).V2n(n  +  l)}. 
3lun  ift  1  +  3  +  6  + 10  +  . .  +  V2n(ii  + 1)  bie  SReil^e  bet 
n  etften  2)teie(fSja()len,  beten  ©umme  bie  n*^  ^^tamibalja^I  obet 
V6n(n  +  l)(n  +  2)  ift.  ^ie  l^ietbon  ju  jubtta^itenbe  SRei^e  bepelzt 
aus  bem  ©teifad^en  bet  (n— 1)  etfien   ^^tamibalial^len,   il^te 
©umme  ift  mithin  3{2'8— V6ii(n  +  l)(n  +  2;}  ;  ba^et  ifl: 
-58  =  n .  V6n(ii  +  l)(n  +  2)  ~  3  {2^  —  V6D(n  +  l)(n  +  2)} 

=  V6n(ii  +  l)(n  +  2)(n  +  3 )—  32*8 ;  ba^et 
42s  =  V6n(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3) ;  f olglid^ 
^^n(n  +  l)(n  +  2)(ii  +  3) 
^'~  1.2.3.4         • 

liefen  Sa^kn  entfptid^t  niiä^t,  wie  ben  ©teiecfS«'  unb  ^9* 
tamibalja|len  ein  ©ci^ema  in  bet  Statut;  man  nennt  pe  pgu» 
titte  3«^Ien  bet  üiettcn  Dtbnung.  Slämlid^  bie  natütli(]^en  3ö5J«« 
l^eifeen  pgutitte  3öiÖten  bet  etPen  Otbnung.  ®ie  ©teiedfSjaölen, 
weld^e  bie  ©ummen  bet  natütlid^en  Qaijkn  finb,  j^ei^en  pgutitte 
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Sal^Ien  her  jtoeiten  Orbnung.  ®te  ^^ramiboljo^len,  toeld^e  bie 
©umme  ber  ©reietfSjol&Ien  pnb,  l^ei^en  figurirte  S^W^  "^^^ 
brüten  Drbnung.  ®ic  S<^f)Un,  meldte  bic  ©ummen  ber  ^i^ro« 
ntibaljol^Ien  ober  ber  figurirten  S^W^n  ber  britten  Orbnung  pnb, 
jgjeigen  pgurirte  3ö^Ien  ber  bierten  Orbnung.  ®ie  ©ummen  ber 
figurirten  S^^}^^  ^^^  bierten  Orbnung  mod^en  bic  figurirten 
Sohlen  ber  fünften  Orbnung  ouS  unb  im  SlDgemeinen  mad^en 
bie  ©ummen  ber  figurirten  Saf)Un  ber  m*««  Orbnung  bie  figu* 
rirten  SaW^n  ber  (m  4- 1)**«  Orbnung  qu§.  2)ie  figurirten  S^^^ 
ber  4*««  Orbnung'  pnb  olf  o : 

1,  5,  15,  35,  70,  126 B(!L±l)(|i^3). 

3luf  äl^nli^e  Sffieife  finbet  man,  bag  ber  SluSbrutf  einer  figurirten 
Sa^tber  fünften  Otbnung  =  °(n -H)(n  4- 2Xn^-H  3)(n  +  4)  .^^  ^„ 

bofe  alfo  bie  figurirten  Sohlen  ber  fünften  Orbnung  folgenbe  finb: 

I,  6,  21,  56,  126,  252,..  .?ÖLLlKE+fL±|)^±i). 

f ♦  477*    Sluflöfungen  ber  Seifpiele  in  ^e\^  §.  93  bon  Seifp. 
11  bis  20. 

II.  (Sine  bejonbere  intereffantc  Slntoenbung  ^ot  bie  ßel^re  bon 
ben  figurirten  3o^I«n  auf  bie  Sered^nung  ber  2Wenge  ber 
fid^  in  regelmögig  gefd^id^teten  jf  ugell^aufen  (efinblid^en  JJfugeln 
in  ben  3^wgl&äujern.  3)ie  Äugeln  »erben  getDö^nlid^  in 
^l^romiben  ober  in  länglid^en  jeltförmigen  Raufen  aufge» 
jd^id^tet.  3m  erften  gfaHe  finb  bie  ^^ramiben  entweber  brei« 
ober  bierjeitig.  Siegen  in  ber  oberften  ©d^id&t  ober  ©pifee 
1,  in  ber  jtoeiten  3,  in  ber  britten  6,  in  ber  bierten  ©d^i(|t 
10  Äugeln  u.  j.  m.,  fo  fd^reiten  bicje  Sal^Ien  als  ©reiedts« 
jötl^Ien  für  bic  folgenben  ©d^idpten  fort  unb  eine  auf  biefe 
SGßeifc  gcbilbete  ^ß^ramibe  ift  eine  breifeitige.  3ebe  ©d^id^tc 
berfelben  bilbet  ein  gleid^feitigeS  Sreiedf.  S)aS  S)reiedf,  toeld^eS 
bie  ©pi^e  bilbet,  f)at  gur  ©cite  1,  baS  jmeite  2,  baS  britte 
i,  alfo  ba§  gtoangigftc,  toeld^eS  bie  @runbfläd^e  bilbet,  ^at 
jur  ©cite  20  flugein.  6§  liegen  bal^er  bon  ber  ©pifec  nad^ 

,ber  ©runbfläd^c  |in  gered&net,  in  iebcr  ©eite  be§  ©reicdfs 

fo  biel  Äugeln,  al§  in  ber  ]o  bielten  ©d^id^t  baS  S)reiedf 

•    liegt,    ffiercd^nen  wir  nun  ben  Snl^alt  jeber  ©d^id^te,  fo 

erl^alten  toir,  ba  iebe  ©Aid^te  bie  ©umme  ber  natürlid^en 

3al^Ien  bejüglid^  1  bis  20,  bon  1  bis  19  u.  f.  to.  auS« 

ma(^t,  für  bie  einjelnen  ©d^id^ten  bon  ber  ©pi^e  an  ge*' 

redl^net,  folgenbe  ©reiedfSjal^Ien: 

1,  3,  6,  10,  15,  21,  28,  36,  45,  55,  66,  78,  91,  105,  120, 

136,  153,  171,  190,  210. 
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gfolglid^  entl^ält  Die  ®runbf[äd^e  ober  bie  20.@d&u$te  \>tx  ^xa^ 
mibe  210  jtuaeln.  ^^(bbiten  toit  nun  bie  in  aflen  ^  ^.iimtn 
befinblid^en  ffugeln,  fo  erl^alten  toit  als  Summe  b^rfeibfn 
1540  Äugeln, 

9lodö  ber  in  §.  474  gefunbenen  Sformel  beträgt  bie  ^IniajJI 
ber  Äugeln  in  ber  n*^«  ©d^i^t  »/«»(n+l)  unb  mä)  §.  475  in 
ollen  n  ©d^id^ten  y$n{n  +  l)(n  +  2).  ©efeen  mir  in  erftere 
Sformel  filr  n  =  1,  2,  3  . . .  20,  fo  erl^olten  toir  obige  3)rei- 
etfSjal&Ien  unb  fe|en  mir  für  n  =  20  in  bie  jmelte  gor* 
mel,  fo  erholten  mir  bie  ^nja^I  |ämmtli(|er  Äugeln  gleid^ 
20.21.22      .^.^ 

12.  $ier  ift  bie  ftugelp^ramibe  eine  abgelttr}te  breifeitige.  Sßäre 
biefelbe  t)oflflänbig,  fo  enthielten  bie  jn  ©d^id^ten  wii  §.  475 
in  ber  gonjen  ^promibe  Vemfm  +  l)(m  +  2)  Äugeln.  68 
fehlen  ober  biefem  Äugel^oufen  (n— 1)  ©d^id^ten,  meil 
auf  ieber  ©ette  in  ber  l^öd^fien  ©d^id^t  n  Äugeln  liegen. 
6in  breiedtiaer  Äuael^oufen  öon  (n— 1)  ©d^id^ten  entbält 
V6(n  —  l)n(n+l)  Äugeln,  meldte  gormel  man  erhält,  menn 
man  in  bie  ©ummenformel  für  n  ©d^id&ten,  (n  — 1)  fiatt 
n  fe^t;  bal^er  entbält  bie  abgeftum))fie  ^Qramibe: 

Veni(m  +  l)(m  +  2)— VeCn-  l)n(n  + 1)  Äugeln. 

3.  ©.  für  m  =  20  unb  n  =  10  beträgt  bie  «njal^r  ber 
Äugeln  in  einem  fold^en  ßaufen 

20.21.22        9.10.11_  lfirc_iq7r; 

13.  gfolgen  auf  1  Äugel  an  ber  ©))i|e  in  ber  jmeiten  ©d^id^t 
4c,  bann  16  u.  f.  m.,  fo  l^at  man  eine  bierfeitige  ÄugeU 
))^ramibe,  beren  einzelne  ©d^id^ten  bie  aufeinanber  folgenben 
Ouabratjal^Ien  ber  natUrlid^en  Don  1  anfangenben  S^^'&I^^' 
rei^e  finb.  3)a  alfo  eine  fold&e  ^ß^ramibe  in  ben  öon  oben 
na^  unten  ^in  liegenben  ©d^id^ten  1/  4,  9,  16,  25 . . . 
Äugeln  entl^ält,  fo  iji  i^r  ^x(f)alt  ber  ©umme  ber  Duo» 
bratja^Ien  öon  1  bis  n«  gleid^.  «ad&  §.  472.  9  ifi 
Jn«=  V6n(n+l)(2n+l).  ©efeen  toir  l&ierin  n==20,  fo 
enthält  bie  ^^ramibe: 

76.20.21.41  =  2870  Äugeln. 

®ie  SRid^tigfeit  für  ben  Sffiert^  Don  2n^  lann  nod^  auf 
folgenbe  Sffieife  nad^gemiefen  merben: 

9Ran  beule  fid^  bie  bieredfige  ^^ramibe  in  )tt)ei  breiedEige 
jerlegt,  mobon  bie  eine  in  i^rer  ©eite  eine  Äugel  meniger  ^at, 
aliS  bie  anbere.    SSeftel^t  fene  apg  ben  ©d^i^ten  mit  l, 

4,  9,  16 . . .  Äugel^,  fo  l^at  bie  eif^e  breiedEige  eine  ©eite 
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bott  5,  bie  anbete  eine  fold&e  öon  4  ftugeln.  SBirflid^ 
ift  aui): 
l+4+9+16+25  =  (l+3+6+104-15)+(l+3+6+10)  ober 
55  =  35  +  20 
3ji  alfo  eine  ©eite  ber  bieredigen  ^^tamibe  gleid^  n,  fo  bejic^t 
[ie  aus  2  breiedtigen  ^^ramiben,  beten  Seiten  n  unb  n— 1 
finb.  ®et  Snl&alt  bet  gtöfeetn  ift  =  VenCn  +  l)(n  +  2)  unb 
betSnl&alt  bet  Ileinetn  ift  gleid^  V6(n— l)n(n+l);  folglid^ 
ift  bet  3n^alt  bet  öietedtigen  gleic!^  ober: 

S  =  VenCn  +  l)(n  +  2)  +  VeCn  -  l)n(n  + 1) 
=  V6n(n  +  l)j(n  +  2)  +  (n-l)} 
=  V6n(n  +  l)(2ii  +  l). 

8füt  n==20  entl^ält  bie  bietfettige  ^^tamibe: 
20.21.22  .   19.20.21       ,^,^  ,  .^^^      ^^.^  ^     , 
-      l   2   S~  "*"     12   3    "^         ■*"         ~  ffugeln. 

14.  a)  3)ie  btitte  2Itt  ber  in  |)aufen  aufgefd^id^teten  Äugeln 
ift  bie  fogenannte  jeltfötmige,  b.  I^.  feine  ©tunbfläd^e, 
als  bie  untetfte  BäjxäfU,  bilbet  ein  mö^kd;  bie  übet  il^t 
liegenben  Siä^id^ten  laben  je  eine  ftugel  in  bet  Sänge  unb 
in  bet  Steite  tneniget,  als  jebe  junöd^ft  untet  il^t  liegenbe 
unb  bie  obetjie  ©d^id^te  bilbet  eine  Steige  Don  einjeln  neben 
einanbet  liegenben  Äugeln,  ©at  nun  bie  untetfte  ©d^id^t  in 
bet  Sänge  m  =  (m— n+l)  +  (n— 1)  unb  in  bet  53teite 
n  Äugeln,  toobei  m>n,  fo  muffen  ttit  bie  Sänge  unb 
SSteite,  fo  wie  ben  Snl^alt  bet  einjelnen  ©d^id^ten  öon  bet 
untetjten  anfangenb,  ju  bejiimnten  fud^en.  SBit  etl^alten  als« 
bann,  tnenn  wit  botläufig  m--n  +  l  =  x  fe^en. 
Sänge  x4-(n— 1);  Steite  n;  Snl^ölt  nx4-n(n— 1) 

^      x+(n-2);      „         n-1;      „  (n-l)x+(n-l)(n-2); 
,,     x+(n-3);      „         n-2;      ,,  (n-2)x+(n— 2)(n-3); 


x+(n— n);      „  n— (n— 1);      ,,  l.x+1.0. 
©e^t  man  nun  ben  ^xi^oH  biefeS  jeltfötmigen  ftugel* 
l&aufenS,  beffen  obetjte  Äugelteil^^  x  unb  bejfen  ©d^id^tenjal^I 
n  bettägt,  gleid^  S,  fo  iji  betfelbe  bet  ©umme  auS  bem 
Sn^alte  aßet  einzelnen  ©d^idjten  gleidö;  eS  ift  alfo: 

Q_/l.x  +  2x  +  3x  +  4x  +  5x+ nx  \ 

^  — \       +2  +  6+12+20+  ....+n(n— 1)/ 
®et  SBettlö  füt  S  befielet  alfo  aus  2  Seiten,  toobon  bie  etfte 
aus  n,  bie  jmeite  aus  (n— 1)  ©liebctn  beftel^t.  ®ie@umme 
bet  etfien  Steige  ift  nad^  §.  474  gleid^  V2n(n  +  l)x  obet 
toenn  toit  ben  SSJettlft  fftt  x  =  m--A+l  einfe^en: 
Van(n  +  l)(m— ^  +  l)• 
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Um  bte  Summe  bet  stoetten  Steige  }u  finben,  jerlege 
man  blefelbe  in: 

2{l  +  3  +  6  +  10  +  . .  +  V2n(n— 1)}, 
fo  ergibt  ft^  bog  bte  in  ftlammetn  ftel^enben  S<^^tn  bte 
©reietfSjal^Ien  finb,  bereu  ^ier  (n  —  1)  fummirt  toerbeu 
foBen.  SÜodd  §.  475  beträgt  bie  ©umme  fflr  n  fold&er  go^kn 
V6n(n4-l)(n+2),  aljo  für  n-1  Sorten  VeCn— l)n(n+l), 
fololid^  tji  ber  Sn^alt  beS  }eltförmigen  j?ugell^aufen§  ober 
S  =  Vin(n  +  l)(m— n  +  l)  +  2.V6(n— l)n(n+l) 
=  V6n(n  +  l)[3(m-in-l)  +  2(n— 1)} 
=  V6n(iH-l)(3m— n  +  1). 
.3)er  }eltförmtg  ge|d^t(|tete  ffugel^aufeu  Iä|t  ftd^  aud^  in  ein 
fd^iefeS  breiedigeS  $rigma  uub  in  eine  t)iere(Iige  ^^romibe 
ierleg'en  unb  uad&  biefen  beibeu  SeRoubt^eilen  bered^nen. 
@tne    breiedige    @etienflö(j(|e    bed    ^ugell^aufend    entl^ält 
V2n(n4-1)  ifugeln.    3)a  nun  baS  ^riSma  in  feiner  Sänge 
(m— n  +  1)  — l  =  m— n  Äugeln  M/   \o  iji  fein  Snl^alt 
V2n(n+l)(m~n). 

3)ie  übrig  bleibenbe  bieredige  ^bramibe  beftebt  ouS  n 
Sä)iäiUn,  mläit  V6n(ii+l)(2ii+l)  Äugeln  nad&  §.  472.  9 
enthält;  foIgIi(iii  ip  bie  Slnjal^I  oller  Äugeln,  alfo: 
S  =  V8n(n  4- 1)  (m  -  n)  +  VenCn  +  l)(2n  + 1) 
=  V6n(n  +  1)  {3(m-  n)  +  (2n  + 1)} 
=  %n(n  +  l)(3m  —  n  4- 1)  toie  oben. 
14.  ß)  ®en!en  toir  unS  bie  3  Äugell^oufen  olS  einen  einzigen, 
fo  erholten  mir  einen  jeltförmigen  f)ouf en,  auf  beffen  ©runb* 
Päd&e  je^t  m  4-  n  +  n  =  m  +  2ii  unb  bal^er  auf  beffen 
SRüden  (m— n4-l)  +  2n  =  m+n+ 1  Äugeln  liegen.  SSer* 
fahren  mir  jejt  bei  ber  Scredönung  wie  bor^er  unb  fubtra^» 
l^iren  olsbann  bie  beiben  öieredigen  Raufen,  fo  erl^alten  toir 
S=  V2n(n+l)(m4-n)+V6n(ii+l)(2n+l)  — 2.V6n(n+l)(2n+l) 
=  V6n(n  +  l){3(m  +  n)-(2n  + 1)} 
=  V6n(n  +  l)(3m  +  n— 1). 

14.  y)  S)er  Äugell^aufen  bilbet  ein  5ßriSma  Don  m  ©döid^ten, 
mobon  jebe  V2n(n+1)  Äugeln  entl^ält,  fo  bafe  alfo  inbem 
ganjen  Äugel^aufen  m .  V2n(n  + 1)  =  V2niii(n  4- 1)  Äu* 
geln  finb. 
14.  d)  ®enlt  man  fid^,  nad^bem  p  Äugeln  bom  SJüden  meg« 
genommen,  ben  übrig  gebliebenen  Raufen  in  ein  fd^iefeS 
breiedigeS  ^riSma  unb  in  eine  bieredige  ^^ramibe  ierlegt, 
fo  erl&atten  mir  nad^  a),  menn  S  bie  9lnjall^I  ber  Äugeln 
bejeid^net 

S  =  V2n(n  +  l)(m  -  p)  +  %n{n  +  l)(2n  + 1) 
=  V2n(n  +  l)|3(m— p)  +  2n  +  1}. 
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^  g  h  1  b  15.  sjen  SDßcg  bon  a  mä^ 
c  über  b  lann  id^  nur  auf 
j  eine  SQScife  tnad&en.  Segc  i(^ 
Don  ab  nur  bic  ©trerfc  ai 
jurüdf,  fo  lonn  xä)  [tott  ib  bie 
^  il^r  gleid^en  ©trcdten  kl,  mn, 
op,  qc  abmod^en,  »oburd^  id^ 
P  auf  bier  bcrfd^tcbenc  Slrtcn 
nod^  c  gelangen  fann.  Ölel^e 
c  td^  auf  ab  nur  bi§  h,  fo  fann 
bie  ©tredfe  hb  burd&  bie  i^x  gleid^en  ©tredten  rl,  sn,  tp, 
uc  ober  burd^  rk+mn,  rk+op,  rk+qc  ober  burd^  sm+mn, 
sm+op,  sm+qcober  enbli(|  burd^  to+qc  erfefet  toerben, 
Salier  fann  i(^  bon  a  über  h  nad^  c  in  ber  Stid^tung  nad^  r 
ju  auf  10  berfd^iebene  Slrten  gelangen.  Sege  id&  bon  ab  nur 
ag  jurüdf,  fo  fann  gb  erfe^t  werben  burd^  wl  wk+mn, 
wk+op,  wk+qc,  wr+sn,  wr+tp,  wr+uc,  wr+sm+ 
op,  wr+sm+qc,  wr+to+qc  ober  burd^  xa,  xs+tp,  xs 
4-uc,  xm+qc,  xm+op,  xs+to+qc  ober  burdj  zp,  zt+ 
uc,  zo+qc,  yc.  3n  biefer  2Beife  fann  ber  2Beg  auf  20 
berjd^iebene  Sßeifen  abgemad^t  »erben.  SSerfäl^rt  man  nun 
fo  toeiter,  fo  ergibt  fid^,  bafe  fid^  bie  9lnja^I  ber  ber« 
fd^iebenen  Slrten,  fott)o](il  burd^  bie  Kombinationen  ber  !^af^^ 
len  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  bejügli*  jur  glaffe  0,  1,  2,  S, 
4,  5,  6,  als  aud^  burd&  bie  breiedtigen  ^^ramibalja^Ien  ber 
erfien  Orbnung  au§brüdfen  läfet.  3)al^er  erhalten  mir,  menn 
tt)ir  bie  Summe  mit  S  bejeid^nen: 

3la6)  §.  472.  8  fann  ber  SIBert^  für  S  aud&  auf  folgenbe 
SBeifc  bargefieHt  »erben: 


<!h 


210. 


Sefiimmen  tt)ir  S  bermittelfi  ber  ^^ramibafjal^len,  fo  l&aben 
»ir  nadö  §.  474  unb   §.  475,  ba  ba§  allgemeine  ©lieb 

^5Ln+igl2)  „„,  ,je  ©ummcnfotmel  SiSiÄjMiLt^) 

ifi,  toenn  wir  für  n  bie  SBertbe  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  fefeen: 

S  ==  1+4  + 10  +  20  +  35 +  56  + 84  =  y^^^==  210. 

16.  Sei  ber  Sluflöfung  biefes  SeifpielS,  baS  äl^nlid^  bem  bor« 
^erge^enben  ift,  fönnen  wir  aüd&  nodö  auf  folgenbe  SBeife 
berfa^ren:  ®ie  ©tabt,  toefd^e  in  §form  eines  Sfted^tedtS  ge« 
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baut  ifi,  toirb  ber  Sänge  naä)  burd^  19  unb  bcr  ©reite  nad^ 
bur(|  13  ©trogen  burd^fd^nitten,  tDoburd^  itt  ber  Sänge 
19+1=20  unb  in  ber  »reite  13  +  1  =  14  ©tragen  ent- 
fielen, ttjeld^e  oHe  bie  gorm  Don  9ied&tedten  l^aben.  2luf  biefe 
SQBeifermb  20 +14 =34  ©trogen  entflanbcn.  Setrad^tet  man 
biejelben  als  glemente,  fo  geben  fie  34!  5ßermutationen. 
SQBeil  aber  unter  benjelben  20  glemente  einer  9lrt  unb  14 
©lemente  einer  anbern  Slrt  einanber  gleid^  [inb,  fo  fann 
ber  fragtid^e  2Beg  Don  einer  Sdfe  ber  ©tabt  bis  jur  anbern 
gegenilberliegenben  6dfe  auf  34!:  (20!  14!)  öerfd^iebene 
arten  iurüdtgelegt  »erben.  S3ejeid^nen  toir  bie  ©umme  biefer 
Slrten  burd&  S,  fo  ift  alfo: 

S=  g^^  =  4 .  347993910. 

©oll  nun  ber  angegebene  SQSeg  töglidj  4  mal  gemad^t  toerben, 
fo  fann  baö  SSorl^aben  in  347993910  Xagen  ausgeführt 
»erben, 

17.  2)aS  äled^tedf  foK  burd^  m  l^orijontale  unb  n  t)ertilale  Sinien 
burd&fd^nitten  werben.  3)urd5  iene  wirb  baS  SRed^tedf  in 
nn- 1  unb  burdö  biefe  in  n+1,  alfo  im  ®anjen  burd^ 
m4-n+2  Heinere  Wed^tedfe  get^eilt,  unter  benen  m+1  gleid^e 
einer  ärt  unb  n+1  gleid^e  einer  anbern  9lrt  fld^  befinben. 
ffial^er  fönnen  bie  öerfd^iebenen  Slrten,  um  t)on  a  nad^  b 
ju  gelangen,  gefunben  »erben,  »enn  man  m  +  n  +  2 
permutirt  unb  biefe  ^ermutationen  burd^  boS  ^robuft  aus 
ben  5ßermutationen  bon  m+1  unb  n+1  bibibirt.  Salier 
ift,  »enn  »ir  biefe  üerfd^iebenen  Slrten  burdj  S  bejeid^nen: 

^_    (iD+n+2)!     _/im.n+2V    /m+n+2\  .     ..     ^. 

18.  S)urd(|  bie  angegebene  Operation  mirb  bcr  SBürfel  burd^ 
bie  3  ebenen  in  4,  burd^  bie  4  66enen  in  5,  unb  burc^ 
bie  5  ebenen  in  6  ^arqfleletoipeben  gericgt.  5Rad^  ben  in 
ber  borigen  Sluflöfung  enttoidfelten  ©rünben  toirb  alfo  ber 
^punlt  ben  angegebenen  SCBeg  mad^en  fönnen  auf: 

^^^^"1"^,^-  =  630630  berfd^iebene  9lrten. 

attgemein  ift  bal^er  ß) 
{(m+l)+(D+l)+(p+l)}!  _        (m+n+p+3)! 
(m+1)!  (n+1)!  (p+1)!    "(m+l)!  (n+1)!  (p+l)!* 

19.  aSom  erjien  A  aus  fann  man  baS  SBort  nur  einmal  in 
^orijontafer  %id^tung  lefen.  SBom  itoeiten  A  aus  fann  bieS 
fo  oft  gefd^el^en,  ats  fid^  10  SIemente  jur  erften  ßlaffe 
combiniren  laffen,  bom  britten  A  fo  oft,  als  10  Elemente 
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jur  3.  glaffc  combinirt  toerben  löttnen.  Sd^Iiefet  man  \o 
mittx,  \o  erl^olten  toir  bie  Sleil&e  ber  ©oefficiettten  ftit 
(a4-b)io  yni)  jx,eii  bie  ©ummc  bcrfclben  no(J(|  §.  472.  5.  a) 
iUiä)  2'"  ifl,  {o  fann  boS  ffiort  2»o  =  1024mol  in  bcr 
t)otgefd^¥iebenen  SBeife  gelegen  toerben. 

20.  3)enlt  mon  jtd^  ben  ©tabfiein  burd^  2  fid^  in  S  fd^neibenbe 
gerobe  fiinien  i)QroIlel  }u  ben  ©egenfeitcn  gejogen,  ]o  toirb 
bie  3!nf(3^rift  in  biet  gleiiäde  teddttDinfelige  Selber  eingetl^eilt. 
3n  ifbem  berf«(ben  [Inb  ber  Sttnge  na(6  9  unb  br«  breite 
nttdö  7  Steigen;  mitlitt  lonn  t)on  S  aus  bie  Snfd^rift  in 
einem  &elbc: 


■a>c?)= 


9!7! 
alfo  in  ben  4  gfelbern  4.11440  =  45760mal  gelefen  toerben. 
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Siebenter  l^lrathnitl. 


A.  CBgettfil^aftett  bor  @Ieiil^ititgett  itt  Sejitg  auf  il^te  aSttvjeltt« 

(OetS  §.  94.) 

f ♦  478«  Seht,  in  einem  mat^ematijd^en  ^udbrucfe  botfomntenbe 
allgemeine  @r5^e,  meldte  loö^rerib  einet  IRed^nungdoperaiion 
i^ren  SBertl^  nidjt  änbert,  Jonbern  benfelben  SDBcrtl^  unber« 
änbert  beibehält,  toirb  in  ber  Änol^p^  eine  beftänbige 
®r56^  genannt,  unb  man  bebient  ftd^  ju  i^rer  Sejeid^nung 
ber  2lnfang§bu(ä(||iaben  be3  Sllpl^abetS  a,  b,  c  u.  f.  m.  3ebe 
©röfee  aber,  bie  beliebig  berjd^iebene  SQBertl^e  in  einer  unb  ber= 
Reiben  0})eration  annel^men  tann,  i|i  eine  berftnberlid^e 
ober  bariabele  ®rö6e  unb  tnirb  burd^  bie  53u(3öftaben  x,  y,  z 
u.  f.  tD.  bejeid^net.  3eben  anal^tif(^en  9luSbru(f,  in  meld^em  be« 
jiänbige  unb  beränberlid^e  ©rö^en  auf  irgenb  eine  2lrt 
matJ^ematifd^  mit  einanber  berbunben  borfommen,  mirb  eine 
gunition  genannt,  unb  e3  tnirb  gemö^nlid^  bie  gfunftion 
nad^  ber  bcränberlid^en  @xbit  benannt,  meld&e  in  i^r  ent« 
l^altcn  iji.  @o  ifl  x»+ax*4-bx+c  eine  gunition  bon  x 
unb  mirb  burd&  f(x)  bejeid^net.  Sllfo  f(x)=x*+ax^+bx+c; 
ferner  f(y)=y''4-ay'»-i+by'^-2+...+t  u.  f.  to. 

!♦  4t9*  1.  Unter  SBurjel  einer  ®Iei(|ung  berfie^t  man  im 
9lflgemeinen  jeben  SaW^n*  ober  algebraifd^en  reeflen  ober 
imaginären  ^uäbrud,  föeldder  für  bie  Unbefannte  in  bie 
©leid^ung  fubjiituirt,  ben  erften  SEI^eil  berfelben  bem  jweiten 
ibentifd^  gleid^  mad^t.  ©inb  nun  bie  Sfflurjeln  einer  cubifd&en 
®Iei(5ung  a,  ß,  y  unb  nimmt  man  fie  afle  als  j)ofitib  an, 
fo  mu6  X  — a  =  0,  jx  — /J=0  unb  x  — y  =  0  fein  unb 
bie  ©leid^ung  felbfi  befte^t  auS  bem  ^robufte  ber  binomif(!ö^n 
SBurjelfaftorenx— of,  x— /^  unb  x  — y.  (Snttoitfelt  man 
biefeS  ^robuft,  fo  mirb: 

(x-a)(x~/9)(x— y)=x'^— (a+/J+y)x2+(a/J+ay+/yy)x-a/yy=0. 
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2.  ©inb  bic  SButieln  einer  ©Ici^ung  öom  Herten  ©tobe  a, 
ß,  y,  d,  fo  IP  X— a=0,  x  —ß=0,  x—y=0,  x— d=0; 
multipliciren  toir  biefe  öier  SBurjelfaftoten  mit  einonber,  \o 
crl^alten  »ir  folgenbe  ©leid^ung  Dom  üierten  ®rabc: 
(x-a)(x-/S)(x-y)(x-cJ)=x*-(a+/J+y+<J)x^+(a/J+ay 
+ ad+ßy+ßd+yd)x^—  {aßy+aßd+ayd+ßyd)x+aßyd=0. 
f.  4S0«    9limmt  man  an,  ba|  in  ber  Munition 

(1)  x'^+ax'^-i+bx'^-24.cx'^-^4-...+t=0. 
ein  Sffiertl^  öon  x=a  cjiftire,  burd&  bejfen  ©ubftitution  f(x)=0 
toirb,  fo  iji  f(x)  burd^  x  — a  ol^ne  Sleft  t^eilbar  unb  x— a  ein 
gfaftor  Don  f(x).  ©inb  ferner  ß,  y,  <J . . .  SDBurgeln  oon  f(x),  fo 
ift  biefelbe  oud^  burd^  x  — /?,  x  — y,  x— d,  u.  f.  tt).  o^ne  SReji 
t^eilbar.  3um  Semeife  brandet  man  nur  bie  SiDifion  nad^  ber 
ategel  über  bie  ©ioifion  ber  SJoI^inome  (§,  108  I.  %^.)  auSju« 
führen,  ©ibibirt  man  bie  ®l.  burd^  x— a,  fo  erl^ält  man  als 
SReft,  toenn  man  benfclben  mit  R  bejei^net: 

a'^+ao'^-^4-..  .4-sa+t=R. 
@d  ift  alfo  biefer  9left  berfelbe  Sertl^  ber  @Ieid^ung  in  a, 
ttie  Dörfer  ber  Sffiertl^  ber  ©leid^ung  in  x  unb  ba  biefer  ber  9ln« 
nal^me  gemä§   für  x=a  9?un  loirb,  fo  muß  aud^  R=0  fein 
unb  bie  ®iöifion  ae^t  ol^ne  SRefi  auf.  2)a  nun  ferner  ß,  y,  d... 
SSBurjeln  ber  ®l  (1)  finb,  fo  ergibt  fid^  auf  biefelbe  SBeife,  bafi 
f(x)  ebenfalls  burd)  x— j^,  x— y,  x—<J...  t^eilbar  fein  mufe, 
tt)e§^alb  man  aud^  ber  ®I.  (1)  folgenbe  gform  geben  lann: 
(2)(x-a)(x-/?)(x-y)...(x-iu)(x-i^)=0. 
Die  linfe  ©eite  ber  @I.  (1)  läfet  fld^  nur  in  ber  SBeifc,  toie 
eS  in  ®l  (2)  gefdje^en  ift,  in  gaftoren  jerlegen,  meil  jebe  ®I. 
beS  n*««  ©rabes,  toie  fpäter  gegeigt  tt)irb,  gerabe  n  SEBurjeln  l&at. 
güört  man  ie|t  bie  aWuItipIifation  in  (2)  aus,  fo  ge^t  (2)  über  in: 
(3)  x'''-{a+ß+y..+v)jJ'-^+{aß+ay+ad.  .+av..)x''-^ 
'-{aßy+aßd+...)Ti''-^'\-...±aßyd . .  .v=0. 
Sie  Soefficienten  biefer  ®Ieidöung  finb  ibentifd^  mit  benen 
ber  ®I.  (1);  bal&er  ergeben  fid^  folgenbe  3ieIalionen  jmifd^en  ben 
ßoefficienten  unb  SBurjeln  einer  ©feid^ung: 

(x+ß+y+d+,  .4-iM+v=— a 
aß+ay'\-ad+...'\'fiv=z+'b 
aßy+aßd+...+XfiV  =  —c  . 

•  •  • 

aßyd  .  .  .  fiv .  ..  .  =(— )''t 
hieraus  folgen  iXotx  n)id^tige  ©ö^e: 
1)  3n  ieber  ®leidöung  Dom  n*"»  ®rabe  iji  ber  ©oefficient 
beS  jweiten  ®ticbe8  bie  mit  entgegengefefetem  S^id&en  genommene 
algebraifd&e  ©umme  aller  SCBurjeln  ber  ©leid^ung.  3)er  ©oefficient 
bes  britten  ©liebes  ift  bie  ©umme  aller  ^robufte  Don  je  2  5£Bur» 
jeln  mit  eigenem  SSorjeid^en.  S)er  ©oefficient  beS  öierten  ©liebes 
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ifl  bte  Summe  aDet  ^robufte  üon  ie  3  S8ut}etn  ber  @nei$ung 
mit  etTtgegengefe|iem  f6om\^tn  u.  f.  m.  2)ad  (ej^te  @(ieb  iß  enb« 
l\ä)  bem  ^obultc  aller  SEBurjeln  gleid^  mit  eigenem  ober  entgegen« 
gefegtem  aSorjeid^en,  je  tto^bem  n  eine  gerobe  obet  ungetobc  3ö^I 
ift.    aOed  bied  ergibt  \i6f  auc^  f(!^on  and  §.  479  unb  §.  460. 

2)  Sinb  alle  aSBurjelii  einer  (Bleid^ung  t^ofltib,  fo  muffen 
bie  S^i^^n  +  nnb  —  regelmäßig  abtoed^feln  unb  jmar  l^ct  jte 
bann  \o  biele  Seid^enwed^fel  ald  fie  pofftibe  SBurjeln  16at.  ©inb 
aber  fimmtli^  SBurjeln  einer  ©leid^ung  negativ,  alfo  x==— or 
ober  x+Ä=0  u»  f.  m.  bann  muffen  alle  il^re  goefflcieriten  pafitib 
fein  (§i  63),  unb  fie  l&at  bann  fo  öiele  3«i^«tfoIgen/  als  ffe  n^ga» 
tiw  Sffiurjeln  l^at. 

!♦  481*  3ebe  ®(eld^ung  Dom  n<««  ®tab  ffed  ü  SBurielti, 
b.  1^.  es  gibt  ü  ffiertl^  für  x,  bie  alle  ben  SBebingungen  ber 
®lei(|ftttig  gentigen.    Seieid&net  man  bie  @I. 

(1)  x'^+ax'*-*+bx^^+cx»-»+....+t«0 
burdö  f(x),  fo  muß  eS  irgenb  einen  SBert^i  für  x  =  a  geben,  für 
melden  f(x)=2=0  mirb,  «nb  eö  ifi  olsbann  x— a  ein  ^aüöt  unb 
ber  anbere  Sfaltor  ift  eilt  SluÄrutf  Dom  (n— 1)*«  «räbe.    »e» 
jeiij&nct  man  biefen  burdj  Y,  fo  ijl: 

T=x»-^+aiX'^«+bix'^-8+...+Six+ti  un* 
(2)  t(x)=:(x-a)Y  =  0. 

Sffieil  aber  ein  ^tobuß  jmeier  SöÖoren=0  tmrb,  metnt 
einer  ber  gfaftoren  =*=  0  ift,  fo  witb  ben  öebingungen  ber  ?luf« 
gäbe  nid&t  nur  ©enüge  grfeifiet,  mm  man  x  — aÄ=0  feftt,  fon« 
bern  a\x(l^  für  Y=0.    man  förtrt  alfo  auc^  annehmen 

.    Y=x'^-i4-aix»-24-bix^-3+CiX'»-*+..Six4-ti=0. 
®ieS  fann  aber  nur  für  einen  SOBert^  x=/9  fjtattfinben;  fölgliij^  ift 
x—ß  ein  gaftor  Don  Y  unb  ber  artbcre  t^aliox  iff  ein  *u§bru(f 
Dom  (n— 2V<»®rabe,  ben  mir  mit  Z  bejeid^nen  ftroßen.  2)al&er  ifi: 

(3)f(x)=-(x-a)(x-/9)Z=0. 
6§  ijt  fdgfid^  x=ß  eine  SBurjel  öon  f(x)  unb  m\l  Z  ein 
gfaltor  öon  f(x)  ift  fo  mirb  aud^  f(x)=0  für  Z=0,  tooimäf 
eine  ©leid^ung  Dom  (n  —  2)*«"  ®rabe  erl^alten  mirb,  bie  ebenfaKö 
eine  SBurjcI  =  y  l^otren  muß.  91rgumentirt  man  f o  meiter,  fo 
erl^ält  man,  nad^befft  (h— 1)  Sffiurjeln  t)on  ber  ®I.  (1)  burd^ 
®ioifion  mit  x— a,  x—ß,  X— y....  getrennt  morben  jtnb,  bie 
©leid^ung  (4)  x+tn-i=0 

meld&e  ebenfalls  eirte  ffiitrjel  ^aben  mirb,  bo  fre  Dom  erfien  ®rabe 
ift,  nämlid^  x=±tn-i-  golgli*  ^  bie  ®I.  (1)  li  Safturxeln, 
was  ^iemit  ermiefen  ift.  ®S  bleibt  aber  nöd^  ju  jeigen  übrig, 
bafe  fte  nur  n  SBurjeln  ^aben  lann.  S)enn  angenommen,  bie 
®I.  (1)  l^abe  außer  ben  n  aSurjeln  a,  ß,  y,  d...v  no(S)  eine 
meitere  baöon  Derfd^iebene  SBurjel  g>,  fo  märe  aud^ 
l(x)=-(x-9>)P 
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für  iebcn  SBettl^  bon  x,  alfo   aud^  für  x  =  gp  unb  man  l&ätte 
alfo  aud^ 

tDa§  aber  ungereimt  \%  ba  9  öon  a,  /?,  y,  d . . .  v  t)erf(|leben 
fein  foß. 

$icrau§  folgt  nun  meiter^  bag  fi(§  bie  @(.  (1)  umformen 
läfet  in  bie  folgenbe: 

f(x)=(x-a)(x-/S)(x-y)(x-(J)...(x-r)=0. 
6ine  (Sleid^ung  bom  n*"*  ®rabe  l^at  n  SBurjeln,  bebeutet  foöiel, 
als  es  gibt  n  ©röfeen,  bie  alle  ben  Sebingungen  ber  ©leid^ung 
©enügc  leijten,  toenn  fie  flatt  x  gefegt  toerben,  nid^t  aber,  bafe 
ber  unbefannten  ©röfee  x  afle  biefe  SBertl^e  ju  gleid&er  3rit  iu* 
fommen.. 

f«  482.  aSenn  f(x)=x'*+ax'»-i+bx'^-2+cx'*-»+...+t 
für  x=p  ben  poptiben  2Bert]&=+P  unb  für  x=q  ben  nega« 
tiben  2Bert^=— Q  erl^äft,  fo  liegt  jmifdl^en  p  unb  q  eine  reeDe 
aSJurjel  Der  ©leic^ung,  fo  ba6  enttoeber  biefe  SEBurjel  w>p  unb 
w<q  ober  w<p  unb  w>q,  je  nad&bem  p<ober>q  ift. 

6§  fei  p<q.    SIlun  ift  nad^  ber  9lnna^me, 
f(x)=+P  für  x  =  p  unb 
f(x)=-Q  für  x  =  q. 
@ubflituirt  man  nun  aber  nad^  unb  nad^  für  x  SBert^e,   bie 
jmifd^en  p  unb  q  liegen  unb  aflmül^Iig  junel^men,  fo  mirb  man 
für  f(x)  SBert^e  erl^alten,  bie  jtoifd^en  4-P  unb  —  Q  liegen  unb 
gleid^faOs  aümö^Ug  ben  Uebergang  t)on  einem  biefer  SBert^e  jum 
anbern  bilben.   feiner  fel^r  Keinen  Slenberung  beS  SBert^eS  bon  x 
tt)irb  aud^  eine  fel^r  Heine  Slenberung  beS  ©ert^eS  Don  f(x)  ent* 
fpred^en,  Ja  eS  läfet  pd^  be^au<)ten,  ba6  jeb^m  jmifd^en  +V  unb 
—  Q  liegenben  SQSertl^e  bon  f(x)  ein  jtoifd^en  p  unb  q  liegenber 
SBertlÖ  bon  x  entf})redjen  mu^. 

®a  nun  ber  Uebergang  bom  ^optiben  i\xm  Sllegatiben  nur 
burd^  9lun  ftattpnben  !ann,  fo  bepnbet  Pd&  unter  ben  jmifd^cn 
+P  unb  —  Q  liegenben  SBert^en  aud^  ber  2Bert^  0,  alfo  mufe  aud^ 
brefem  ein  jurifd^cn  p  unb  q  liegenber  SBertl^  bon  x  entfpred^eny 
b.  ^.  jmifd^n  p  unb  q  liegt  eine  Sßurjel  ber  ®leid&ung.  Stimmt 
xmn  p>q  an,  fo  ip  bie  ©d^tu^meife  biefelbe.  |)ierauS  folgt 
alfo,  bafe,  menn  man  in  einer  gunftion  jroei  reefle  ©röfeen  an 
bie  ©teile  ber  'Unbefannten  fe|t  unb  baburd^  jwei  Slefultate  mit 
entgegengefejtem  SSorjeid^en  erl^ält,  fo  liegt  itüifd^en  jenen  beiben 
©röfeen  menigpenS  eine  reelle  SBurjel  ber  ©leid^ung. 

f.  483.  3n  ieber  ©leid^ung  lägt  pd^  immer  ein  9ßert( 
bön  X  angeben,  tooburdj  bie  l^öd&pc  ^otenj  bon  x  größer  toirb. 
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aU  bie  @umme  oDer  folgenben  ©lieber  pofttib  genommen.    (S& 

fei  bie  ©leid^ung: 

f(x)=x*4-ax«+bx+c. 

©oll  nun  x*>ax«+bx4-c  merben,  fo  mirb  bicfe  Sebingung 

erfüllt,  menn  a  ber  größte  ©oefficient  unb  x*>ax*+ax+a  iji, 

b.  f).  menn  x»>a(x*+x+l)  ober 

X*-— 1 
x'>a.    _■,;  alfo  mäi,  menn 

=  X* 

x*>a.— — TT,  ober,  toenn 

1>    _^;  alfo  menn 

x^a  +  1- 

|)ierau§  folgt  unmittelbar,  büfe  bie  pofitiüen  ©urgeln  ber  borge* 
legten  ®L  jmifiä^en  0  unb  bem  um  1  berme^rten  größten  ©oeffi» 
cienten,  alfo  a+1  liegen  muffen,  menn  a  ben  größten  ßoefficienten 
bejeid^net. 

66enfo  lonn  mon  eine  (Srenje  pnben  für  bie  negatiben 
SBurjeln,  menn  man  ■— y  für  x  in  bie  ®I.  fubjHtuirt  unb  baS 
erfie  ®Iieb  <)o[itio  mad^t,  menn  e5,  mie  bei  ben  cubifd^en  ®Iei- 
d^ungcn  unb  bei  ollen  l^öl^ern  ©leid^ungen  bon  ungerobem  ©robe 
negatit)  gemörben  x%  "ilaä)  biefer  Umformung  finb  offenbar  bie 
boptiben  SCBert^e  bon  y  ben  negatiben  Don  x  gleid^.  SBenn  nun 
nac^  biefen  SSeränberungen  ber  größte  ßoefficient  P  ifi,  fo  mirb 
P+1  eine  ©renje  für  bie  poptiöen  SHJert^e  Don  y  unb  folglich 
— -(P+1)  bie  ber  negatiben  äöert^e  öon  x  fein. 

ffiermittelfl  biefeS  ©aje§  finb  mir  nun  im  ©tonbe  nad^ju» 
meifen,  baß  jebe  cubifd^e  ©leid^ung  immer  minbeftenö  eine  reelle 
aSBurjel  l^abe.    3n  ber  ®l. 

f(x)=x«+ax2+bx+jc==0 
fei  a  ber  größte  ßoefficient,  fo  ip  für  x^^a+l 

:«:»>ax*4-bx4-c 
folglid^  erl^ölt  bie  ®Ieid&ung,  toenn  aud^  alle  ßoefficienten  nega« 
tibjinb,  für  x>a+l  einen  poptiben  5Bert]&=+P  unb  für 
x>— (a+1)  iji  X«  negatib;  alfo  toirb  für  biefen  SBcrt^  bon  x, 
toenn  aud&  alle  goefficienten  bofitib  finb,  ber  SSßert^  ber  ©leid^ung 
negatib  =  —  Q.   (£ö  ift  alfo 

für  X  =  +(a+l)    f(x)==  +P  unb 
für  x=— (a+1)    f(x)=— Q 
folglidö  muß  ein  Sffiertlö  für  x=p<(a+l)  unb  p>— (a+1) 
bor^anben  fein,  für  toeld^en  f(x)=0  wirb,  b.  f).  p  ijt  eine  reelle 
SBurael. 

3cbe  cubifd^e  ©leid^ung  l^at  bal^er  enttoeber  eine  reeDe  Sffiuriel 
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nah  jtoei  imaginäre,  ober  brei  reelle  SBurjeln.  S)enn  eine  reelle 
SBurjel  x=±a  iji  nod^  bem  öorigen  immer  öorl^anben;  man 
erl^ält  alfo  ben  cinfad^en  gfaftor  (x  +  a)  unb  burd^  ©iöifton  mit 
bemjclben  entfielet  eine  quabratijd^e  ®I.,  bcren  Sffiuridn  bie 
beiben  anbem  SBurjeln  ber  cubifd&en  @I.  itbtn;  bie  SBurjeln  ber 
quabratijd^en  ®I.  finb  aber  enttoeber  beibe  reell  ober  beibe  imaginär. 
f «  484.  @e^t  man  in  ber  ®(eid^ung 
(1)  x»+ax8+bx+c=0 
x=j+a,  fo  ifi: 

(y4-a)»+a(y4-a)«+b(y+a)+c=0  ober 

(2)  y»+(a+3a)y«+(3a2+2aa+b)y+a»+aa«+ba+c=0 

eine  ®(eid^un^/  in  totiäjzt  bie  SBurjeln  um  a  größer  ober  Heiner 

ftnb,  als  bie  in  ber  gegebenen  ©leid^ung,  je  na^bem  a  negatiD 

ober  po[xü\)  genommen  to)irb. 

©eftt  man  nun  ben  ©oefficienten  öon  y^  nämlid^  a+3a=0, 
a 
jb  iji  a=— g-unb  bie  gform  ber  abgeleiteten  ©leid^ung 

(3)  y»+py+q=0 
ift  eine  unreine  boüftänbige  ©leid^ung,  in  to^eld^er  ha^  }tt)eite 
®Iieb  ber  öoDfiänbigen  ®I.  fel^It. 

3Slan  fann  ba^er  aus  ieber  boüftänbigen  cubifd^en  ®I.  baS 
jtpeite  ®Iieb  berfelben  fortfd^affen  unb  eine  fold^e  Djjeration  nennt 
man  eine  ®leid^ung  rebuciren. 

§«  485«  3e  toeniger  ^otenjen  ber  unbefannten  ®r56en  eine 
®Ieid&ung  entl^ält,  befto  einfad&er  unb  Iei(J6ter  ijt  fte  aufjulöfen. 
©0  gibt  bie®I.  x^=2f  fofort  x=±a,  toäl^renb  bie  boHpänbige 
quabratifd^e  ®Ieid^ung  x*+ax+b=0  ju  il^rer  Sluflöfung  einer 
Vorbereitung  bebarf. 

9lun  lann  man  nid^t  allein  jebe  quabratifd^e  unb  cubifd^e 
®I.,  in  eine  anbere  umformen,  b.  f).  i^re  Sluflöfung  auf  bie  einer 
anbem  ®Ieid^ung  jurüdffü&ren/  fonbern  über]^au|)t  iebe  ®I.  Don 
iebem  beliebigen  ®rabe.  @§  fei  gegeben  bie  ®I.: 
x'^+ax'^-Hbx«»-2+cx'^-»+  ...t=0 
fo  berioanbelt  fte  fxä),  toenn  x=y+a  gefegt  toirb,  too  y  eine 
neue  Unbefannte  unb  a  eine  unbepimmte  ©röfee  ijt,  beren  SSertl^ 
man  beliebig  annel^men  fann,  in  folgenbe: 

(y+a)n+a(y+a)»-i+b(y4-a)»-«+...s(y+a)+t=0, 
ober,  menn  man  nad^  ber  Sinomialformel  enttt)idelt  unb  nad^  ben 
abne^menben  ^otenjen  bon  y  orbnet: 

r+l(;>+.j,"+!(5>-+(°7  >+bj,"*K»)..  + 

+  ....4-a"+aa»-i+ba'^~*+....+sa+t=0. 
dtnlanb,  Vnfldfittiseit,  in.  14 
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Sa  nun  a  DöQig  ttiOItt^tlid^  \%  fo  ISnnen  toit  ti  \o  nel^mnt,  baf 
na+a=0  \%  toorauS  «=— r  fölflt.   Scjt  man  biefen  aOBcttl^ 

in  bie  Dorl^crgel^enbc  ®I.  ein,   fo  crl^ait  man  bic  tranöformirte 
®Icid&ung  bon  ber  S^tm: 

y^+biy»-»+Ciy'^+...4-Siy+ti=0 
in  tDcIi^cr  baS  jtDcitc  ©lieb  fcl^It.    Söp  man  bicfe  ®I.  auf,  fo 
erl^ält  man  bic  bcn  fficrt^ien  bon  y  entft)rc(j^enben  SBcrtl^c  öon  x, 
tocnn  man  für  y  jeben  feiner  SBert^e  in  bie  SRelation  x=y+a 

ober  x=y  — -  feftt. 

^ieraud  ergibt  fid^  folgenbe  äleget:  Um  a\x%  einer  ©(eid^ung 
baS  itoeite  ©lieb  fortjufd^affen,  fe|e  man  für  bie  Unbefannte  eine 
neue,  um  ben  mit  entgegengefe^tem  '^zM^tn  genommenen  unb  burd^ 
ben  ©rab  ber  ©Icid&ung  biDibirten  ßoefficienten  beS  jmeiten 
©liebes  t)erme^rte  Unbefannte.  3)a|  man  burd^  biefe  ©ubßitutioli 
ben  getotinfd^ten  ^xoti  erreid^t,  ergibt  fid^  au§  folgenbem:  ®enn 
eS  feien  et,  ß,  y,  d.. .  bie  n  fflurjeln  ber  gegebenen  ©I.,  fo  er* 

geben  fid^  aus  ber  SRelation  x=y  — -  ober  y=x+-  folgenbe 

SBertl&e  für  y: 

a    ^    a         a     »    a 
y  =  «+-,/?+-,  y+-,  d+-... 

S)ie©umme  ber  neuen  SEBurjelnift  foIgnd&=a+/S+y+<J+...+n-- 

9lun  ift  nad^  §.  480. 

a+ß+y+d+...=:—SL. 
folglidö  ift: 

a+ß+y+d+..  +a  =— a+a=0; 
alfo  ift  ber  Soefficient  beS  jitoeiten  ©liebeS  ber  rebucirten  ©(.  an 
unb  für  pd^  gleid^  «uII. 

6.    Steefte  SbtfIBfitngen  bev  ©leid^itttgett  t>om  hxitttn  ®taht. 
IBefottbere  pOe  betr  @Ieiil^ttngett  ht»  brtttett  @vabe8. 

(ftci«  §.  95  a.) 

§♦  486.    1.    @e|t  man  in  ber  ©leid^ung 
x»+ax«+bx4-c=0 
a=b=0  unb  c  =  + 1,  fo  l^at  man  als  cinfad^pe  ^formen 
ber  cubifd^en  ©I. 

1.  X«— 1=0. 

2.  x»  +  l=0. 
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S)te  einfüge  cublfd^e  ®I.  x»— 1  =  0  tiiirb  boburd^  aufge* 
löft,  ba|  man  1  auf  btc  anbete  @eiie  beS  (Bleid^J^eitö^eid^enS 
bringt  unb  bann  aus  beiben  Sl^eUen  bet  ®I.  bie  ^nbih 
tourjel  auSiiel^i.    $iena$  erl^alten  tptr: 

Xi  =  l. 

2)a  nun  jebe  cubifd^e  (Bleid^ung  3  SSur}e(n  l^at,  \o  finbet 
man  bie  beiben  anbern  ^utjieln  auS  ber  quabtatifd^en 
©leicigung,  bie  man  erl^ält,  toenn  man  bie  gegebene  ®I.  btfrd^ 
ben  SBurjelfaflor  x  —  1  biöibirt    f)iena^  erl&ält  man : 

^^  =  x«+x+l=0 

SluS  ber  quabratif^en  ®l  x«+x+l=0  finbet  man 
X,  =  -  V2(l  -V^^)  unb  X8=-  Vt(l+]/- 3) 
@c|t  man  jur  abfOrgung:  —  72(1— }/— -3)  =  Ji  unb 

—  V2(l+l/— 3)=J2,  jo  ^at  man  für  bie  brei  6ubit 
tourjeln  ber  poptiben  dinbeit 

Xi  =  1/  Xa  =  Ji,  X3  =  Jjj. 
SSerfäbrt  man  in  Setreff  ber  cubifd^en  ®I.  x8+ 1  =  0  ebenfo, 
0  ergibt  ftd&  xi  =  —  1. 

^nb  hieraus,  toeil 

^^^  =  x«— x  +  l  =  0 
x+1      ^      ^^^      " 

X2  =  1/2(1+1/=^)  unb  xa  =  V2(l  - 1/=^) 
ober,  toenn  man  bieSHJertl&e  für  xa  unb  xs  glei(§  —  Ji  unb 

—  Ji  fe^t,  fo  ift:  xi  =  —  1,  X2=  —  Ji,  Xs  =—  Jt- 
a)  ©e^t  man  in  ber  ©leid^ujig: 

x»+ax«+bx+c  =  0 
a==b  =  0, 
fo  ]5at  man   aU  allgemeine  Qform  ber  reinen  cubifd^en 
®(eiAungen: 

(1)  x«-c  =  0;  (2)  x»+c  =  0, 
ober  toenn  c  =  n"  geje^t  »irb: 

(3)  x«-n»  =  0;  (4)  x»+n«  =  0. 
SluS  (3)  folgt:  x»  =  n»;  alfo  Xi=n. 
aus  (4)  folgt:  x*  =  —  118;  alfo  xi  =  —  n. 

©arauS  ergibt  fid^  ferner: 
x» n^ 


i;, 


X— n 
x'+n* 


=  X«—  nx+n«  =  0. 


xH-n 

9u3  biefen  beiben  quabratifd^en  ®Iei(^ungen  folgt  bann 
toeiter: 
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X2  =  —  V«n(l+l/^)  unb  xs  =  —  ytn{l—V^,  fotoic: 
x,  =  V,n(H-l/=3)  unb  x«  =  V^nCl— 1/=^. 
®tc  ©lei^ung  x'  +  n'  =  0  ffat  bemnad&  bie  3  SButicIn: 
-n,  V2n(l+K— 3),  V,n(l— 1/=¥)  ober 
— n,  —  nJi  unb  —  nJt 
unb  bic  ®I.  x'— ii»  =  0  ffat  bic  3  aButidn: 
n,  nJi  unb  nJa. 
9Iud   bem    99i§^ettgen    folgt,   bag  febe  teine   cu6tf^e 
®lei(j^ung  3  SButjeln  ifat,  mobon  eine  reell,  bie  (eiben  an» 
bem  aber  imaginär  ftnb. 

3.  ß)  Siel&t  man  au8  ben  beiben  Steilen  biefer  ®I.  bie  6ubit 
tourjel,  fo  toirb: 

a—  X  =  X  —  b;  foIgli(ft  Xt  =  V«(a+b). 
6nttt)t(felt  man  bie  gegebene  ®l,  fo  pnbet  man: 

X»— V2(a+b)x«+V2(a«+b«)x-V2(a»+b»)  =  0. 
XiDibirt  man  biefe  @I.  bnx^  ben  gefunbenen  SBurjelfaltor 
X— V2(Ä+b),  fo  erhält  man  bie  quabratifiä^e  ©leic^ung: 

X«— (a+b)x+(a«-ab+b«)  =  0.  

C)ierau8  folgt:  Xj  unb  X8  =  V2(a+b)±(a— b)l/— 3. 

4.  Sie  Suflöfung  ber  DoDftönbigen  cubifd^en  ®Ieid^ung  erforbert 
eine  anbere  SO^et^obe,  ald  bie  ber  quabratifd^en  ®Iei($ungen. 
@§  ift  nämli^  in  einem  ein}igen  gfaOe  mögli($  bei  ber 
®Iei(i^ung : 

(1)  x»+Ax«+Bx  =  C 
burd^  Srgänjung  aud  bem  erften  X^eile  einen  DoDftänbigen 
6ubu8  iu  bilben  unb  biefer  QföD  i%  »enn  x^+Ax^+Bx 
bie  brei  erften  ®Iieber  beS  Doflftänbigen  @ubu§  Don 

(x+a)»  =  x*+3ax2+3a«x+a> 
ftnb;  aisbann  mug: 

A  =  3a 

B=3a«,  alfo 

a  =  VsA  unb 

B  =  VsA«  fein- 
en aOen  anbern  SäOen  toerben  }ur  Srgänjung  beS  @ubud 
®r5gen  erforbert,  bie  mit  x  Derbunben  ftnb,  unb  ba  biefelben 
au(ft  jum  iweiten  Sl^^ile  abbirt  »erben  muffen,  fo  loürben 
an^  in  biefem  SE^eile  unbelannte  ®röBen  eingefül^rt,  beren 
Elimination  bie  Söfung  ber  gegebenen  ®Ieid^ung  erforbert. 
$[uf  biefe  SQßeife  toäre  eS  ni($t  mögli(i^,  }u  einem  erföünf^ten 
3iele  ju  gelangen.  Sfflenn  aber  B  =  VsA*  ift,  b.  f).  loenn 
bie  brei  erften  ©lieber  ber  cubifci^en  ®I.  x'+Ax*+Bx  bie 
©lieber  eines  DoDftänbiaen  @ubuS  eineS  S3inomS  finb,  fo 
lögt  fi(i^  eine  fold^e  cubif^e  ®Iei$ung,  mie  bie  quabratifd^en, 
bur$  Ergänzung  beS  EubuS  auftöfen. 
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5.  ^  ölfo: 

fo  obbite  man  ju  Beiben  ©etten  biejet  ®l  (VsA)»  unb  wit 
laben: 

x»+Ax»+ VsA^n- V27A»  =  V«A»+C  ober 
(x+ V»A)»  =  VkA«  +C;  bo^et 

X  =  -  VsA+l/i/^A'+C. 
2)it)ibite  bte  @I.  x»+Ax«+V8A«x  =  C  but(|  ben  SBuijel» 

faöot  x+VsA— 1/VkA»+C,  fo  tefultirt  bie  quabttttif($e 
@Iet$ung : 

x»+(VaA+l/V«A«+C)x+V9A«+V8AVV«7A»+C+ 

V'(V«A»+C7=0. 
hieraus  etl^oltet;  toir: 

8  8 

{x+ VsA  +  WVii^'  +  C>'  =  -  V4l/Vi^ÄM=C;  ba^et 
X  =  -  VsA-  V2(l  +K=3)1/V^;aM^  ober 

X2=-V8A+Jil/V^7'F+C  unb  x8=-V8A-J2WwA»+a 

6.  S)a  in  bcr  l^ier  gegebenen  ®I.  B  =  VsA«  \%  jo  %ai  mm, 
toenn  für  A  unb  C  bie  entf^reiä^enben  ©ertl^e  mit  3iü(ffi(ä&t 
auf  bie  aSorjei^en  ber  ©oefficienten  gefegt  »erben: 

xi  =  —Vs.(—12)+V^V27.12»+ 189  =  4+1/125=4+5=9 
X2  =  4— V2(l  +  V'-^h  =  IV2—  2V2I/-3 

xs  =  4— V2(l— l/~3)5  =  lV2  +  2V2l/^. 

7.  ®i6t  man  ber  l^ier  gegebenen  ^lei^ung  bie  gform  eines 
^robuIteS  a\x%  jioei  galtoren,  fo  toirb: 

x(x«~a2)  =  0, 
folgli^  xi=0;  ferner  ift:  x*— a«=0  ober  (x— aXx+a) 
=  0;  bal^er 

X— a  =  0;  X2  =  a  unb  x+a  =  0,  alfo  X8  =  — a, 
SBenn  alfo  in  ber  ®I.  x»4- Ax^+Bx+C  =  0  ber  ©oefflcient 
B  unb  baS  Slbfolutglieb  C  jebe  einjeln  =  0  »erben,  fo  er» 
l^ält  man  x«  +  Ax«  =  0,  eine  ©tei^ung,  bie  ftd^  in  baö 
^robult  bon  jtoei  galtoren  jerlegen  läBt  ober  bie,  toenn 
fte  bur(5  X  bibibirt  toirb,  auf  eine  reine  quabratifiä^e  ®I. 
fülÖ^,  toelt^e,  toenn  A  eine  rationale  ©röfee  unb  negatib 
ift,  iebeSmal  reelle  SBurjeln  liefert. 

8.  Um  bie  ®(eid^ung  auf  bie  Verlangte  gorm  ju  bringen,  fe^e 
man  x  =  y+a,  fo  toirb : 
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x»  =  (y+a)«  ....    =y»+3y*a+8ya«+a» 

— 8mx*  =  —  3m(y+a)«  =     —  Smy"— 6mya—  3ma* 

+  iix  =  n(y+a)  =  +iiy+na 

— P= —V' 

©al^er  tjl:  (1)  y»+3y«(a— m)— y(6ma— 3a«— n)  + 
(«• — 3a«m+na— p)  =  0. 


©oQ  nun  baiS  {meite  unb  (e^te  ®Iieb  aus  biefer  ©lei^ung 
berf^totnben,  fo  fe^e  mon: 

(2)  a— m  =  0;  alfo  a  =  m 

(3)  a»  —  3a«m+na— p  =  0;  alfo 

(4)  a»--3a«m+na  =  p. 
Um  ben  ffiettlö  für  p  but(ä&  m  unb  n  auSjubtüdfen,  fc^e 
man  auiS  (2)  ben  SBettl^  für  a  in  (4)  unb  toir  ^abm: 

(5)  p  =  m*— 3m'+mn  =  m(n— 2m"). 
Slun  foD  femer  ber  6oefficient  bon  y  Im  britten  ©liebe 
ber  ®I.  (1)  q  betragen,  bal&er  ijl: 

q  =  6ma— 3«"— n, 
ober,  toenn  toir  ben  Sßert^  für  a  einfe^en: 

q  =  3m«— n. 
3|l  nun  y»— qy  =  0  ober  y(y'— q)  =  0,  fo  ijl: 

yi  =  0,  y«  =  +  [/(ijn  =  — l/q  ober 
jri  =  0,  yt=+l/3m«— n;  y8  =  — V'Sm«— n. 
)a  nun  x=y+a  angenommen  tourbe  unb  a  —  m  \%  fo 

erl^alten  toir  enbli(§:        

xt=0+m=m,  X2=m+l/3m*— n,  X8=  m— l/3m«— n. 
9.  aSerfä^rt  man  f)kx,  toie  in  ber  öorigen  Slufgabe  unb  fe^t 

x  =  y+a,  fo  ift: 
(1)  (y+a)»— 3b(y+a)«+(3b«-a«)(y+a)— b(b2— a«)  =  0. 
(Sntmicfelt  man  biefe  ®I.  unb  orbnet  fie  m^  ben  ^oien^en 
bon  y,  fo  ffat  man: 
(2)  y»+3y«(a-b)-y(a«+6ba— 3b«— 3a«)+ 
(a»-3a«b+3ab«— a«a)-b(b«— a«)  =  0. 
@oa  nun  baS  jtoeite  ®Iieb  berf(J^toinben,  fo  fe^e  man: 

(3)  a-b  =  0;  alfo  a  =  b. 
©ubfMtuirt  man  ben  für  a  gefunbenen  Sßertl^  in  (2)  unb 


3)a 


rebucirt  bie  ®I.,  Jo  toirb: 

y*— a«y  =  0;  bal^er: 
y(y«-a^)  =  0;foIgIid 


folglici^: 
yt  =0,7i  =  +a,  ys  =  — a;  bal^er  ift: 
Xi  =  0+b  =  b,  Xa  =  b+a,  X8  =  b— a. 
10.  Slebucirt  man  au^  bie  l^ier  gegebene  ®I.  auf  bie  $orm: 
y»_qy  =  0 
unb  fe^t  mieber  x  =  y+a,  entoidfelt  bann  biefe  ®I.  unb 
orbnet  fie  na^  ben  ^otenjen  bon  y,  fo  mirb: 
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y»+3y«(a— (m+n))— y{6a(in+ii)— 3a«— 3(m+n)»^-n«}  + 
a»— 3a«(m+n)+a(3m«+6mn+2n«)}— m(m«+3mn+2n2)=0. 
©efec  a— (m+n)  =  0,  fo  toirb  a  =  m+n. 

feu6|iituirt  man  btefen  SBerflö  fflt  «  in  obige  ®I.,  tnU 
toiicit  unb  tebucirt  biefclbc,  fo  iji: 

y8_n«y_o;  ballet  y(y»— n*)  =  0  ober: 

y(y  — n)(y+n)  =  0,  fol9li(ä&: 

yi  =  0,  ya  =  +n,  ys  =  — n;  bal^^r: 

xi  =  m+n,  X2  =  m+2n,  X8  =  m+ii  — n  =  m. 


!♦  487#  tSfel^It  in  ber  aOgenteinen  gfotm  ber  boQjiänbtgen 
cubif^en  ®Iei($ung  baS  jtoeite  ®Iieb,  toel^eS  man  naä)  §.  484 
(efeitigen  lann,  fo  ^at  man  bie  unreine  unboüftänbige  cubifd^e 


(1)  x»  +  px  +  q  =  0, 
eine  Sform,  toeld^e  bal^er  au$  als  allgemeine  gform  ieber  cubtj^en 
©lei^ung  angejel^en  toerben  !ann. 

SRan  fe^e  nun  jur  Seflimmung  bon  x: 

(2)x  =  J/P  +  l/Q. 
ßrl^ebe  biefe  ®l  in  ben  (S^nbu^,  fo  toirb: 

(3)  X»  =  P+Q  +  3KpQ(|/P  +  |/Q), 

3  3 

ober,  wenn  tnon  ou8  (2)  ben  SBettlJ  füt  |/P+|/Q  in  (3)  einfe^t: 

(4)  X»  =  P+Q+3il/PQ. 
@u6ita]^tte  (4)  bon  (1)  unb  oibne  bie  ®l,  fo  toitb: 

(5)  (p+3l/PQ)x+q+P+Q  =  0. 
S)iefei  @I.  gef^te^i  @enüge,  »enn  man  fe^t: 

(6)  p+3l/PQ  =  0  unb 
(7)q+P+Q  =  0. 
«u«  (6)  folgt: 

(8)  PQ=  — V„p»  unb  ou8  (7): 

(9)P+Q  =  -q. 

3n  ben  beiben  ©lei^ungen  (8)  unb  (9)  tfi  baS  ^tobuK  unb  bie 

©umnte  bet  beiben  Unbefannten  P  unb  Q  gegeben.  9{a($  §.  399. 15 

ip  bie  S)iffeienj  betfetten:  

(10)  P-Q  =  l/q«+V«p'. 
au8  (9)  unb  (10)  folgt  nun  weitet : 
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P  =  -  V«q+ V«Vl!±W^ 

Q  =  -  V,q—  V2l/q*+ VütP'. 

©e^t  man  bie  fütP  unb  Q  gefunbenen  SBert^e  in  (2),  fo  liiirb: 

S 9 

Siefer  3lu5bru(f  ber  SÖßurjeln  einer  cubiftften  ©leiiä^ung  burtft  bie 
Coefpcienten  berfelben  l^^llt  bie  ©arbanij^e  gformel. 

§♦  488.  ©efet  man  ^^P  =  u  unb  l/Q  =  v,  fo  ijl  a+v 
eine  SBurjel  bet  ®i.  (1)  beS  botigen  §.  unb  bal^^r  x—(u+v) 
ein  ffiurjelfaftor  berfelben.    5Run  iji: 

^±g^  =  x«+(u+v)x+(u+v)«+p. 

Sllfo: 

x»+px+q  =  (x— (u+v)){x«+(u+v)x+(u+v)«+p}=0. 
Salier  iß  au($: 

x«4-(u+v)x+(u+v)2+p  =  0. 

hieraus  folgt:  

X  =-V,(u+v)±l/V4(u+v)«— (g+v)'— p 
=— V2(u+v)±K-p-74(u+v)«. 

5»un  ift  naäi  §.  487.  (8) 

PQ=_i/,,p»;  folglich: 

uv  =  — V«P  ober: 
3uv  =  —  p. 
©e^t  man  ben  SBertl^  für  —  p  in  ben  für  x  gefunbenen  SBertl^, 
fo  toirb: 

X  =-.  V>(u + v)±t^v~V4(u+v)« 
=  -  V2(ü+v)±K3{üv-V4(ü+v)«} 
=  -V2(u+v)±V2l/-3(u— y)«  oberenWi^: 
=-V^(u+v)±Vf(u-v)|/-3. 
Sie  3  SBurjeln  ber  cubif^en  ©teiiä^ung  x*+px+q=0  pnb  alfo: 
Xi  =  u+v 

X2  =- V2(u+v)+V2(u-v)l/;=3 
X8=-V2(u+v)-V2(u-v)K-3. 
§♦  489.   Sie  aDgemeine  cubifi^e  @Iei$ung  lann  folgenbe 
bier  formen  l&aben: 

1.  x»+px+q  =  0 

2.  x»+px— q  =  0 

3.  X«— px+q  =  0 

4.  X®— px— q  =  0. 

aOßaS  bie  erjie  berfelben  betrifft,  fo  ift  biefe  bei  ber  ßnttoidfelung 
ber  Sarbanif^en  gformel  }u  ®runbe  gelegt  toorben  unb  l^iena^  ifi: 
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S 8   

1 .  X  =  1/"-  V2q+|/V4q»+ V«p»  +  k^-  V«q- 1/ V4q«+  V27P»- 
3n  bcr  ittjcltcn  ift  q  ncgofib,  baburtft  S^'Ö*  in  l>«t  gormcl  — Va  q 
in  +  Vaq  Wer  unb  in  bicfcm  SfoDc  lotrb,  »eil  q*  Immer  poptib  ifi: 

8     3 

2.  X  =  |/"V«q+l/V4q*+ V2tP»  +l^V2q-|/V4q»+ V27P'. 
C)af  bic  cubif^e  ©lei^ung  bie  Qform  3,  »orin  p  negatib  Ifi,  fo 
fielet  +V27P'  in  ~-V27P'  über  unb  eS  ifi  otebonn: 

8  8 

3.  X  =  |/"_i/^q4.|/i/^q2_i/^^ps^.|/-_i/^q_,^ Y^q,_ i/^^p.^ 

©inb  cnbli^,  mie  In  ber  gform  4,  p  unb  q  negatib,  \o  mufe 
+  V2q  patt  —  V2q  unb  —  V27P'  Patt  +  V27P*  gefegt  toerben; 
für  biegen  Qfall  l|o6en  »ir  alfo: 

8    8    

4.  X  =  k^V2q+l/V4q«-V27P'+k^V2q-|/V4q«- V27P^ 
§♦  490«  3taäi  §.  483  ffat  jebe  cubifd^e  ®(ei($ung  enttoeber  eine 
reelle  unb  imi  imaginäre  ober  brei  reeDe  SBurjeln.  @jS  fragt 
p(ä&  nun,  mläftn  Sebingungen  bie  ©oefpcienten  ber  @I.  ent» 
fpre^en  muffen,  um  auö  i^rer  Sefdjaffenlö^it  beurtl^eilen  ju 
fönnen,  06  bie  @Ield^ung  nur  eine  reelle  unb  }toel  imaginäre 
ober  brei  reeDe  SBurjeln  l^abe. 

1.  3nnä(ä^p  leuiä^tet  ein,  bafe  u  unb  v  unb  folgli^  u+v=x  reell 
Pub,  toenn  V4q*+V27P®  poptib  ip.  Sie«  ip  aber  immer  ber 
3fall,  toenn  p  poptib  ip,  benn  q*  ip  immer  poptib,  au^ 
»enn  q  negaiib  ip.  @d  ip  aber  au($  bann  no$  ber  t$fa0,  toenn 
p  negatib  ift,  aber  V4q^— V27P'>0  ober  V4q^>V27P'. 
©inb  nun  aber  u  unb  v  reell,  fo  Pub  bie  bclben  anbem 
SBurjeln  xs  unb  xs  na(i^  §.  488  imaginär. 

S)ie  ®Iei($ung  a(fo: 

x8+px±q  =  0 
f)at  pets  eine  reelle  unb  jtoei  imaginäre  SBurjeln. 
©benfo  bie  ®Iei(ä^ung: 

X*— px+q  =  0, 

toenn  V4q*>V27P'  ip. 

2.  3p  aber  V4q*+V27p'  =  0  b.  l^.  ip  P  negatib  unb  V4q* 
=  727?'/  fo  l^at  bie  ®Ieid&ung  brei  reelle  SDßurjeln,  »orunter 
jmei  einanber  gleich  pnb. 

8    

3n  biefem  gfalle  ip  u  =  v=l/— Vaq;  alfo: 

8 8  

xi  =  u+v  =  2V—y%q  =  K— 4q 

X,  =  -  V2(u+ V)  +  V2(u-v)K=3  =-u  =  -  V^^^Viq 

X8  =  -V2(u+v)-V2(u-v)l/^:3=-u= -l/^^^Vi^ 
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3.  3ji  V4q"+V27P»<0,  b.  1^.  ncgatto,  fo  ttiu|  p  ncflgti»  unb 
V4q'<V«7P'  fein.  3)a  in  biefem  gaae  l/Viq*  — V27P» 
imaginär  iji,  fo  ftnb  anä)  u  unb  v  unb  fomit  alle  SBut^ 
jeln  bet  cubifii^en  ©leid^ung  in  ber  6atbanif<]^en  g^ormel 
unter  einer  imaginären  Qform  auögebrüdt.  S)cr  SBertl^  für 
X  iji  aber  benno^  nur  fc^einbar  imaginär  unb  eS  lägt  f!d^, 
toie  fpäter  gefi^e^en  toirb,  bemeifen,  bag  bann  alle  3  Sßertl^e 
für  X  reefl  pnb.  ajiefer  gafl  iji  befannt  unter  bem  5»amen 
beS  Casus  irreducibilis. 

3n  ber  ®L: 

X»— px— q=0  fei  «  eine  reelle  SBurjel  alfo: 
«•— pa  — q  =  0;  folgli^  a»  — pa  =  q. 
Salier  ifi: 

X»— px— q  =  X«— px— (a»— pa)  =  0 

=— (x— a)p+x«— a»  =  0  ober: 
x'— px— -q  =  (x— a)(x*+ax+a*--p)  =  0. 
«US  x«+ax+a«— p  =  0 

folgt:  X  =  —  y^±V-  'AaHp. 

3fl  bal^er  p>74ö^  fo  iji  x  reell, 
gs  fei  p  =  74«*+^  too  ß  pofttib  ip. 
5Run  ift  q  =  a'— pa.    Salier  iff,  toenn  ton  l^ierin  ben 
SBertl^  für  p  einfefeen : 

q  =  «»  — 74«»— a/9  =  ai^^a^—ß). 
ßiema^  toirb: 

V4q«- V«P»  =  V4a«(V4a»-/?)»- V«(74«^+/J)». 
gnttoiielt  unb  rebucirt  man  bie  re^te  ©eite  biefer  ®I., 
fo  toirb: 

V4q»-V«7p»  =  -3/?(V4a«-V9/?)«<0,  b.  5.  negatib. 
Sie  3  ffiurjcin  ber  ®I.  x«— px— q  =  0  finb  ballet: 
xi  =  a 
x,  =  -Vt«+|//? 

68  iji  alfo  unter  ber  SorauSfe^ung,  bafe  jebe  cubif^e  ®l. 
toenigftenS  eine  reelle  Sfflurjel  l^of,  bemiefen,  bafe: 

I.  ß  poRtib  ober  V4q^— V27P*<0  ift,  toenn  atte  3  SBur- 
jeln  reeÖ  finb,  unb  umgelel&rt; 

IL  ba§  alle  3  SDßuraeln  möglid^  finb,  toenn  ß  pofitiü 
ober  V4q^— V27P'<0  iji. 
♦  491.    S)ie  SBeifpiele  1  bis  3  finben  il^^e  ßrlebigung  in  ben 
borl&ergel&enben  §§.    ®ie  fiöfung  ber  folgenben  in  C)eiS 
§.  95b  iji  folgenbc: 

4.  S)iefe  ®I.  ift  bon  ber  erjien  Qform  unb  l^at  ballet  eine  reelle 
unb  jtoei  imaginäre  SBurjeln.   9lun  ifi  p  =  48,  q  =  504; 
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ballet  V«q  =  252,  »M*  =  63504^  VitP»  =  4696; 
VM*+V«P'  =  260;   bolzet  u  =  l/— 252  +  260  =  2 

3 

unb  v  =  l/— 252-260  =  — 8;  oI|o  u+v  =  2  — 8  = 

—  6;  u— v  =  2+8  =  10;  bal^er:  

x,  =  -6,  X8  =  3+5l/=3;  Xa=3— 51^— 3. 

5.  S)te  Snttoidelung  bet  botl^etgel^enbett  ©efefee  übet  bie  pl^em 
@(ei^unaen  gef^al^  immfi  untet  ber  SSotouSfe^ung,  bag 
bei  ©oefficient  üon  x°  gletdö  1  loor.  3?  WeS  mi|t  bet 
San,  fo  mu^  man  bie  ganje  ®Iei(|ung  butd^  ben  ^oeffidenten 
bon  x°  bibibtren.    2>emna$  erl^alten  totr  l^iet: 

x'+Va+V»  =  0. 
9lutt  ip  p  =  V8,  q^V«,  V»q  =  Ve,  Vi(i'  =  *V»t.  V»7P» 

=  ^8;  l^V4q*+V«7P»=«V64;  mithin  u=l/-V6+«A4 

=  i/s,  V  =  1/^76 -«Vs*  =  -  V.,  u+ V  =  - 1, 
u— v=V»;  bol^er:  _  _ 

xi  =  -1,  X,  =  -  V«+ VeV^S,  X,  =  -  Vt-  Vel'^3. 
SRan  lann  hierbei  .aud§  no$  auf  fotgenbe  äßetfe.berfal^ten. 
®o  3  fein  Softot  üon  ben  ©oeffidenten  4,  7  ift,  fo  erl^ält 
man  bur(]^  S)it)i{lon  mit  3: 

X'+V8X  +  78  =  0 

eine  ©(eiii^un^,  beten  Soeffidenien  Srfi^e  ftnb.  Um  bie» 
fetten  ju  befeitigen,  feje  mon  3x  =  y,  fo  witb  x  =  Vsy. 
9luf  biefe  Sffirife  etl&ält  man: 

y»+12y+63  =  0; 
olfo  p=12,  q=63,  »M="/j.  V«q»=»*»»A,  V«P»=64, 

v  =  l/^«V2— «V«  =  — 4;  ballet: 
u+v  =  l— 4  =  — 3,  u— v  =  l+4  =  5;  folgli^: 
y  =  —3;  bal&er  xi  =  VsY  =  —1  u.  f.  m. 

6.  ®icfe  ©teid^uttg  iji  bon  ber  gform  4  unb  eS  iji  p  =  21, 
q  =  344,  Vag  =  172,  V4q«  =  29584,  V«p*  =  343, 
l/V4q^-;-V27P»  =  171;  ba^er:  ^ 

u  =  1/172+ 171  =  7,  v  =  1/172— 171  =  1, 

u+v  =  8,  u--v==6;  folglid^: 

xi=8,  X2  =  — 4+31/— 3,  X8  =  — 4— 3V^3. 

7.  Siefc  ©Weisung  iji  bon  bet  8form  3.  gg  ig  p  =  3,  q=2, 

V2q=l,  V4q«  =  l,  V27P»=1;  alfo  l/V4q^- V27P»=0; 
mithin  ftnbet  l^ier  bet  §.  490.  2  angegebene  gfaO  fiatt,  mo« 
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nad^  Viq"  =  VätP'  IP;  ^oXftx  l^at  bte  ©Ici^ung  brei  reelle 
aßutjeln,  toobon  itotx  etnanbet  %U\^  ftnb,  nämlt^: 

8      

u  =  v  =  l/^l  =  — 1;  folflliiä^  iji: 
xi=2.(-l)=-2,  x,=-(-l)=  +  l,  xs=-(-l)  =  +l. 
6ö  ifl  alfo:  f(x)  =(x+2)(x-l)(x— 1)  =  0. 

8.  C)ter  tu  p=12^_j  =  16^2q=8,  V4q^=64,  V27P'=64; 
dfo  toteber  l/V^q*— V27P'  =  0;  tnitl^m  l&at  bieje®!.  toie 
bie  borl^ergel^enbe  ebenfotts  brei  reelle  SBurjeln,  toobon  gtoei 
einanber  glei^  [inb;  bol^er: 

xi  =  2V'^=— 4,  xa  Uttb  X8=— V^=  +2.  gg  ift  al\o: 
f(x)  =  (x+4)(x-2)(x-2)  =  0. 

9.  g5  iji  p  =  9,  q  =  28,  y^q  =  14,  V^q^  =  Vi  .28«  =  196, 
1/27P»  =  V« .  9»  =  27,  1/V4q*-  V27P»  =  13;  ba^er  u  = 

8  3 

l/-14+13=-l,  v=l/^:^=-3;  dfo  u+v  =  -4, 
u— v  =  2;  folglii^:         

xi  =  -4,  x,  =  2+J/"-3,  X8  =  2-t/"-3. 
10.  C>iet  l^at  mon  p  =  60,  q  =  671,  V«q  =  335V«,  V4q*  = 
V4.671«,  V27P'=V«.60',  l/'V«q«-»/«P'  =  ^-; 
ballet: 

8 


1  /~671  ,  646,715  „  „         i  /" 


671     646,715 
"2  2 

=  -8,7;  dfo  u+v  =  — (2,3+8,7)  =  -11,  u-v  =  6,4; 

folfllid^:  

x,=-ll,  ±^=hyi+3yV-S,  X8  =  5V«-3V5l^-3. 
11.  «)iet  iji  p  =  2,  q  =  4,  »M=2,  V4q«  =  4,  V«P'  =  727, 

VV4q*-V»7P»  =  »VsJ/V« ;  bo^et  u  =  V2+^'Vs  unb 

8  3 

v  =  1/2  —  1781/7»;  ba^et  u  +  v  =  1^2  +  ««/sl/Vs  + 

3 

1/2— i^sl/Vs^  Um  ju  unterju(i^en,  ob  p^  bie  ßubiftourjel 
aus  2  +  *7»l^V8  ongeben  läfet,  berfal&re  man  auf  folgenbe 
SBeife. 

@S  ift  nämlid^: 
(a±l/b)«  =  (a»+3ab)+(3a2+b)|/b;  foIfln(ä&  iji: 

3  

a+|/b  =  l/(a3+3ab)+(3a«+b)|/b. 
aSerglei^t  man  bie  re^te  Seite  biejer  analljtifd&ett  ©(eid^ung 

3  

mit  1/2+^74/7^,  \o  Um  man  fejen: 
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a«+3ab  =  2  unb 

(3a«+b)l/b  =  "/sJ/V«.    3P  nun  b  =  Vs,  fp  ip: 

3a*+b  =  3a*+V»;  ballet  ou^: 

3a«+V8  =  "/«;  olfo  a  =  1.    S)a  nun: 

a»+3ab  =  l»+3.1.V8  =  2  iji,  fo  ip  witflid^: 

'  l/2+%pvr+l/2=^%j7V8  =  (H-l/V»)+(l-|/V»)  =  2 
eine  tottonole  SQßutjel.    gfolfllt^: 

x,=u+v  =  2,  x,  =  -l+|/V8.l/3  =  -1+1/^1 
unb  i8  =  — 1— l/— 1. 

12.  5)0  l^iet  p  =  26  unb  q  =  60,  fo  pnbet  man: 

u  =  K30+M/5j/V«/  V  =  VltÖ-"/8l/V«. 
93etglei^t  man  btefen  ^uSbtud  mit  bem  im  borigen  9et* 
fpicie  für  a+J/b  gefunbenen,  fo  iP: 
a»+3ab  =  30  unb 
(3a«+b)|/b=«/8l/V8. 
©eftt  mon  l^ierin  b  =  V8,  fo  xfi: 

3a«+V8  =  *V8  5  alfo  a  =  3. 
So  nun  a'+3ab  =  3»+3.3.V8  =  30  iji,  fo  iP: 

1/  30+«/.J/'/8+l/30  -  »V81/V8  =(3+l/V8)+(3  -  |/V8)  =  6. 

es  i^  olfo: 
u  =  3+j/V8,  v  =  3-l/V8;  olfo  u-v  =  2|/V8. 

©emno^  ttiib:        

xi=6, X8=-3+l/V8.K-3=-3+l/=l,  X8=-3-l/-l. 

13.  68  ip  p=»/i,q="/4,  V4q«=C78)«,  V.7P*=  V27. ("/*)'; 
bo^et :  l/'Aq»— VkP'  =  78-74,670634 ;  folgli^^ö: 

u=  721^-75+74,670634  =  -  7, .  0,6905, 

V  =  72I/— 75— 74,670634  =  - »/«•5,3095;  foIflIi(]&: 

u+v  =  — 3,  Q-Y  =  2,3095;  bol&er: 

X,  =  -3,  xj  =  17»+2K— 1  unb  T»  =  V/i—2V—i. 

14.  g«  ifi  p  =  7,  q  =  36,  V'U(L'-y«v'  =  *WV»'    C>'«t 
ift  alfo: 

a»+3ab  =  18  unb 

(3a«+b)l/b  =  *78|/78.    ©e|e  b  =  V«,  fo  ijl: 

3a«+78  =  *78;  olfo  a«=4;  ba^et  a  =  2  unb  toeil: 

2»+3.2.V8  =  18  iji,  fo  Wirb  ^iema^: 

8  8 

a=l/18+"/.V^V8  =2+1/78,  v=1/I8-"/bI/78=2  -1/78; 
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ballet:  u+v  =  (2+t/V«)+(2— l/V»  =  4;  u-v  =  2>/V8; 

X, =4,  x,= — 2+J/Vs .  V^=—2+V^.  X8=-2-P^— 5. 

15.  g8  iH  p  =  3,  q  =  14,  l/V4q*+V«7P*  =  5l/2.  Kun  iji: 
a»+3ab=— 7  unb 

3a*+b=5.  ©e^el^ietln  b  =  2,  fo  tottb  a*=l;  alfo  a=— 1, 
weil  ^iet  bei  jtoeite  SBeril^  bon  a  genonnnen  merben  mu^, 
ba  (— l)«+3.{-l).2=-7  iP;  folglich: 

u  =  l^-7+5|/2  =  (-l+|/2)L^.^__2 

folgl^  Xi  =32;  X,  =  - 1+1/2.1/— 3 
=— l+l/— 6;  x»=— 1— 1/-6. 

16.  68  tp  p  =  3,  q  =  5,  l/»/4q«+V«P*  =  V«K29 

=  2,692582403567259492;  olfo: 

u  =  1/2,5+2,692582403567259492  =  1,731654 

s 

V = p/  _  0,192582403567259492  =  —  0,577482 ; 
fDlgIi(|  xi  =1,154172.  Sbibitt  mon  f(x)but(5  x— 1,154172, 
fo  eil^ölt  mon  bie  quobrotild^e  Steigung  x«  + 1,1541 72x  + 
4,332108  =  0;  J^tetouS  folgt  x,  unb  x.  =  —  0,577086  ± 

V  —3,9990801375=— 0,577086±  1,999771/— 1. 

17.  SBeil  p  =  7  unb  q  =  3,  fo  »itb: 

xi  =  l/^—l,5±|/(»/,)»+(V8)»=K  2,367001603+ 

l/-5,367001603  =  +1,332701—1,750829  =  —0,418128. 
3)tbtbitt   man  bie  gegebene  ®l  but^  ben  SButjelfaftot 
x+0,418128,  fo  refultiti  bie  quabtdifcbe  ®U\Ama: 

X«— 0,418128x+7,174831  =  0. 
|)ietau8  folgt  x,  unb  x,  =  0,209064  ±2,670421/'^^^ 

18.  ffieil  p=7,  q=ll,  fo  ift  V  »M»- V«p'=l/("/»)MV.)* 
=  4,1888292;  olfo: 


u  =  1/— 5,5+4,1888292  =  - 1,094511 

8 

V  =  V  —5,5—4,1888292  =  -  2,131851 ; 
folglid^  X,  =  —1,094511-2,131851=— 3,226362. 
3>ie  beiben  anbent  SBetil^e  fflr  x  etgeben  ft^  au8  bet 
@Iet$ung : 

x«-3,226362x+3,409412  =  0; 
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folfllid^  X,  unb  X«  =  1,613181  ±l/— 0,807058 

=  1,613181±  0,08983641/^ 

19.  Diet  ip  p  =  4,  q  =  5,  V'hq'-'/rt^^ViW-WI^ 

=  1,969677551;  olfo: 

u  =  1/2,5+1,969677551  =  1,647246 

» 

v  =  1/2,5— 1,969677551  =  0,809432; 
foldid^  X,  =1,647246+0,809432  =  2,456678. 

ms  bet  quabiotif^en  ®I.  x«+2,456678x +2,035267=0 
folgt  X,  unb  X»  =  —  1,228339  ±0,725568  l^— 1. 

20.  Um  bo8  jweit«  ©lieb  — 6x«  ju  befeitigen,  fe§e  man  x=y+ Vs 
unb  Iö[e  bie  ei^oltene  ®I.  no(i  y  auf.  ©e^en  »ir  ben 
ft&tvtfi  füt  X  ein,  {o  erhalten  toit  bie  ttanSformiite  ©ieid^ung: 

(y+2)»-6(y+2)«-12(y  +  2)+112  =  0  ober: 

y»— 24y+72  =  0. 

68    iH   alfo   p  =  24,   q  =  72,  l/'Aq*  -  Vs^p*  = 
V^(7./,)t_(24/,).  =  28;  dfo 

u  =  1/— 36+28  =  l/^  =  — 2 

8  8 

V  =  K— 36-28  =  i^^^=  —4; 
folflliiä^  y  =— 2— 4=— 6;  ballet  xi=— 6+2  =— 4> 
«US  ber  ®I.  x«-10x+28=0  folgt  x«  unb  X8=5±l/— 3. 

21.  ©e^c  l^ier  jur  Sfortf^affung  be8  pettcn  ©liebeö  x=y— *Vs 
=  y— 4  uttb  tolr  crl&altcn  btc  ^I. 

y'— 3y— 2  =  0.  

gg  l&ter  p  =  3,  unb  q  =  2,  jo  ifl  V^Uq^  —  V«?'  == 
V(V«)'-(78)'  =  0.  SBcH  olfo  V4q*=V«7P»  ip,  fo  ^ 
btefe  ®I.  nQ$  §.  490.  2  btei  reelle  äBurjeln,  mobon  stoei 
gletd^e.   @§  tft  nämlt^: 

Q  O  Q  Q  8  8 

u  =  l/l+Ö=l/l;  v=l/r^=l/l;  fol9«(]§y,  =  1/1+1/1 
=2,  ys=— 1,  ys=— 1;  bo^et  xi=2— 4=— 2;  xjunb  x» 

22.  ©efee  x  =  y+"/»=y+7,  \o  erl^olten  toirbie  ©leid^ung: 

y»+12y— 63  =  0.        

@8  i|t  atfo  p  =  12,  q  =  63;  dfo  V'M'  +  V«p'  = 
1/(»7«)H(»V»)*  =  32,5;  bo^et: 

3  8 

u  =  1/31^+32,5  =  4;  v  =  1/31,5-32,5= -1; 
a+Y  =  3;  u— v  =  5;  alfo: 
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yi=S;  y,=-./.+Vtl/^  y, = -  V, -  yy^  f otgiid^ ; 
X,  =y+7  =  10;  x,  =  5,5+2,5l/-3;  x,  =  5,5— 2,5l/-3. 

y 2 

23.  ©ejc  x  =  i-g--,  fo  crl^olten  toir  bic  cubifd&c  @I.  in  y: 

y»+15y+70  =  0. 
6S  ijt  olfo  l^ier  p  =  15,  q  =  70;  bol&er; 
VW+y^=  VJ^hy+C'hr  =  36,74234547; 

u  =  V— 35+36,74234547  =  1,203312 

8  ' 

V  =  l/— 35— 36,74234547  =  -  4,155199 

u+v  =  1,203312-4,155199=— 2,951887  =  y; 

folgltd^  X,  =^^=  -1,650630. 

«US  ber  quabrattf^en  ®I.x«H-0,349370x+2,423319=0  folgt: 
xg  unb  Xj  =  — 0,174685  ±1,546871/^ 

24.  4)ter  iji  p  =  b«-3a«,  q  =  2a(a«+b«);  bo^ei: 

1^'^»+'/«?»=  ]/(a(a«+b«))«+(51:^*y = 
V8b(9a»+b«)|/V8; 

3 

alfo :  u  =  l/a(a« +b«) + V8b(9a»+b«)l/V8 

8       _^ 

V  =  l/S"(a»+b«)— V8b(9a«+b«)|/V8. 
Slod^  Setfp.  11  ift: 

3 

K(z»+3zy)  +  (3z»+y)l/y  =  z +  l/y. 
9lun  iji: 

z»+3zy  =  a(a«+b«) 

(3z«+y)^^y  =  V8(9a«+b«)bl/V8. 
feW  mott  nun  y=V«H  fo  iji  i/y  =  bl/V8;  alsbann 
ijt  fernei: 

3z«+  Vsb«  =  3a*+  Vsb«  ober : 

3z«  =  3a«;  dfo  z=a,  ba^er: 

z»+3zy  =  a»+ab«  =  a(a«+b«);  folgli^ : 

l/a(a»+b*)  +  V8(9a»+b«)b|/V8  =  a± bl/'A;  olfo: 

u  =  a+bV^V8,  v  =  a-b|/V8 

u+v  =  (a+b|/V8)+(a— bl/V8)  =  2a 

a-v:=(a+b|/V»)-(a-bl/V8)=2bl/V».  So^et  ifl: 

xi  =  2a;  Xa  unb  X8=  — a+bl/Vs-V^— 3  =  — a  +  bl/^^. 
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24.  ß)  3fi  in  ber  ©lei^ung  x»  +  px+q  =  0  ber  StuSbrud 
i/,q2  =  ^  i/„pB,  fo  ift  q«  =  - V27P«  =  %?*.(--  VsP); 
folglid^  q  =  Vspl/— Vsp.  ©efet  nmn  bicjen  SBertl^  für  q 
in  bic  gegebene  @Iei(i^ung,  jo  $ot  man : 

x8+px+«/3pi/z:i7^  =  0. 
9lun  futfte  mon  nad&  §.  172.  b  bieje  ©umme  in  baS  ^robult 
breier  Saftoren  ju  jerlegen.    9Jlan  toirb  fi(ft  leiiä^t   über« 
jeugen,  bafe^ j 

x«+px+ Vspl/-  VsP  =  x»+2x«]/-V8p  -  2x81/-  V8P+ 

Vspx  —  V8PX+ VspVj-  VsP  =  0  ober 

x(x«+2xt/-V3p~V8p)-2T/-V3p(x«-f2xl/-V8p-V8P)=0; 

bo^er:  (x«+2xl/^V^—  V3p)(x-~2l/^=^)  =  0  ober: 

(X+V3^nx-21/~V8P)  =  0;  folglich: 

,(x+t/— V8p)8  =  0;  alfo  ^1  unb  X2  =  — £— VaP 

X— 2l/=v;;p  =  0;  olfo  X8=21/^^V^ 

25.  3jl  in  ber  @I.  x»— px+q  =  0 

Viq'<:V«7P«. 
fo  toirb  bie  SBur^elgröfee  W4q8— V^P^  imoginär  unb  fo^ 

loo^I  V2q+l/V4q«-V27P«  als  au(5  V2q-l/V4q'-V27P« 
finb  ebenfalls  imaginär,  meil  Jebet  biejer  beiben  9Iu§brü(fe 
einen  imaginören  SE^eil  entl^ölt,  ber  baS  ©anje  imaginär 
ma(j^t.  S)arauS  barf  aber  ni^t  ber  ©d^Iug  gejogen  mer« 
ben,  bag  feine  ber  5ßJurieIn  reell  fei;  fie  pnb  im  ®egen= 
t^eil  afle  brei  reell  (§.  490.  3),  mie  au§  gfolgenbem  l&eröor«« 
ge^t.  ©ejen  toir  nftmli(3(|  jur  gbfürpng  bie  imaginären 
SBurjejgröBen  V^U^i^-'kiV^  ober  V{}kiV^-^U({^).{-l) 

=  1/— b2=bl/^,n)o  bcine  reeIIe®rö6e=l/V27P*— V4q^ 
ifi  unb  fe|en  loir  ferner  V2q  =  a,  fo  wirb: 

x==-(a+bl/-~iy^'-(a-bl/=l)^ 
g«a(|  §.  471.  24  brücft  fid^  ber  SBert^  für  x,  loenn  a>>b, 
alsbann  auS  bur$  folgenbe  Steige: 

17.20/bV,    .  23.26/bV*  \ 

2r.24UJ^+27:35iäj^---7 
SBenn  aber  b>a  iji,  fo  erl^alten  toit: 

o  oKvJ./a     2.5/aV.    ,   8.11 /aV.       14.17/aY. 

2.  X  =  -2b/^Vs5-6;9(bj  ^'+  12:i5ibj  A*-l8:2l(bj  ^ 


3 


+ 


24.27VW 

9ittlanb,  KttfUfttngeii  m.  15 
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26.  ^in  iP  p  =  19,  q  =  30;  dfo:    

i/v.?=vS^V'(f)'-(¥;=/-?^''.K2-852K=i: 

es  ift  ba&er: 

3  8 

X  =  1/— 15+V.l^2352l/  — 1  +1/-15-V.K23Ö2K-1. 

©ejen  wir  a=  — 15,  b  =  »/»K2352,  olfo  a>b,  fo  iji 
bet  SSeit^  ffii  X  mi)  25.  1: 

_     o.»/,rrt  ■  1.2.2352       5.8.2352   .    . 
Xi— ^Ki&^i+36.9».i5.-9.i2.9».15»^'"^ 
11.14.2352 ,        17.20.2352  ■         23.26.2352.  _      k 
15.18.9».15>  *     21.24.9«.15»^'"''27.30.9«.15«^     '•7 
=  -  4,9324242(  1 + 0,0143392775  -  0,0006853829+ 
0,0000504498-0,0000043921  +  0,0000004184—0,0000000421) 
=  -  4,9324242  x  1,0137003286  =  -  5. 
3)ie  b(iben  anbetn  Sßut}e(toett^e  ergeben  fid^  auS  ber  qua« 
bratif^en  ©let^ung: 

X«— 5x+6  =  0; 
bol^er:  Xj  =  3  unb  X8  =  2. 

27.  SertDonbelf  mon  no^  ben  §§.  200  unb  415  ble  Socfftctenten 
ber  @Ietd^un(s  in  gemö^nlid^e  Srü(i^e,  fo  tx^&ü  man,  toeil 
beibe  gemifd^te  periobifd^e  f)ecima(brU(i^e  fiqb: 

3611 . . .  =  ^  =  "/«,  unb  0,055  •  •  •  =  jö=  '/"• 

®abur(!^  entfielet  bie  ®I.: 

x»-"/mX+Vi8==0. 

©e^t  man  jur  gfortfd^affung  ber  93rü(|e  x=^'  f"  *i'^^' 

y8_468y+2592  =  0. 

es  tji  olfo;  p  =  468,  q  =  2592,  l/'/^q'- V«p»  = 

|/(«B»2/j)2_  ("8/3)»=,  l/_  2116800. 
@S  ifi  ba'^er: 


8 


X  =  [^- 1296+1/— 2116800+^/^— 1296-»/— 2116800. 
«Run  ijl  ferner  a=  — 1296,  b  ==  1454,9226721^^,  olfo 
b>a;  bol^er  bered^net  R^  berSBertl^  für  a  +  bK— 1  nad^ 
9Jr.  25.  2  unb  tnir  erl^olten: 

8 

21/1454,922672  {0,2969072-0,04362253  +  0,0169201  - 

0,0084522+  0,0047603  -  0,0028764+0,0018205  —  0,0011906 

+0,0007999-0,0005464+0,0003792  -  0,0002666+ 
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+0,0001891-0,0001353+0,0000975—0,0000708+ 

0,0000517-0,0000376+0,0000276  ....}  = 

22,662.0,2647548  =  5,99987 = 6. 

SfotöHi]^  tp  y  =  6 ;  ba^et  x,  =  «/s«  =  Ve  =  0,16666 . . . 

S)ie  beiben  anbetn  aßur}el»ettl^e  ergeben  ßd^  aü9: 

x«+Va-V8  =  0. 

©tetttuS  folgt:     x  =  — Vi»±Vi»;  bolzet: 
—1+7  —1—7 

X2==-^  =  V«=0,5;  xs=-j^=-V8=-0.666.... 

28.  SJlon  fe^e  l/x  =  y,  fo  toirb  x  =  y«  iinb  x«=(y«)«=y«; 

bo^et:  V^x»  =  l/y^ 

Iffitr  l^aben  a(fo  bie  ®Ietd^ung: 

l/y»  =  12-y. 
@t^ebe  biefe  ©lei^ung  ins  Ouabrat,  fo  tottb: 
y''—y»+24y  — 144  =  0. 

3ur  gfortfd^offung  beS  jtoeiten  ©liebeS  fe|e  ys=z+V»/  fo 

^ot  mon :        z»+"/«z— •"%  =  0. 

*  u 

Um  bic  Srüi^^c  auS  biefer  ®l.  ju  bcfeitigen,  fe|c  man  z=ö, 

fo  iji:  u«+213u  — 3674  =  0. 

@9  iß  ballet: 

8 8    

u = 1/1837 +|/p^Vi)M<^^ 

8 3 

=  |/l837+|/3732480+|/l837  - 1/3732480 

8  8 

=^  1/3768,962732128+1/- 94,962732128 
=  15,56230—4,56230  =  11. 
®a  alfo  u  =  ll,  fo  ijl  z=>V8;  ba^cr  y=>V8+V8=4; 
hieraus  folgt  l/x  =  4;  alfo  x  =  16.    9lun  ifl  ferner: 

mltJ^in:        y2+3y+36  =  0;  bemnad^: 

|/x  =  y  =  -V2(3Tl/=l35);  alfoj 

x=  V4(3  +  l/-.135)«  =  —  V2(63±3l/-135) 

=  —V2(63±  34,856851/^  =  -  31,5  ±  17,428421/=!. 

29.  3laä)  ber  SWet^obe  Don  ßloufen  lä|t  ber  SBurjetocrt^ 
ber  ©leid^ung  x«— px— q  =  0  fid^  in  folgenben  ftetten« 
bru(|  üertoanbeln.  

©e^t  man  in  biefer  ®I.  x  =  yl/V8P,  fo  erl^fllt  man: 
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(yl^V8P)«-ypV^Vsp-q=0; 
j'-3y-4l/ßy-o. 


©e^e  je^t  'Aqj/  (^Y  =  a,  fo  ip  ql/flY  =  2a  unb  toir 


erholten: 

(1)  y»-3y-2a  =  0,  tpo  a<l. 

3tm  iejje  man  y  =  i+2l/^(l+a)^  ^^  ^^^^^jj.^  ^^^  ^j^, 
^    6T/V^(i+i)    6(l+a) 

yi  yi* 

4(l+a)V'Ml+a)    3    6V^V»(l+a)     o^^q.'    - 

yi'  yi   ' 

(l+a)yi»-3yi(l+a)-2(l+a)l/Vg(l+a)  =  0 
yi'-3y,  — 2KV2(l+a)  =  0 

ober  wenn  wir  l/V2(l+a)  =  ai  fejen: 

(2)  yi»— 3y,-2a,  =  0, 
eine  @fei(|ung,  tDeI(|e  btejelbe  gortn  ^t,  tote  (1).    ©e^t 

moti  l^irtin  yi  =  lH —       >^     %  fo  etl^altett  totr: 

(3)_y8»— 3y2— 2a»  =  0, 

toetin  VVaCl+a)  =  a^  gefegt  ttJtrb; 
(4)  y8'-3y8— 2a.  =  0  für  l/V8(14-a)  =  as  u.  f.  to. 
Sluf  btefe  SCÖetje  et^otteit  toit  für  y  f olgetibeti  ftettettbrud^ : 

1^2a» 


1+2*3. 


2a4 


1+^ 


30.  8öji  man  Dtcfe  ©Icid&ung  mi^  ber  aKct^obc  Don  (Sfoufen 
aut  \o  ^ai  man,  ba  p  =  2100,  q  =  24000  Ift: 
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2moyi^/^^  =  2sL;  hieraus  folgt: 
a  =  12000K(V7oo)»  =  "77 .  V70I/7  =  0>647439 
ai  =  l/'Ä(l+0,647439)  =  l/0,823969  =0,907727 
aj  =  l/VsCl  +0,907727)  =  1/0,953864   =0,976659 
a»  =  1/77(1+0,976659)  =  Kp883295  =  0,994147 
a*  =  l/V2(l+0,994l47J  =  1/0,9970735  =  0,998535 
a6  =  1/72(1+0,993535)  =  l/p992675  =  0,999633 
a«  =  KV2(1 +0,999633)  =  1/ÖJ9998M  =  0,999908 
a7  =  1/72(1+0,999908)  =  l/0,999954  =  0,999977  u.  f.  to. 
©e|t  man  Diefe  SBert^e  füt  ai,  a2,  as  u.  f.  to.  in  ben  im 
öoiigen  Seifpiet  füt  y  gefunbenen  StitUnimiS),  fo  erl^ält 

mon:  y=  1,9173;  

boj^er:  x  =  1,9173. l/«»«/^  =  1,9173.1^700  =  50,726. 
2)ie  beiben  anbetn  Sutjelmettl^e  bet  ®Ieii!^ung  etgeben  fi^ 
0U8 :  x''+50,726x+  473,127  =  0 ; 

nämli(^ :        x  =  —  25,363  + 13,044 ; 
bo^et :    xa  =  — 12,319  unb  xs  =  —  38,407. 

31.  ^a^  §ulbe  toirb  bic  (5lei(i^ung  x»+px''+qx+r  =  0  auf 
folgenbe  Sßeife  aufgelöji. 

©ejt  man  x  =  -+h,   alSbonn  «l^alten  toir  folgenbe 
z 

©leid^ung : 

@nttoi(feln  unb  rebuciten  wir  biefe  ®U\(S)\m%,  fo  totrb: 
(h»+ph«+qh+r)z»+(3h«+2ph+q)z«+(3h+p)z+l=Oober: 
3hH2ph+q  3h+p 

u;  z  +h»+ph«+qh+r    ^h'+phHqh+r 

1 ^0 

h8+ph«+qh+r 

S)iefc  ©leid^ung  ^at  bie  gfotm  z»+Az»+Bz+C  =  0.  Um 
btefelbe  mSf  §.  486.  5   auflöfen  ju  lönnen,  fe^e  man 

B  =  7,A«,  fo  er^öH  man,  toenn  B  =h8+ph^2+qh+r 

unb  V8A'  =  73(J^p+yqt+rJ  '<*'  »"'^  ««^'«««"«"fl 
Don  h,  folgenbe  ©leid^ung: 
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3h+p        _ , .  /  3h«+2ph+q  N« 

h»+ph«+qh+r~ 'V'+ph'+qh+rj  ""'*• 

3(3h+p)(h»+ph*+qh+r)  =  (3h«+2ph+q)«  ober: 

,      1,  /pq-9r  +  l/(pq-9r)'+4(q«-3pr)(3q-p«)( 

'  =  ^ 3^^:^  / 

SP  nun  p  =  3,  q  =  — 177  nnb  r  =  751,  fo  ig; 

,       ,,i-  7290  + 1^53144100—53071200  ( 
h  =  V.^ 11540 ( 

,,   —7290+270   ,  ,  ,., 

=  /»• — iT^— ;  W4: 

hl  =  V».  13  =  6V»  unb  hg  =  V« .  14  =  7. 
©e^en  tolt  We  5Bettl^e  für  p,  q,  h,  r  in  ©lei^ung  (1)/ 
fo  »Dirb:         z»+6z»+12z+V2=0. 
iffieil  nun  nad^  §.  468.  5: 

8      

Z  =  -V8A+l/V27A«  — C 

unb  A  =  6,  C=  V»  »P,  fo  W«*>5 


z=-V».6+l/^gY— V«=-2+V2l/6Ö=-0,0425661794; 

^"'fl«*^  ^  =  =:ö:Ö4Ä66I794+^  =  -1«'^^2829. 

5)ic  bcibcn  anbcrn  aDBurjelmcrtl^c  bcr  (SUiäfuni  ergeben  fi(§ 
aus  bet  ©leid^ung: 

X«  -  13,492829x+45,5349514  =  0,      

nämlt(^  xa  unb  X8  =  — 6,746414  +  0,144291/— 1. 
@oniometrifil^e  9(ttfI9fttng  bet  cubifil^en  @(eiii^ttttgett. 

($as  §.  96.) 

§•  492.   ®ie  ßarbanifd^e  gformel  liefert  für  bie  ©leid^unfl 
x8+px+q  =  0  als  erjien  SSßurjetoertö: 

8  ==— -     ^  

X  =  |/-V2q+^'V4q«+V27P«+|/-V2q-|/V4q«+V27P^ 
bem  man  au(|  folgenbe  gorm  geben  lann: 

8       8       

(l)x=|/-'M+V2q]/l+V«2-;+]/^V.q-V«q|/l+V«2l. 
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5Kon  feje  nun,  bo  bte  ©röfee  V«7*i  jebcä  poptlben  ^Bertl&eS 

(2)  tanga«  =  V«^,  olfo  tanga  =  |2i/vjp: 

hieraus  folgt  iM  =  ^^^*  ober,  «.eil  ^  =  cotg« 

ip,  fo  iß  au^: 

(3)  V«q  =  V^(Vlip?«50tga. 
gül^ren  wir  btefen  SBert^  für  'M  «'"  ""*>  bta^ten  mir 
ferner,  bofe  l^^l  +  tanga«  =  sec  a  =  -— —  iß,  fo  totrb 

COS  ö 

0U3  (1): 

'  *^(|^      sina         y      sma   J 

8  8 

=  l/VÜplKtaiig  V2«-l/cotg  Vsöi 
foIg(t($,  menn  man  nod^  fe^t: 

8  

(4)  l/tangV2a  =  tang/?,  lölrb: 

(5)  x.  =  l/vrp{tang/»-cotg/J}  =l/^«B^^} 

=  -  2Vij;^.^=  -  V^cotg2/?. 

SBcred^net  man  bal&cr  au§  (2)  unb  (4)  bic  bcibcn  C>ülfS= 
minlel  a  unb  ß,  fo  finbet  man  ouS  (5)  bic  reelle  SBurjel 
ber  ©leid&unfl  x»+px+q  =  0.  gfür  biefen  gfall  jtnb  bie 
beiben  onbern  imaginären  SOBurjetn  biefer  ©leid^ung; 

xa  unb  X8  =  — V2Xi±l^— »/4X1  — p. 
©ubftituirt  man  in  biefen  SluSbrud  ben  SBertl^  für  xi  unb 
entoidelt  benfelben,  fo  finbet  man: 

X2  unb  X3  =  IjSccos/?  ±  V^  ober : 

=  -V»^^±V3X.Ö 

®ie  SBurjeln  ber  ©leid^ung  x^  +  px— q=0  ftnb  unter 
ber  SBorauSfefeuna  ber  öorBeraefienben  SBeftimmuna  ber 
«)ÜIf5tt)infeI: 
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xi  = +l/*Apcotg2/?  _ 

X,  unbx.  =  -V«x,+x,33^ 

olfo  bie  entgeflengefe^ten  SButjetoett^e  ber  ®I.  x»+px+q  =  0. 

§*  493»   9tu8  bet  ®Iei(^un9  x»— px+q  =  0,  worin  ci\o 
p  negotib  ift,  etl^alten  wir: 

3 8 


(l)x=|/->M+V.q|/l-V«7|I+y-V«q-V.q|/l-V«^ 

«US  ber  »elotion  »Aq*— V27P»>0  folgt  ober  V«7^<1, 
otfo  ein  ä^ter  Srud^,  mithin  !önnen  wir  fejen: 
(2)  8iny«  =  Va7^  unb  beider: 

(3)  siny  =  ^V^Vüp-    C>iwauS  folgt: 
Salier  loirb  aus  (1),  locnn  luir  bie  Sffiertl^c  fu6|!ituiren: 

8  8 

'  ^(y      smy        1^      smy    ) 

8  8    

=  — l/V^l  Ktang  Vay+j/cotg  Vay  | 

8    

©c^t  man  cnl)Ii(|  (5)  l/tang  Vay  =  tang  d,  fo  refulttrt: 
X  =  —  l/i/ip  I  tangd+cotg  d\ 

gut  bie  beiben  imaginären  SBurjeln  finbet  man: 
X,  unb  X8  =  ^^(l  +  cos(Jl/=3: 

gfür  bie  ©leici^ung  x»— px— q  =  0,  toorin  außer  p  au(|  baS 
britle  ©lieb  q  negotiü  tji,  fü^rt  bie  gleii^e  gntmidfelung  ju  bem 
9le|uItote: 

^  _  .  v5i 

^*""^sin2(J 
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•  

X2  unb  x3  =  -^^(l±cos(Jl/~3), 

b.  1^.  ju  bcnfclben  SSßurjctoert^cn,  aber  mit  cntgegcngcjc|tcn 
SSotjeidjen. 

§♦  494*  Sei  ber  gnttoictelung  ber  SBurjelioertl&e  für  bie 
©leii^ung  x»— px+q=0  galt  bie  SorauSje^ung,  bafe  V4q*>V27P'; 
loenn  aber  V4<1*<V27P'  ober  4p*>27q*  ift,  jo  finbet  ber  casus 
irreducibilis  ftatt  unb  bie  ßarbanifd&e  gormel  liefert  alsbann  bie 
SBurjelmertlÖe  unter  imaginärer  gorm,  obgleid^  bie  ©leid&ung  in 
ber  Sj^at  brei  reefle  SBurjeln  ^at.  S)ieie  laffen  fii^  nun  öermitteip 
ber  trigonometrifd^en  Qformeln  auf  bie  einfad^jle  SBeife  finben.  @5 
ift  nömlid^: 

sin36=3cos6*siii6— sin«' 

=  3sia  6(1 — sin  e^) — sin  «• 
=  3sinfi  — 4sinfi»;  bal^er 
4sin6»  —  3  sin  fi + sin  3«  =  0  ober 
(1)  sin  fi"  —  V4Sin  € + V4Sin  3«  =  0. 

©ejt  man  in  bie  ®L  (1)  -  =  sin6,  fo  t)ertt)anbelt  [xä)  @l  (1) 

in  folgenbe: 

(2)  X» — V4r«x+  Vir'sin 36  =  0. 

SQBenn  nun  biefe  ©leiiä^ung  mit  x»— px+q=0  ibentifd^  fein  fofl, 
fo  muß: 

(3)  V4r*  =  p  unb  (4)  V4r*sin36  =  ±q  fein. 

«US  (3)  folgt  r  =  ±KV3P  unb 

4a 
aus  (4)      „     sin3«  =  -j  ober,  menn  mir  l&ierin  ben  SSßertl^ 

für  r  fe&en:      sin3€  =  —ß=. 
pKVsP 
®a  nun  foioo^l  r  als  aud^  sin3e  belannt  finb,  fo  ift  bie  gefud^te 

SBurjel :  

xi  =  rsinß  =  H-I/Vspsinfi. 
®ie  beiben  anbern  SBurjeln  merben  auf  folgenbe  SSJeife  gefunben : 
SBeil  nömli(]&: 

sin36  =  sin(18a<>  —  3^)  =  sin(360«  +  3«)  =  sin(540«  —  3«) 
=  sin(720^  +  3£)  u,  \.  tt)., 

fo  lann  man  alfo  patt  beS  aus  ben  trigonometrifd^en  Safein  un* 
mittelbar  l^eröorge^enben  SogenS  3£  a\xä)  bie  Sogen  180^—3«, 
360^+3«  u.  f.  m.  nel&men  unb  folglid^  in  ben  3luSbrü(fen  für 
€  au(|  60«— fi,  1200+«,  1800—6,  2400+6  u.  f.  ».  fe|en,  fo 
bafe  man  für  x  folgenbe  SBertl^e  erhält: 
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Xi  =r8in« 
X2=rsin(60o— fi) 
X3  =  rsin(120o+€) 
X4  =  rsm(180<»— «) 
Xß  =  rsin(240<>+€) 
X6  =  rsiii  (3000— €). 
3)ic  folgenben  SBcrtl^c  finb  bcn  öotflel&cnben  ibentij(^,  inbcm  j.  SB. 
X7  =  rsin(360o+fi)  =  r8m6,   al\o  X7  =  Xi   fein  muß  u.  \.  tt). 
Slbcr  anä)  bic  6  Uorflel^enben  rebuciren  [xöj  auf  nur  3  Ucrfd^lebcnc: 
benn  xi  =  X4,   toeit  sin«  =  sin  (ISO«  —  «);   x*  =  xs,   tt)cil 
8in(120o+6)=sin(180»— (600— 6))=sia(60o— fi);  X5=X6,  tocH 
sin(240o+6)  =  sin[180o+(60o+e)]=— 8in(60o+£)  unb  anä) 
sin  (3000—6)  =  sin  [360«— (60o+fi)]  =  —  8in(60o+fi). 
®emnad&  pnb  bte  brel  SBurjeteettl^e  bet  @Iei(3^ung  x»— px+q=0 
folgenbe: 

xi  =  rsin«  =  +VVipsm€; 
X2  =  rsin(60o  — e)=+V^sin(60o  — c) 
xs  =  —  r  8in(60o+€)  =  — l^Vapsin  (6O0+6). 
SluS  ber  ©leid^ung  x»  — px—- q  =  0  erhält  man  bie  n&ml\ä)tn 
SBcrtlpe  für  bic  aOBurjcIn,  aber  mit  cntgegengcfeltem  SSorjcid&cn, 

nömlid^:  __  

Xi  =  — KVspsinfi ;  X2  =  —  l/V8P8in(60o  —  e) ; 
Xs  =  +l^V8P  sin  (600+6). 
§♦  495*  Um  bie  Ueberfid^t  ju  erlei(^tern,  tooHen  tüir  bic  in  ben 
öorfie^enben  §§.  erl^oltenen  Slefultate  ^ier  georbnet  iufommenfteflen: 
L  ©leid^ung:  x»+px+q  =  0 

p   ^ 

tanga  =  3^l/V3P 

tang/J  =  1/  tangVa« 

xi  =  -  l/V^p".  cotg  2/9  

X2  unb  X8=--V2XiTV2Xi^^^- 

IL  ©Icid&ung:  x«+px  — q  =  0 

tanga  =  ^l^V3P 

3 

tang/?=l/tangV2« 
Xi  =  +l/V8P.cotg2/J 

V—S 

X2  unb  Xa  =  —  V2X1  +  V2X1 


cos  2/? 
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ni.  (Bleic^^ung:    x»— px+q  =  0  unb  4p»<27q* 


taDgd  =  VtangV»y 

'  ~      sin2d 

xa  unb  x,=  +|^(l±cos2^^. 

IV.  ®k\iim%:  X»— px— q  =  0  unb  4p«<27q« 

siny  =  ^V^ 

8 

tangd  =  l/tangVay 
^'      _sin  2(J' 

V.  ©leid^ung:  x»  — px+q=0  unb  4p»>27q«  ober  4p«=  27q2. 

3q 
sm36=   T/TT— 

Xi=l/Vdpsin6;  X2  =  l^VsP .  sin (6O0  —  e) ; 

Xs  =  —  l/Vsp.  sm(60o+fi). 

VI.  ©leid^unfl:  x»~~px— q=0  unb  4p3>27q2  ober  4p3=27q2 

3q 

Xi  =  —  l/VsP  .  sing;  X2  =  —  l^VsP  •  sin(60o  — e); 
Xs  =  +I/V^.  sin(60o+«). 

§♦  496.    Stuflöfungen  ber  Seifpiele  in  C)ei5  §.  96. 
1.  5)ie|e  ©leici^ung  ifl  öon  ber  gform  11  beS  §.  495,  m  p=3 
unb  q  =  5  ift. 

6§iftaIfo:    tanga=^.l/vi^  =  8/,,l/i2/^=2/^ 

logtanga  =  9,6020600— 10 
a=21«48'5,07" 
V2a=10o54%54« 
Iogtangl0o54'2,54"  =  9,2846165-10 
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3   

logl/tangV»«  =  9,7615388  — 10  =  log  tang/? 

oHo /?  =  3{)<>0'20,44'' 

logcotg2^  =  9,7612406  -  10|  ^^^    .^^ 

logT/V8P  =  0,3010300        S  '  ** 

log  x  =  0,0622706;  olfo 

X,  =  1,154171.  j 

©uii^en  toit   jej^t  ben  SBett^  füt     '  c,ä  J»  bejHmraen,  fo  | 

fjüim  ton:  i 

logl/3  =  0,2385606 
log  cos  2ß  =  9,6988210  — 10.  i 

©o^et  ip  ,-5^5^55  =  0,5397396,  tnoju  bie  3o^I  3,46529 

log  cos  ap 

flel^ört.  Sollet  ijl:  

unb  x,  =  —  V« .  1,154171  ±1/2 . 1,154171^3,465291/  - 1 
=  —0,577085  ±1,9997671/— 1. 

2)tefe  ®Ieid)uns  ij)  t>on  bei  gform  I  im  §.  495,  unb  eS 
iji  p  =  7  unb  q  =  3.    S)o^et  i|l: 

tanga=7.l/»V"8 
log7  =  0,8450980 
log9  =  0,9542425 

log|-=  0,8908555— 1  (1) 

log  28  =  1,4471580 
log3=  0,4771213 
log  V8P  =  0,9700367 
log  l/V.p  =  0,4850183  (2). 

t)üX(S)  ?(bbttion  bon  (1)  unb  (2)  erholten  »it: 
log  tanga  =  10,3758738  - 10 
o=.-67<>10'34,54" 
i/ga  =  33<>35'17,27" 
logtang  Vs«  =  29,8222334—  30 

8    

logl/tangV«a  =  logtang/J  =  9,9407444  — 10 
ß  =  41<>6'12" 
2/S  =  82«12'24" 
log cotg 2/S . . .  =  9,1362903  — 10 J    ...  ,    .,, 
hgVM- .  ■  =  04850183         1  "*'^«*'  9'" 
log(—x)  =  0,6213086— 1 
Xi  =— 0,4181273. 
3«t  33ejltmmunfl  bon  ^"3:008  2/?  I^oben  wir: 
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logl/3  =  0,2385606 
logcos  2^  =  9,1322610— 10;  olfo 

,-5^^i^  =  1,1062996,  tDOju  bie  3a§I  12,773198  gel^ört; 

10§  cos  ufß 

xs  unb  X8  =  0,209064  ±2,6704161/^^1: 

3.  3)iefe  ©leid^ung  ift  bon  ber  Som  III  beS  §.  495,  unb  »eil 
p  =  7  unb  q  =  11,  fo  ip : 

Vi/TT-       7  1/47     2l/(VÖ* 

SBetf^nen  Mit  je^t  bermitteip  fiogaritl^men  biefen  luSbtudf, 
um  ben  SGßertl^  füt  sin^  ju  erhalten,  \o  ^at  man: 

log7  =  0,8450980»  .  ,,    ...     ,., 
loi3  =  o;4771213i  ?"Ww^«t'  fltW : 

logVs  =  0,3679767 
logl/vi  =  0,1839883 
log  1/(V^'  =  0,5519649  ,   ...  ,    ..  ,   .. 
log2  =  0,3010300  r""'"'  '"f*"- 

log 21/(78)'  =  10,8529949  - 10  >  {„^,„^5,.    „5.x . 
log  11  =  1,0413927  \  1«Wro§»«*,  gi6t: 

log  sin  y  =  9,8116022  — 10 ;  mttl^in : 
y  =  40»23'38,5" 
V«y  =  20»ll'49,25" 
log  tang  V2y  =  29,5656934—30 
logtaDg(J  =  9,8552311  - 10 

(J  =  35«37'21,l" 
2(J=71«14'42,2" 

logl/V8P  =  10,4850183— 10)  t..w,««ii,*  «iw  .„mia. 
lojsin  2^  =  9,9763051  -  10  { tubtto^irt,  gibt  enblt#: 

log{-x)  =  0,5087132;  olfo: 
Xi  =  -  3,226362. 

9lun  ijl  fetner  x»  unb  X8=^^|^(l±  cos  2(51/"^). 

logl/'Äp  =  10,1839883- 10)  f^HjaUti   aibt  • 
log  sin  2(J  =  9,9763051  - 10  l  '""""^m,  giDt . 


log|5^  =  0,2076832,  mm  bie  3a^t 
1,613181  gehört. 
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log  cos  251/3  =  0,7467969  —  1;  l^tenu  oeBött  bte  Qail 
0,5569254;  folfllii!^  iji: 
X,  unb  xs  =  1,613181  (l±0,5569254l/=T) 
=  1,613181  +  0,898365^—1. 

4.  2)ie  ®Iet(i^ung  iß  bon  bet  gform  IV  be$  §.  495,  unb  toetl 
p  =  4  unb  q  =  5  i|i,  \o  iß: 

^'"y-3q'^  '*~3.5l/  T~       r^ 

log4  =0,6020600)  ,„..-.  .     .... 

log  3  =04771213)  l«Wta$irt,  gibt: 

logV8  =  0,1249387 
Iogl^=  0,0624693 
logl/(Vs)«  =  0,1874079  {    vi,ijt     jjj. 
log  2  =  0,3010300  >  """'"^  S'"'- 

log(2l/(V»p)  =  10,4884379-10)  j„6t-„j:.t.       ' 
log5  =  0,6989700  i  l"'»"'"?'"  • 

logsin  y  =  9,7894679 — 10. 
y  =  3800'46,7'' 
Vjy  =  19oO'23,4'' 
log  tang  V»y  =  29,5371319 —30 

8 

logl/tang  V»y  =  9,8457106— 10  =  tangcJ; 
<J  =  35«>1'48- 
_2d  =  70«>3'36" 

logVV.P  =  10,3634993- 10  I  fubttofittt  atbt- 
log  sin  25  =  9,9731511 -10    >  '«"«"9'"'  »«'i. 

logx  =  0,3903482 
X,  =  2,456678. 
?flun  ^aben  Wir  ferner  gur  Sejlttttmunfl  üon  x,  unb  x«: 

{3^^  =  0,0893182,  teoju  bie  mi 

1,228339  gehört 
logcos2d  =  9,5328697  - 10 

logl/3  =  0,2385606 

logcos25j/3  =  0,7714303—1;  bterju  gel&ört  bie  3a^I 
0,590786;  bo^er  iji: 
xa  unb  xj  =  - 1,228339(1 +0,5907861^^. 
=  — 1,228339  ±  0,7255691/^ 

5.  S)ieye  ©lei^unfl  ip  mä)  §.  495  V  ouf julöfen,  weil  4p»  = 
27q«  ip.  äBeil  nun  p  =  3,  unb  q  =  2  ijl,  fo  ^oben  wir: 
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„,.„q.  ^  3.2       3.2      ,    ^  , 

'•"^*  =  PV^  =  3pi=3:2  =  l'  ^^''^' 

3e=90» 

e  =  30». 

®o  nun  VViP  =  2  x%  fo  l^ot  bie  ©leiii^uttg  folflenbe 
SBmjcIroertl^e: 

Xi=2smc  .  .  .  =2sm30o  =  l 

xj  =  2sin(60<>— c)  =  2sin30«  =  1 

Xa  =  — 28in(60»+c)  =  •—  2sin90«  =  —  2. 

6.  Stefe  ©lei^ung  ^at  bie  Sform  VI  beS  §.  495  unb  es  ift 
4p»  =  27q«.    ®o  nun  p  =  12  unb  q  =  16,  [o  tjl: 

sin3e  =  ■—ß=  =  — -'^=  =  «/«  =  1  •  boBcr : 
vVVsV      12l/4l2        '"         '    ^ 

3e  =  90»  unb  olf o 

«  =  30«. 

SBeil  nun  l/%p  =  4  ijl,  fo  ergeben  ^i^  folgenbe  brei 
fS&ütiümvtifi: 

Xi  =  — 4sine  =  — 4sin30»  =  — 2 
X»  =  —  4sin(60»— c)  =  —4  sin  30»  =  —2 
X8=  +4sin(60o+c)=  +4sin90»—  +4. 

7.  ^kx  t|i  4p»>27q«,  bo^et  na^  V  beS  §.  495  aufjulöfen. 
5)0  p  =  7  unb  q  =  6,  fo  ift: 

sin36  =  ^^  =  ^=L=.    «Run  ift: 

log  7  =0,8450980  )  ^„m^^.^. 
log  3   =0,4771213  j  f"^*i^°^"^- 

log  78  =  0,3679767 

log  1/Vs  =  0,1839883  l  j„fi,^,.;,j . 

logt/(7^=  10,4771213-101  ^"^*'^''^"*  • 
log  sin  3«  =  9,9251564— 10 
3e  =  57»l9'll,5" 
e  =  19»6'23,8" 


log  sine  =9,5149817  —  101  ,.... 
logkVs?  =  0,4850183         t 
log 

9lun  i|l  ferner: 


log  Xi  =  0,0000000;  bo^er 

Xi  =  l. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    240    - 

60«>-c  =  40»53'36,2" 

60o+c  =  79»6'23,8'' 
log  sin  (60« -c)  =  9,8160116—10  1    ...  , 
logK%p...=  0,4850183  r^'^"*- 

logx,  =  0,3010299;  olfo 

X8  =  2 

logsin(60»+e)  =  9,9921029— 101   ... 
logV'VsP  . . . .  =  0,4850183         I  """'"t 
log{-x,)  =  0,4771212 

X8  =  — 3. 

Siefe  ©lei^ung  iß  ebenfoOS  naä)  V  beS  §.  495  aufjulöfen, 
toeil  4p»>27q«.    3lm  iji: 

p  =  5  unb  q  =  4;  ba^er  ^oben  wir: 
■  o  12  2 


Vt 


(1/»/»)» 


logS   =0,6989700  »  ^„^^„f,:^.. 
log3  =0,4771213  1  1"^^ta^"*= 

logV8  =  0,2218487 

logl^  =  0,1109243 

log|/(V6)»  =  0,3327729  Mtrobirt- 

log2  =  10,3010300—10  S  '"°"°'''" • 
log  sin  3e  =  9,9682571 — 10 
3«  =  68o21'34,45" 
6  =  22o47'll,48" 
60«-6  =  37<>12'48,52" 
60o  +  c  =  82«47'll,48'' 
logsine  =  9,5880460 — 10 
logl^V8P  =  0,4119540 


logx,  =0,0000000;  olfo 
x,  =  l. 
logsin(60«--e}  =  9,7816021  - 10 
■       log|/%F  =  0,4119543 

logx,  =  0,1935564;  olfo 
18  =  1,561553 
Iogsin(60»+c}  =  9,9965490—10 
logl/V8P  =  0,4119543 
log(— Xa)  =  0,4085033 
X8  =  - 2,561553 
3)iefe  ®Uiil^m%  t{!  nac^  I  beS  §.  495  oufiulöfen  unb  tneil 
p  =  2,  q  =  33  iji,  fo  toiib: 
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tanga  =  il/v;*=%.(|/V8)'. 

log2   =20,3010300-20 
log3    =   0,4771213 
log  %=  19,8239087 -20 
logk^/8  =  9,9119543 -10 
logCl^Vs)'  =  29,7358629—30.    (1) 
3lm  ift  fetner:  log2  =  20,3010300— 20 
log33  =  1,5185139 
"dfo  Iog«/88  =  18,7825161— 20.    (2) 
mbiren  wir  je^t  (1)  unb  (2),  Jo  erl^alten  wir  r 
logtango  =  8,6183790  — 10 
a  =  l<»53'22,16" 
V^  =  0»56'41,08" 
log  tang  Vs«  5=  28,2172309  —  30 

3 

log|/tang  Vj«  =  9,4057436— 10  =  tang/J 
/S=14»16'49,48" 
,  2/S  =  28<>33'38,96" 
log  cotg2/g  =  0,2641370 
logt/V8P  =  0,2129843 

log  (-1)  =  0,4771213 
X,  =  —3, 

®te  betben  onbern  SButieln  |tnb:  

Xi  unb  X»  =  1,5  ±2,9580391/— 1. 
10.  ©tefe  (Steigung  iji  nadö  §.  495  V  ouf julöfen,  toetl  4p»>27q» 
®o  p  =  «»/44i  unb  q  =  *«/i47,  fo  iji: 

sin  3e  =  -7^= — .IH—.    5Run  ift: 
P|/Vsp     403|/»«'Vis»3  ^ 

log414  =  2,6170003 
log  403  =  2,6053050 
log  "«Am  =  0.0116953    (1) 
log  1612  =  3,2073650 
log  1323  =  3,1215598 
log '«"/i»28  =  0,0858052 
logl/»"7i828  =  0,0429026    (2) 
©uMral^ire  (2)  öon  (1),  fo  roirb: 

log  sin  36  =  9,9687927  —  10 
36  =  68<»32'18,55'' 
e  =  22«50'46,18" 
60»— 6  =  37»9'13,82" 
60«>  +  e  =  82»50'46,18" 

Stnlant,  itnAilfungtn  ni.  16 
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log  sin£  =  9,5891206  — 10 
logl^VsP  =  0,0429026 
logx  =  0,6320232—1 
xi  =*0,4285714 
log  sin  (600  --ß)  =  9,7810061  —  10 

logl/Vsp  =  0,0429026 
log  X  =  0,8239087  —  1 
X2  ==  0,666666 
log  sin  (600  +  fi)  =  9,9966060  —  10 
logl^  =  0,0429026 
log  (—x)  =  0,0395086 
X8  =  — 1,095239. 


C.    titelte  SlttPftttts  htt  ©le^ungett  Dottt  Ditftett  ®xaht. 

»eis  §.97.) 

L   ^vxfkxt'f^t  if^xmtl 

§♦  497*  @ine  @Ieid^ung  ift  Dom  vierten  ®rabe  ober  eine 
biquabratifci^e,  toenn  Jte,  entoidelt  unb  mäf  ben  foHenben  ^otenjen 
ber  Unbcfannten  georbnct,  leine  ^ö^ere  alö  bie  öierte  ^otenj  ber 
Unbetannten  entl^ält.  S)ie|clbe  ift  entmeber  eine  reine  ober  ge* 
mifd^te  biquabrQti|(ä&e  ©leitj^ung.  3n  jenem  gfolle  entl^ält  bie  ®Iei* 
(^ung  bie  Unbelonnte  nur  in  ber  Dicrten  ^oteng;  im  onbern 
SfQlIe  lommt  bie  Unbelannte  Qu^er  in  ber  bierten  au(Jö  nod^  in 
nieberen  ^otenjen  Dor. 

^aä)  §.  481  muß  jebe  @(eid^ung  bed  vierten  @rabed  t)ier 
SBurieln  l^aben,  bie  entoeber  QÜe  4  reeH,  oDer  jtDei  reeH  unb  jmei 
imaginär,  ober  alle  4  imaginör  [inb. 

5)ie  aflgemeiue  §form  ber  ©Icid&ungen  bom  bierten  ®rabe  iji: 
x*+Ax3+Bx2+Cx+D  =  0. 
©e^t  man  l&ierin  D  =  0,  \o  läfet  [\ä)  biefelbe  burd^  Sibipon  mit 
X  auf  eine  ®Iei(ä&ung  bom  brüten  ©rabe  jurüdfü^ren.  @e^t  man 
aber  bie  Soefficienten  A,  B,  C  gleitä^  0,  \o  erl^ölt  man  eine  reine 
biquabratifd&e  ©leid^ung  Don  ber  gform: 

x*+D=0. 
ober,  tt)enn  toir  D  =  q:n  fejen: 

x*+n  =  0. 

(1)  Söfen  mir  juerft  bie  ©leid^ung  x*— n  =  0  auf,  fo  ift: 

X*  =  n  =  1 .  n. 

Sielten  mir  je^t  aus  beiben  Steilen  bieder  ®I.  bie  bierte  SDßurjel, 
fo  mirb: 
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x  =  l/l.l/n. 

4 

@e|en  tük  |/l  =  y,  fo  ift: 

y*=l;  al\o  y«  =  ±l. 

5ür  y«=  +  l  ift  yi  unb  y2  =  ±l. 

gür  y2  =  — 1  ijj  Ja  unb  y4  =  ±  K— 1  =  ±  i.    ©al^cr  ip : 

4  4  4  4 

xi  =  l/n,  X2  =  —  |/n,  xs  =  i^/n,  X4  =  —  ij/n  ober 
4 

(/n  =  p  gefegt: 
Xi  =  +p,  xt  =  —  p,  xa  =  +  ip,  X4  =  —  ip. 
(2)  Söfcn  mir  ober  bic  ©leid&ung  x*+n  =  0,  \o  ift: 
x*  =  — n=:ii.(— 1);  bcmna(ä&  ip: 

x=|/n.K"=^. 
©c|cn  tt)ir  loicber: 

y  =  K^  fo  iü 

y*  =  — 1;  folglid^  

y«  =  ±1^=1  =  1/2+21/1/41^-1372 

=(|/V2  +  |/V2.1/-i)'.  

3Kit^in  iP:  a)  y  =  ±(|/ V« +1^/2.1^-1)=  ±|/V2(l+l/=r) 
gferner  iP:  y2  =  -l/-l  = -1(1/72+1/721^-1)' 


-K-l  =  -i(|/72+J/72K-: 

y72+i/72y-i)'(v5^)^ 

y  =  ±  (1/72+1/72^- 1)1/- 1 


aWit^in  iP:  /?)  y=  

=±(|/72(~l+l/"l). 
Salier  l^Qt  x  folgcnbe  bier  2Bertl&e: 

xi  unb  X2  =  p|/72(l±l/- 1);  x«  unb  x*  =  p|/72(-  l±l/=T) 
ober,  toenn  toir  p  =  ^2  fe^en :  

Xi  unb  X2  =  l±l/— 1 ;  xa  unb  X4  =  —  l±l/—  1. 

Me  ®Iei(ä&ungen  bon  ber  gorm  x* — n  =  0  §aben  jnjei 
reelle  unb  jmei  imaginäre  SButjeln,  l^ingegen  bie  bon  ber  gform 
x*+n  =  0  ^aben  bier  imaginäre  SBurjeln. 

§.  498^  3P  nun  bie  ©leit^ung: 

x*+Ax3+BxHCx+D  =  0 
gegeben,  jio   mufe  biefelbe  jubor  jo  umgeönbert    toerben,   bofe 
baS  jioeite  ©lieb  quS  berfelben  berfd^minbet.     ©e^t  man  bal^er 
X  =  y—  74 A  unb  entioidelt  biefe  ©leid&ung,  \o  erhält  man  eine 
tranSformirte  ©leid^ung  bon  folgenber  gorm : 

y*+ay«+by+c  =  0. 
Sffiir  braud^en  alfo   WoS  eine  ©leid^ung  bon  folgenber  gorm 
aufiulöfen: 
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(1)  x*+ax«+bx+c  =  0. 

S5ejci(3^ncn  ttir  na$  3lmpfere  bic  SBurjeln  bicfer  (Sleid^ung  mit 

xi,  Xi,  xs  unb  X4,   fo  entließen  baburd^  bic  öier  binomifd^cn 

gfaftotcn  X— Xi,  x— X2,  x— Xb,  x— x*  unb  eS  ift  ballet  mäf  §.  479: 

(x— XiXx— X2)(x— xaXx— X4)  =  0  ober 

(2)   X*  — (Xi+Xt+X3  +  X4)x»  +  (XiX2  +  XiX8  + 

XiX4+X,X8+X2X4  +  X8X4)x« 

—  (XiX2X3+XiX2X4  +  XiX3X4+X2XsX4)x+XiX2X3X4  =  0. 

9lun  Icjjc  man     xi+X2  =  y  unb  X8-}-X4  =  z. 

©oH  nun  aus  (2)  baS  jmeite  ©lieb  berfddtDinben,  fo  muß 

(3)  y+z  =  0,  ülfo  z  =  — y  fein. 
gSergleid^en  toir  je^t  bie  ®I.  (1)  mit  (2),  fo  ergibt  f^,  baß 

(4)  X1X2+X1X8+X1X4+X2X8+X2X4+X3X4  =  a. 
9lun  ifi  ferner: 

(5)  yz  =  (xi  +  X2)(X8+X4)  =  X1X8+X1X4+X2X8+X2X4. 
©ejen  toir  biefen  SQBertl^  für  (Xi+X2)(x8+X4)  in(4)  unb  orbnen 
bie  ©leid^ung,  fo  ijt: 

(6)  X1X2+X8X4  =  a— yz  ober  tt)eil  z  =  — y  ijl: 
(7)  XiX2+X8X4==a+y«. 
Serner  ift:  (8)  — XiX2Xs  — X1X2X4— X1X8X4— X2X8X4  =  b  ober 

(9)  — Xix,(x8+X4)  —  X8X4(xi  +x,)  =  b. 
©efet  man  l^ierin  bieSQBerl&e  für  Xi+Xa  unb  X3+X4,  fo  l^at  man: 
(10)— XiX2Z--X8X4y=b;  halber  z=— y  gefegt  unb  bur(|  y  bib.: 

(11)   X1X2  — X8X4="- 

j 
S)ur(äö  3lbbttion  unb  ©ubtraltion  ber  bciben  ©Icid^unaen  (7)  unb 
(11)  mirb: 

(12)  2x1X2=  a+y«+| 

(13)  2x8X4  =  a+y2-^. 

SRuItipIicirt  man  (12)  unb  (13)  mit  cinanber,  fo  ift: 
(14)  4x1X2X8X4  =  (a+y)2-f'^'^' 


©e^t  man  in  (14)  ben  SBertl^  für  xiX2X8X4  =  c  unb  enttoicfelt 
bie  ®I.,  fo  mirb: 

(15)  y«+2ay*+(a«— 4c)y«— b«  =  0. 

®iefe  ©feid^ung  ift  in  Sejug  auf  y  eine  ©leid^ung  bom  britten 
©rabc;  benn  fcfet  man  y*  =  u,  fo  l^at  man: 

(16)  u»  +  2au«+  (a*  -  4c)u — b«  =  0, 

©d^afft  man  au8  (16)  baS  jtoeite  ©lieb  meg  unb  löft  biefe  cubifd^e 
©leid&ung  auf,  fo  erhält  man  einen  SBurjetoertl^  für  u,  alfo  aud^ 
für  y«  unb  ba^er  für  y.  Stemmen  toir  an,  ber  SBurselmertl^  für 
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y  yei=m,  fo  etl&alten  tott  mit  SSejug  auf  bte  3lnnoBme  unb  auf 
(12)  unb  (13): 

(17)  Xi+Xs  =  in;  (18)  X8+X4  =  — m 

(19)2x,x,  =  a+m«+^ 

(20)  2x«x,  =  a+in»-^. 

©efee  ben  SBert^  bon  X2  =  m— Xi  ans  (17)  in  (19)  unb  »on 
X4  =  — m— Xs  aus  (18)  in  (20),  fo  ifi: 

(21)  2x,(m-  Xi)  =  a+m«  +  ^ 

(22)  2xj(-m— X8)  =  a+m*— -. 
@nttoi(feIt  man  biefe  beibrn  @(eid§ungen,  fo  mirb  : 

(23)  Xi»-mxi  =  -V8a-Vjm*-V»^ 

(24)  y  +mx8=- »M- V»m«+V8  ^. 

^uS  ben  beiben  quabratifc^en  ®Ieid^ungen  (23)  unb  (24)  ergibt 

xi  =  v»m+ V2|/-m»-2^a+^) 

xg  =  Vs,m-V2]/-m«-2(a+^) 

xs  = Vsm  -  Vs]/-  m«-  2(a-|) 

X4  =  -  Vgm  +  V2l/-m«-2fa-^) 

ßiermit  finb  bte  4  SBurielmett^e  ber  gegebenen  6iquabratif($en 
©leid^ung  gefunben. 

§*  499.    Söfen  toir  l^ieinai!^  bie  gegebenen  ®I.  auf  in  S^tiS 
§.  97,  fo  l^at  man: 
1.  ^ier  iji  a  =  — 25,  b= +  60  unb  c=— 36.   ©e|t  man 

biefe  SGßert^e  füt  a,  b,  c  in  bie  ®l.  (16),  fo  toirb : 
u»+2.(— 25)u«+((— 25)«— 4(— 36))u— (— 60)«  =  0  ober 
u»— 50u«+769u  -  3600  =  0. 

3ur  SBegfd^affung  beS  itoeiten  ©liebes  fe^e  u  =  v +  *»/»* 
fo  erl^alten  tt)ir  folgenbe  rebucirte  @Iei4)ung: 
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V»— »"/»v— "»«/«  =  0. 
©efet  mon  Sterin  v  =  0»  f 0  »«b : 

s»— 5798-1150  =  0. 
ffietl  ^ier  4p»>27q«  \%  fo  mufe  bieje  ®I.  no^  VI  in 
§.  495  ge(5{i  metben.    @d  ift  nun: 

P    KV»P        579     1/4.579  '"*  1/772 

logll50  =  3,0606978 
log  193  =  2,2855573 

log"»/,«  =  0,7751405  (1) 

log772  =  2,8876173 
log  1/772  =  1,4438086 

log  ^  =  0,5561914-2  (2) 

®ur^  Slbbitlon  »on  (1)  unb  (2)  etl^ält  mon: 
log  sin  3«  =  9,3313319  — 10 
3e  =  12«23'0,35" 
£  =  4<>7'40,12" 
60»— «  =  55«52'19,88" 
60»+c  =  64<»7'40,12" 
3lun  i|i:  log  sine  =  18,8572214— 20 
log  V*/sP  =  1,4438086 
log  (—8)  =0,3010300 
Si  =  —2. 
gerner  iji :  log  sin  (60» —c)  =  9,9179192— 10 

log  |/«/8p  =  1,4438086 


log  (-8)  =  1,3617278 
8j  =  — 23. 
gnblt^  ifl:  log  sin  (60o+£)=  9,9541313— 10 

log  1/V3P=  1,4438086 
log  8  =  1,3979399 
Ss  =  25. 
3ü  nun:  Si=— 2,  foiji  Yi=— «/s  unb  u,  =— V8+*"/8  =  16 
S8=  — 23,  fo  t|i  vg  =  — «»/s  unb  U2=— «Vs+'Vs^Ö 
88=25,  fo  ift  V8  =  *V«  unb  u8=«»/8+'"»/8  =  25. 
SBeil  y*  =  u  ift,  fo  l^ot  y,  alfo  anä)  ber  füt  y  gefegte 
SBert^  m  bie  SSettl^e  3,  4,  5.  S)a^ei  ift: 

X  =  V* .  3  ±  '^^^-  3«-  2(-25 +»»/8)=V»  ±  V«l/1  =  V»±  V2 ; 
olfo  Xr  =  2  unb  xj=l. 
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X8=-«/,  +  V2^^-3'^2(-25-20)=-»/«+V»l/81=-V»+V«, 
alfo  xa  =  -  Vs.-7«  =  -  6 ;  X«  =  -»/»+»/«  =  3. 

2.  |)ier  iji  a  =  — 82,  b  =  — 288,  c  =  — 47.  ©e^e  bieje 
aCßert^e  füt  a,  b,  c  in  bie'  ©lei^unfl  (16)  bc8  §.  498,  fo 
l^aben  tott: 

u»  —  164u«+6912u—  82944  =  0. 

3uit  Sefeitiflung  beS  ^weiten  ®Hebe8  \t^t  u=v+"V8,  fo 
entfielet  bie  tranSfotmttte  ©leid^ung: 

v»  _«wo/gv  _  mM*!^  —  0. 

©e^e  l^ierin  jur  SBegfti^offttng  bet  93rüd^e  v  =  ö'  fo  toitb: 

8» — 184808—859264  =  0. 
3n  biefer  ®Uiä)mi  oom  3.  ©tobe  ip  4p»>27q»,  ba^er 
nod^  VI  beS  §.  495  ju  bered^nen.  9lun  iji: 

sin  3c  =  ^ .  -7!=  =  "»««Veieo  •      ^  ' 


P    I/VÜP  1/24640 

es  iji :  log  859264  =  5,9341266 

log     6160  =  3,7895807 

log  ^  =  2,1445459  (1) 

log  V8P  =  4,3916407 
log  |/VsP  =2,1958203 

logi7l== 0,8041797-3  (2) 

SHbbite  (1)  unb  (2),  |o  et^olten  wir: 

log  sin  36  =  9,9487256  — 10 
3e  =  62»42'10" 
e  =  20»54'3,33" 
log  sine  =  9,5523677  -  10 
logl/y»?  =  2,1958203 
log(-s)  =  1,7481880 
8 =—56;  bo^er  v=— "/s,  u  =  — »V«+"Vs  =  36:  ba^et 
y  =  in  =  6.    aKit^inifi 

xi  unb  X2=V2.6±Vj1/-6«-2(-82+^=PJ 
=  3±  yyWAl  =  3  ±21/14 

xs  unb  x^=  —3  +  yA/ -6*-(-82—'~^\ 
=  -  3  +  V^lO  =  -3:i:2|/2. 
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|)iet  iP  a  =  — 60,  b  =  40,  c  =  396;  ee  fji  olfo 

u»  —  120u«+ 2016a  - 1600  =  0. 
©e^e  u  =  v+40,  fo  entfielet  bie  rebucwte  ©leiiuna: 

V»- 2784V— 48960  =  0. 
$tet  ip4p«>27q«;  bo^er,  toeil  p=2784  unbq=  48960: 

P    VVbP  1^3712 

log  1530  =  3,1846914 
log  29  =1,4623980 

log  ^=1,7222934(1) 

log  3712  =  3,5696080 
log  1/3712  =  1,7848040 

log j7==|=  0,2151960-2  (2) 

«bbire  (1)  unb  (2)  unb  toir  erhalten: 
log  siaSe  =  9,9374894— 10 
3c  =  59«59'26,06" 
e  =  19o59'48,68'' 
60»+«  ==  79059'48,68" 
log(60o+e)  =  9,9933472— 10 
logt^VaP  =  1,7848040 


logv  =  1,7781512 
v  =  60. 
©o^er  u  =  60 +  40  =100,  olfo  oud^  y«  =  100:  mttWn 

y  =  m  =  10.    68  iji  al\o: 

xi  unb  x,  =  Vs .  lOdtVil/— 10«— 2(-  60+*7io) 

=5±V»t^4r3  =  5  +  l/3 
xs  unb  X4  =  — 5  +  V2K477  =  —  5  +  (/7 
«)ier  lf!a  =  — 7,  b  =  — 12,  c  =  18,  ba^er  iji: 

u» — 14u«— 23u — 144  =  0. 
©e^t  man  u  =  v+"/8,  fo  »irb 

V»— ««Vjv— "«V„  =  0. 

©ubpituiten  toir  l^iertn  ▼  =  |,  fo  erl^olten  ton : 

s»— 795s— 12274  =  0. 
anit^in  i|l  p  =  795,  q  =  12274  unb  »eil  ]§ier  4p»<27q« 
iJl/  fo  it^W  We  Söfnng  biefer  cubif^en  ©leiAuna  na* 
§.  495  IV.    S)o^et  i|i: 
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log265  =  2,4232459 
log  12274  =  4,0889861 

log^  =  9,3342598— 10  (1) 

log  1060  =  3,0253059 
log  1^1060  =  1,5126529  (2) 
^bbirtn  wir  (1)  unb  (2),  fo  et^alten  toit: 
logsiny=  9,8469127— 10 
y  =  44039'45,49" 
Vjy  =  22»19'52,74'' 
log  tang  Vs  y  =  29,6135972  -30 
log  tangd  =  9,8711991  - 10 
d  =  36<»37'32,27'' 
2<J  =  73ol5'4,54' 
log 8in2£  =  9,9811740 - 10  (3) 

log|/V8P  =  1,5126529  (2) 

©ubttol^wen  toit  (3)  bon  (2),  fo  erl^olten  Wir: 

logs  =  1,5314789 

8  =  34.      ■ 

TOitl^in  iü  \=^*/»,  u=»Vs+"/8=16;  olfo  ou(|  y«=16; 

bol^er  y  =  m  =  4;  folgli^  i|i: 

x=  V,.4±V«j/-  4«-2(-7+=S  =2±V»|/4=2+l;  olfo 

Xi  =  3  unb  x»  =  1.  

xj  unb  Xi=—2  +  yy^^  =  -2+V -2. 

5.  C>ier  ifi  a  =  — 4«/«,  b  =— 8,  c  =  2Vie;  bal^er  ip: 
u»  — 9a«+12u  — 64  =  0.  ©e^e  u  =  v+3,  fo  wirb: 

v»— 15  V— 82  =  0. 
es  iji  olfo  p  =  15,  q  =  82  unb  weil  4p»<27q»,  fo  ifi  bie 
aufiöfung  biefer  cubifd^en  ©leiii^ung  na^  §.  495  IV  ju 
bewer!|ienigen.    63  ifi  bo^er : 

siny  =  ^.l/3ÄF=V8jl/2Ö: 

log  5  =  0,6989700 
log  82  =  1,9138139 


log  |-  =  0,7851561— 2  (1) 
oq 

log20  =  1,3010300 

log  1/20  =  0,6505150  (2) 

^bbiren  wir  (1)  unb  (2),  fo  wirb: 
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log8iny  =  9,4356711 -10 
y  =  15049'28,08"    ' 
V,y=:7<>54'44,04" 
logtang  Vay  =  29,1429495—30 
logtang(r  =  9,7143165— 10 
^  =  27<»23'0,38" 
2(J  =  54»46'0,76'' 
logsin2<J  =  9,9121218—10  (3). 

®urd^  3tbbition  öon  (2)  unb  (3)  ttf)aütn  tott: 
log  v  =  0,7383932 
v  =  6,475114754, 
ba^er  u=y«=8,475114754  utib  y=m=2,911205,  folglid^: 

V..2,911205±V,[/-2,911205»-2(-4,5+^^^) 

=  1,455602  ±  V»l^6,020889  =  1,455602  ±  1,226875 ; 
olfo  Xi  =  2,682477  unb  x«  =  0,228727 
Xs  unb  X4  =  — 1,455602±  yy-  4,971119 
=  — 1,455602  ±  1,1148041/— 1. 

6.  ;^ier  iji  a  =  0,  b  =  0  unb  c  =  4;  bo^et  i|i: 
u»— 16a  =  0  ober  u(u«— 16)  =  0;  alfo: 
u«— 16  =  0;  u»  =  16;  u  =  4  unb  y«  =  u  =  4;  y  =  m=2; 

mitl^in  iji:  

X,  unb  Xg  =  V2.2±V2!^-2*=l±Vjl/-4=l±l/-l 
Xs  unb  X4  =  — 1±^'— 1. 

6§  ftnb  bteS  biefelben  SBeril^e  für  x,  loeld^e  toir  im  §.  497 
ouf  onberm  SBege  fonben. 

(§et8  §.  98a.) 

a)  SRetl^obe  öon  @uler. 

§.  500.    @ä  fei  bie  äßuijet  einet  ®(eid^ung  Dom  vierten 
®rabe  x  =  |/p+l/q+l/r/  too  bie  ©röfeen  p,  q,  r  bie  brei  SBurjeln 
ber  cubifc^en  ©leic^ung  y*— Ay«+By—  C  =  0  ftnb,  fo  boB  p+q 
+r  =  A,  pq  +  pr  +  qr  =  B  unb  pqr  =  C  iji.    Unter  biefet 
aSotouSfe^ung  ergebe  mon  bie  ongenommene  Sfottt  ber  SBurjel 
x  =  KP+k'q+l/r  iwS  Quobrat  unb  wir  erl^olten: 
(1)  x«=p+q+r+2(l/pq+l/pr+l/qr). 
@e|t  nton  l^ierin  ben  SBertl^  für  p+q+r  =  A,  fo  toirb: 
(2)  x«-A  =  2(|/pq+|/pr+l/qr). 
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3lnn  quabrire  man  ®l.  (2),  fo  ffat  man:      

(3)  X*  — 2Ax«+A2  =  4(pq+pr+qr)+8l/pqr(l/p+  l/q+|/r. 
SBeil  nun  pq+pr+qr  =  B  unb  pqr  =  C,  alfo  l/pqr  =  |/C 
unb  t^p+|/q+|/r  =  x,  jo  erl^alten  mir,  »enn  toit  biefe  SQßcrtl^c 
in  (3)  fubftituiren: 

X*— 2Ax«+A«  =  4B+8x|/C  ober 

(4)  X*— 2Ax«-8x(/C+A«— 4B  =  0, 
eine  ®Iei(]&un8  bom  bicrten  ®rabe,  »obon  bie  SBurjel  x=|/p+ 
|/q+|/r  ift  unb  tt)0  p,  q,  r  bie  brei  SBurjeln  ber  obigen  cubi* 
f(ä&en  ©Icid^ung: 

(5)  y»-Ay«+By— C  =  0  jlnb. 
6S  fei  nun  bie  biquabratifti^e  ©leid&ung  x*+ax*+bx+c  =  0 
gegeben,  toobon  eine  SDßuriel  gefunben  merben  jioD.    Unter  ber 
iSorauSJe^ung,  ba^  biefe  aOgemeine  ©leid^ung  dorn  vierten  @rabe 
tbentif$  iji  mit  ®Iei(ä&ung  (4),  \o  mufe: 

«)  a  =  —  2A;  alfo  A  =  —  Vaa 

/j)  b  =  -8^/C;  alfo  C=V64b« 

y)  c=?A— 4B;  aljo  B=Vi6(a«— 4c)  fein. 
9luS  biejen  2Bert]^en  für  A,  B,  C  lönnen  bie  ©oefflcienten  ber 
rejolbirenben  cubift^en  ®Ieid&ung  (5)  gefunben  »erben,    ©e^en 
mir  biefe  SBßertl^e  in  (5),  fo  etl^alten  toir  bie  ®Iei(i&ung: 

(6)  y«+ V2ay«+ VH(a«-4c)y-  V64b«  =  0. 
9Iu5  biefer  ©leid^ung  laffen  jtc^  bie  Slöertbe  für  y,  nämlid^  p,  q, 
r  unb  fonad^  anä)  bie  2Bertl^e  für  x  auS  ber  gegebenen  biqua* 
bratiftä^en  ®I.  ermitteln.  S)a  nun  bie  Ouabratmurjeln  fotool^I 
poptit)  als  negatit)  ju  nel^men  finb,  fo  lann  x  folgenbe  SBertl^e 
l^aben:  .    x  =  ±l/p±l/q±l/r,  . 

|)ierauS  ergibt  fiä),  bafe  man  für  x  je  nai^  ben  berfd^iebenen 
Kombinationen  aäjt  SBert^e  erl^ält,  bon  benen  aber  nur  bier 
brauchbar  finb.  2)ie5  folgt  aber  barauö,  bafe  baS  ^robuft  ber 
3  aBurjeln,  b.  %  ±l/pqr=±l/C.  5ttun  ift  aber  J/C  =  Vsb. 
SBenn  bal&er  in  ber  gegebenen  ®Ieid&ung  Dom  Dierten  ®rabe  Vsb 
pofitit)  ober  |/C  negatib  i|t,  fo  l^at  x  folgenbe  SHJertl^e: 

xi  =  |/p+|/q+i^r 
x,=  |/p--l/q--l/r 

X4  =  -|/p-l/q+|/n 

aSenn  aber  Vsl)  negatib,  alfo  |/C  t)orttib  ift,  fo  ^at  x  folgenbe 
SBert^e: 

xio  =  i/p+|/q-|/r 

X3o  =  — l/p+i/q+|/r 
X4o  =  — |/p— |/q— J/r. 
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I*  501.    Söfen  toh  je^t  bte  9(tf))iele  in  ptii  §.  97  a  na^  bet. 
SRetl^obe  bon  @ulet  auf,  fo  ^aben  mit: 

1.  |)ter  i|i  a  =  — 25,  b  =  60,  c  =  — 36.    ©ubjKtuiten  »tt 
bteie  3Ber%  in  ber  §.  500  (6)  gefunbenen  cubifd^en  ©lei^ung, 
fo  ^at  man: 
y*+V«(-25)y«+  Vie{(-25)«-4.(— 36)}y— V64.60«  =  0  ober 
y'— *V«y*+™»/i6y— "V4  =  0.   ©e^e  y  =  z+»/,,  fo  toitb: 

z»- "V*8Z-"V864  =  0.    ©efee  z  =  ^,  fo  i|i: 

u»—579u- 1150  =  0. 
ßiet  iji  4p»>27q«,  ba^et  nod^  §.  495  VI  oufjulöfen.  gS 
ip  nun: 

sin3c  =  ?5.-7L=="«>/j,,       1 


P   KVsP  '1/772 

log  1150  =  3,0606978 
log  193  =  2,2855573 

log  ?3==  0,7751405  (1) 

log  772  =  2,8876173 
logT/772  =  1,4438086 

■  log  -tL=  =  18,5561914—20  (2) 

(1)+ (2)  =  log  sin  3c  =  9,3313319 — 10 
3c  =  12«23'0,35" 
e  =  4»7'40,12" 
60«>-€  =  55o52'19,88" 
60«>+c  =  64o7'40,12" 
logsinc  =  18,8572214—20 
logl/VsP  =  1,4438086 
Iog(-u)  =  0,3010300 
ui  =  — 2 
log8in(60»— e)  =  9,9179192  — 10 
logKVÜp  =  1,4438086 

log(—u)  =  1,3617278 
Us  =  — 23. 
log  sin(60«>+€)  =  9,9541313—10 
logl/V8P  =  1,4438086 
logu  =  1,3979399 
ug  =  25. 
®o^er  ijl:  zi  =  -Vi«  =  -Ve,  Z8  =  — "A«,  Z3  =  «/i2; 
fotgIt(]^  finb  bte  3  Butgeln  bet  cubtf^en  @(eid^ung: 
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aSBetl  Vsb  negotiö  ift,  fo  erl^olten  »ir  folgenbe  SBertl^e  für  x: 

x»o  =  l/4-rA+|/«V4  =  2  -«/si+Vs.  =  3 
X«,  =  -y4+yVi+y^%  =  -2+7,+ V»  =  2 

2.  68  ijt  ^ter  a  =  — 82,  b  =  — 288,  c  =  -47;  otfo: 
V,a  =  — 41,  Vw(a»-4c)  =  432,  V«4b«  =  -1296; 
ha^tv  ift  bie  SdebtngungSgtetfi^ung : 

y»—41y«+432y— 1296=0.    ©e^e  y  =  z+"/8,  fo  Wirb: 

z» — »«Vsz — "««/m  =  0.    ©e^e  z  =  2  jo  iji : 

u»—1155u- 13426  =  0. 
SCßeK  4p»>27q2,  iji  bte  ©leid^ung  na(]^  §.  495  VI  iu  löfen. 
®a^er  ifi: 

sin  3«  =  ^ .  -71=  =  »"«/»SS .  --7^==. 
P    KV»P  F1540 

log  13426  =  4,1279466 
log385  =  2,5854607 

log  ^=1,5424859  (1) 

logl540  =  3,1875207 
logKVsP  =  1,5937603  (2) 

log -4=  =  18,4062397 —20  (3) 

VVbV 

(l)+(3)  =  log  sin  3e  =  9,9487256—10 
3c  =  62«42'10'' 
e  =  20»54'3,33'' 
log  sin  e  =  9,5523677—10  (4) 
(2)+(4)  =  log(— u)  =  1,1461280 
ui  =  — 14,  olf 0  z  =  —  "/» ;  bolö« 
yi  =  -"/»+"/8  =  9. 

Um  bie  beiben  onbern  SBurjelwertl^e  für  y  }u  erhalten,  bi« 
bibire  mon  bie  cu6if(^e  ®Iei(i&ung  iüxäj  y— 9  unb  toir  er« 
l)olten  bie  quobtotifd^e  ©lei^ung  y*— 32y+144  =  0,  mli)t 

jt  unb  ys  =  16±4l/7  gibt.    S)o^er  i^: 

|/p+l/q+l/r  =  |/9+Kl6+4|/7+V  16—41/7. 
9lun  ift  mi^  §.  338.  y)  II.  %^tH  IV.  3lufl.  @.  419. 
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1/16+41/7+1/16-41/7  =  I^2ä6+|/l6«-16.7) 

=  ^2(16+12)  =  21/14  unb 

1/16+41/7— 1/16— 41/7  =1/2(16-12)  =  21/2;  mitl^in  i|i: 

X,  =  l/p+l/q+l/r  =  3+21/14 

X,  =  |/p_(i/q+i/r)  =  3-21/14 

Xg  = -l/p+l/q— 1/r  =  — 3+21/2 

X4  =  — 1/p -(1/q -1/r)  = -3 -21/2. 

3.  ^t«  ijl  a  =  —  60,  b  =  40,  c  =  396.  @8  tji  olfo : 
V,a  =  -30,  Vw(a«-4c)=+126,  V64b«  =  -25; 
tnit^tn  ^aben  toit: 

y« _  30y«+126y  —  25  =  0.    ©efee  y  =  z+ 10,  fo  toiib: 
z«— 174z— 765  =  0;  es  iji  olfo  p  =  174,  q  =  765. 
mW  4p«>27q«,  fo  ijl  no*  §•  495  VI: 

sin  3e  =  ?3  —L.  =  "»Ab  •  ^7!=. 

log  765  =  2,8836614 
log58  =  1,7634280 


log^=  1,1202334  (1) 

log  232  =  2,3654880 
logl/V8P=  1,1827440  (2) 

log-i^  =  18,8172560  -  20  (3) 

V*hV 

(1) + (3)  =  log  sin  3c  =  9,9374894  - 10 
3c  =  59o59'26,06" 
c  =  19«59'48,68'' 
600+c  =  79<>59'48,68" 
logsin(60''+c)  =  9,9933472—10  (4) 
(2)+(4)  =  logz  =  1,1760912 
z  =  15. 
Sfolglid^  yi  =  15+10=  25.     2)ie  beiben  anbern  2Bett:^e 
für  y  ergeben  [xd)  auä  ber  quabratifd&en  ©leid^ung 
y"— 5y+l  =  0,  nämli^: 
yj  unb  y8  =  Vs.±V»l/21. 
3lm  iß  toteber  nac^  §.  338  y)  ^ 

Vy2  +  781/21+1/»/»  -  Vi,l/21  =  k^2(V8+l/^V4-"A)  =  1/7. 
l/%+W21  -  1/V«  -  V81/21  =  l/2(  V»- 1)  =  1/3. 
TOit^in  ift:  Xi  =  5+l/7;  X8  =  5-l/7;  X8  =  — 5+1/3; 
X4  =  — 5-1/3. 
4.  @8  ift  a=  — 7,  b  =— 12,  c  =  18;  bal^er: 
>M  =  -  Vt,  Vi6(a* -4c)  =  -  *»/i6,  V«*b«  =  - »A;  mithin : 
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y*-V«y"— "Aey— »A^O.    ©e^e  j  =  z+y„  fo  tnltb: 

z«  -  ««Asz-  «"Vse*  =  0.    ©e&e  l^terin  z  =  ^,  fo  tji: 

u'-TQSu— 12274=0. 
^iet  ift  p  =  795,  q  =  12274  unb  toeil  4p»<27q»,  fo  iji 
bie  ®Iet(|ung  mä)  §.  495  IV  aufjulöfen.  SBir  ^abett  olfo: 

sin  y  =  ^  •  VVip  =  »«Vi2«4 .  KIÖ6Ö. 

log265  =  2,4232459 
log  12274  =  4,0889861 


log|-  =  0,3342598 -2  (1) 
«jq 


log  1060  =  3,0253059 
logKVsP  =  1,5126529  (2) 
(1) +(2)  =  log  siny  =  9,8469127 — 10 
y  =  44<>39'45,49- 
Vsy  =  22n9'52,74'' 
log  tang  Vjy  =  29,6135972  -  30 
logtang  d  =  9,8711991  —10 
d  =  36037'32,27'' 
2<J=73n5'4,54'' 
log  sin  2J  =  9,9811740— 10  (3) 

(2) —(3)  =  log  u  =  1,5314789 
u  =  34. 
2)0]^«  z  =  »Vi«  =  "A  unb  y,  =  "A+V«  =  4. 

S)it)ibiirt  man  bie  cubifd^e  ©leid^ung  in  y  bur(!^  y— 4, 
fo  eil&ält  mon  bie  quobtotifd^e  QU.  y«  +  "/ay  +  *A«  =  0, 
wel(|e  bie  beiben  anbern  ffiurjelwett^e  liefert,  nämli^  y» 

unb  y8  =  — 'A±l/^.    ®a  nun  nodö  §.  338  y)  " 

P^^A+V»l/=^+P^^V4-'A>/^=k^2(=V4+|/Vi8+'A) 

=|/1  =  1  unb  K-V4+V2|/=2— k^-V4-V»l/=-2=k^-2 
gibt,  fo  etl^olten  mir  für  x  folgenbe  SBert^e: 
x,  =  1/4+^/1  =  3;  X8  =  1/4—1/1  =  1; 

xs  unb  X4  =  — (/4±K-2  =  — 2±l/=^. 
5.  ^u§  ber  gegebenen  ©leid^ung  mug  juerft  baS  stoeite  mit  x' 
bel^aftete  ©lieb  »eggefi^offt  »erben.    3"  *>*>"  S»««!«  fcfe« 
mon  x  =  V4(z+7),  fo  l^ot  man: 

|^-«V««z«-«V,6«z+«/,56  =  0  ober 
z*  — 22z«— 24z+45  =  0. 
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$icma$  ifi  a  =  — 22,  b  =  — 24,  c  =  45;  mitl^m: 

V2a=-ll,  Vi6(a«-4c)=19,  Ve4b«  =  -9; 
ballet  erhalten  tüit  bic  cubiftä^c  ®I.: 

y8--lly«+19y— 9  =  0. 
3ur  gortjd^Qffung  be§  jtoeitcn  ©liebeS  fe^e  y  =  V3(u+ll), 
jo  tDirb:  u8  —  192u  — 1024  =  0. 

f)icr  ifi  p  =^  192,  q  =  1024  unb  V4q*=  VsrP^;  bo^et  l&at 
naä)  §.  490.  2  bie  ®Iei$ung  brei  reelle  JBBurjeln,  toorunter 

3 

jtoei  einanber  gleid^  ftnb;  mitl^in  iji  Ui  =  21/72.1024=16, 

ua  unb  U3=— l/V2.1024  =  — 8;  bemnadd: 
y,  =  78(16+11)  =  9,  y2  unb  ys  =  78(11-8)  =  1. 
SBejIimmen  mir  jejt  ouS   ben  SBertl&en  für  y  bie  für  z, 
fo  toirb: 

zi  =  1/1+1/1+1/9  =  5;  Z2  =  l/1-|/1— 1/9  =  --3 
Z3  =  — 1/1+1/1-1/9= -3;  Z4  =  — 1/1-1/1+1/9=1. 
©al^er  iji: 

xi  =  74(5+7)  =  3;  xb  =  74(-3+7)  =  1 
X3  =  V4(-3+7)  =  1;  X4  =  74(1+7)  =  2. 

6.  Um  baS  jmeite  ©lieb  aus  bie|er  (Sleid^ung  fortjufd^affen, 
fe^e  x  =  z+2,  }o  toirb: 

z*— 10z«-4z+8  =  0. 
C)ier  iji  a  =  -10,  b  =  -~4,  c  =  8;  beS^alb  iji: 
V,a=-5,  7i6(a2-4c)  =  ^V4,  7e4b«  =  — 74;  mithin  iji: 
y'— 5y«+»74y— 74  =  0.    ©e^e  y  =  u+%,  fo  mirb: 

u»— -»Viau  —  »»754  =  0.    ©e^^  u  =  ^,  fo  tt)irb: 

v«  —  147v— 524  =  0. 
68  ifl  alfo  p=147,  q  =  524  unb  toeil  4p8>27q2,  fo 
5aben  toir  nad^  §.  495  VI: 

,   ^        3q       1  3.524         1 

log  262  =  2,4183012 
log  343  =  2,5352941 
log  sin  3e  =  9,8830071  — 10 
3c  =  49«48'16,68" 
c  =  16o36'5,56" 
logsme  =  9,4559319—10 
logKV8P  =  1.1461280 
log(—v)  =  0,6020599 
v  =  — 4. 
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S)o^er  tft  u  =  - V.  =  -  Vs;  alfo  y  =  - Vs+ V«  =  1 , 
foIgIt($  finb  bU  beiben  anbern  3Bur}e(tDett!^e  bet  cubif^en 
©letd^ung:  y»  unb  y8=  2±V«l/15. 
9lun  ijl  ferner  no^  §.  338  y) 
(/2+ V>|/15+|/2  -  Vgl/15  =  t/2(2+|/4^^^  =  |/5 

k^2+V«l/15-P^2  -  Vj|/15  =  K2(2-|/4— »Vi)  =  |/3 
9)tit^itt  t|l: 
z,  =  1+^/5,  zg  =  1—1/5,  Z8  =  - 1+1/3,  Z4=— 1—1/3. 
golglid^  iP: 
X,  =  3+1/5,  xj  =  3—1/5,  xs  =  1+1/3,  x<  =  1— 1/3. 

7.  |)ier  t^  a=  — 47»,  b=— 8,  c  =  2Vi«;  olfo: 
V,a=  — »A,  Vi«(a»— 4c)=»A,  VMb«=— 1;  ba^er  ^oben  toir: 
y»— »/«y*+V«y— 1  =  0.    @e^  y  =  z+V«,  fo  »irb: 
z«— »/,«z— '>Vm  =  0. 

@2  ip  p=«/ie,  q  =  »VM  unb  »eil  4p»<27q«,  fo  ijl 
bteauPöfunfl  mä)  §.  495.  IV  }u  betterf^effigen.  9lun  ip: 

log  5  =  0,6989700 
logl/5  =  0,3494850 
log5^^5=  1,0484550 
log  41  =  1,6127839 
log8iny  =  9,4356711- 10 
y  =  15»49'28,10" 
V«y  =  7o54'44,5" 
logtang  V«y  ==  29,1429515—30 
log  tang  <J  =  9,7143171  - 10 
<J  =  27<>23'0,50'' 
2<J  =  54<>46'1'' 
log  8in2d  =  9,9121222  — 10 
logKv»p  =  0,0484550 
log  z  =  0,1363328 
z  =  1,368778. 
haftet  y  =  1,368778+0,75  =  2,118778. 

älbibirt  mon  bie  ®Ieid()ung  in  y  burd^  y— 2,118778, 
fo  erl^ält  man  bie  quabratif(!^e  @I. 

.  y»— 0,131222y+0,471970  =  0, 
mel^e  bie  beiben  anbern  SBeri^e  für  y  liefert,  näntlid^ : 

y»  unb  y8  =  0,065611  ±0,68386|/-1. 
golgli^  erhalten  Mir  folgenbe  SBert^e  für  x: 

KiOank,  aHfKfinigcn  m.  17 
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xi  =i/2418778+|/"0.065611+0.68386|/=I 
+1/  0,065611  —  0,683861/^ 
=  U5560+l/2{0,065611+K0,065611«+0,4676651967} 
naäi  §.  338.  2. 

=  1,45560+1^2(0,065611+0,687001)  =  1,45560+1,22688= 

2,68248 

X2  =  1,45560—^2(0,065611+0,687001)  = 
1,45560—1,22688  =  0,22872 

xs  unb  X4  =  — 1,45560  ±  1^2(0,065611  —0,687001) 
=  - 1,45560±  1,114801^=1: 

b)  SRct^obc  bon  ßottcfiuS. 
(IgeiS  §.  98  a,  ^eifptel  8  unD  9.) 

§.  502^    9Ran  ben!e  ftd^  bie  Itn!e  @ette  bet  ®(etd^ung: 

(1)  x*+aÄ2-hbx+c  =  0 
in  jtDei  quabtatifi^^e  gfaftoren  jetlegt,  fo  bog: 

(2)  x*+ax«+bx+c=(x«+yx+z)(x«+yx+t)  =  0. 
Z)a  bet  (Soefficient  bon  x'^  in  bet  gegebenen  ©leid^ung  (1)  gleid^ 
3luU  ift,  fo  mu|,  bamit  boS  jtoeite  ©lieb  Detfd^minbe,  ben  beiben 
gfaltoten  yz  baS  entgegengefe^te  3(i<3^en  gegeben  toetben  unb  toit 
^aben  bemnaii^: 

(3)  (x«+yx+z)(x2— yx+t)  =  0, 

tootin  y,  z,  t  nodj  ju  beftimmenbe  ©töfeen  finb.    Die  ©leid^ung 
(3)  ofS  tid^tig  ongenommen,  fo  mufe: 

x*+yx+z  =  0 

x«- yx+t  =  0 
fein  unb  au§  biefen  beiben  quabtatifd^en  ©leid^ungen  etgeben  [xäf 
olsbann  bie  Diet  gefud^ten  äBettl^e  Don  x.  @i$  tömmt  nun  borauf 
an,  bie  ©töfeen  y,  z,  t  butdjj  bie  gegebenen  ©töfeen  a,  b,  c  in 
bet  ®(.  (1)  }u  beftimmen.  @inb  bie  beiben  @Ieid^ungen  (1)  unb 
(3)  ibentif4  fo  iji: 

(4)  x*+ax2+bx+c  =  (x«+yx+z)(x«— yx+t) 

=  x*+(z+t— y«)x2+y(t-z)x+tz. 

®a  bie  ßoefficienten  bet  gleid^en  ^otenjen  Don  x  einonbet  gleld^ 

Jein  foDen,  fo  etgeben  ft^  liietauS  foIgenbeSebingungSglei^ungen: 

(5)  a  =  z+t~y2;  (6)  b  =  y(t~z);  (7)  c  =  tz. 
3laäi  (5)  ift:  (8)  a+y«  =  z+t.    ©e|e  ouS  (7)  ben  SBettl^  füt 

z  =  l  in  (8),  fo  iji: 
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(9)  a+y«  = 


c+t» 


@e|e  benfetten  SBeril^  für  z  in  (6),  fo  fjai  mon: 

(10)  -  ==^^^-    mWte  (9)  «nb  (10),  fo  toitb: 


(11)  v/a+y*+^)  =  t.    «US  (7)  unb  (11)  folgi: 
(12)  z  =  - 


2c 


3e|i  fe^e  bie  SBettl^e  für  t  unb  z  ouS  (11)  unb  (12)  In  (8), 
fo  totrb: 

a+y«  =     ^     +  v/a + y'+^)  ober: 
a+y«+-       ^  ^^ 

y 

(a+y«)(a  +  y«+^)  =  2c+v/a  +  y«+^y;  borauS: 

(13)  y«+2ay*+(a«— 4c)y«-b«  =  0. 
©jb«  y*  =  u,  fo  erhält  man  bie  SebingunflSgleidduna: 

(U)  u»+2au«+(a«-4c)u— b»  =  0. 
@e|t  mon  jur  Sortf^affung  be8  stoeiten  ©liebeS  u  =  v— Vsa, 
fo  erl^alten  uir  bie  rebudrte  @(ci$ung: 

(15)  v'-(V8a*+4c)v— (7j7a'— %ac+b«)  =  0. 
SP,  toie  in  Slufgobe  8 

a  =  2,  b  =  — 16  unb  c  =  77,  fo  ift: 
V8a«+4c  =  »«V8,  Vwa'— 78ac+b«=  +"«7«. 
©e|en  tnit  biefe  Sßertl^e  in  bie  ©leid^ung  (15),  fo  toirb: 

t  l^icrin  v  =  3/  fo  ift: 


s«- 27848+4160  =  0. 
^icr  Ift  p  =  2784,  q=4160_  unb  tpeil  4p8>27q«,  fo  iji 


bie  cubifific  ©Ici^ung  no^  §.495.  V  iu  löfcn.  Sollet  ift: 

.  ^       3q       1  3.4160  1  .,,  1 

sin3€  =  -^'    ^ — =  ^„QA 
P    l/VaP       2784 


. 65 


¥■ 


4.2784 


29. 


K928 


log65  =  1,8129134 
log29  =  1,4623980 
log«7M  =  0,3505154  (1) 
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log  928  =2,9675480 
log  1/928  =  1,4837740 

log  .■7i=  =  0,5162260  — 2  (2) 
1/928 

(l)+(2)  =  logsin36  =  18,8667414—20 
3«  =  4^310,05" 
e  =  1024'23,35" 
600-6  =  58035'36,65'' 
logsiii(600-  e)  =  9,9311993-10 
logl/V8P  =  1.7848040 
logs  =  1,7160033 
s  =  52. 

3)o^et  ip:  7=»%;  u="/8-V8=16;  folfllid^  y«=u=16; 
alfo  y  =  4.  @c|en  toit  nun  gut  Scfitmmung  Don  z  unb  t 
bic  SBßcrt^e  für  y,  a  unb  b  in  bic  ©Icid^ungen  (5)  unb  (6), 
fo  loitb: 
a)  z+t  =  18;  ß)  t— z  =  — 4;  folfllid^  t  =  7  unb  z  =  ll. 
@c|cn  toir  jut  Seftimmung  bon  x  bic  SBertl^c  ffii:  y,  z,  t 
in  bie  beiben  quobtatifd^en  @Iei4)ungen: 

x2+yx+z  =  0  unb 

x«— yx+t  =  0, 

beten  ^robuft  ibentifd^  ifl  mit  bet  itititmn  ®Uiä)nn%, 
fo  l^aben  toit: 

x«+4x+ll  =  0  unb  x2— 4x+7=0. 
3luS  biegen  beiben  ©leid^ungen  folgt: 
xi  unb  xa  =  2  +  l/— 3;  Xsunb  X4=— 2±|/^. 

9.  $iet  ift  a  =  — 7,  b  =  — 12,  c=18  olfo: 
V3a2+4c=2«V8,  VÄ7a»-V8ac+b«=i««^V27;  bo^er  ijl: 

v8_ 266/3Y- «274/^^  =  0.    ©e^e  hierin  v  =  |,  fo  ift: 

s»— 795s— 12274  =  0. 
2)aS  ijt  biefelbe  cubifd^e  @Ieid^ung  in  s,  toelii^e  toit  im 
§.  501  Slufg.  4  in  u  fonben,  foIfiIi(|  s=34;  ballet  y=»V3; 
mithin: 

u  =  »V3— ^^^^='V3+^V8=16;  olfo  y=4;  bo^et: 

z  =  6  unb  t  =  3.   gs  iji  olfo: 
X«— 4x+3  =  0  unb  x2+4x+6  =  0;  folfilid^: 
Xi  =  3,  xg  =  1 ;  x»  unb  X4  =  —  2  +  1/^. 


Digitized  by  VjOOQIC/ 


—    261    — 


Xttbete  £9fttttgett  ber  hiqntiitaü^tn  @Ieiil^imgett* 

(«eis  §.  98  b.) 

SRetl^obe  Don  $uI6e. 

%*  5034  Ütad^  biefer  Wot^obe  toirb  bie  biquabratifd^e  ®Ietd^ung 
auf  eine  xmpxoU  ®l  Don  bemfelben  ®iabe  jurflclgefül^tt. 
@e^t  man  in  ber  allgemeinen  (Sleid^ung: 
(1)  x*+ax8+bx«+cx+d  =  0 
für  X  ben  SBertl^  qy+r»  too  y  eine  neue  Unbefannte,  q 
unb  r  nod^  ju  bejiimmenbe  ®rögen  finb,  fo  erhält  man: 

(2)  (qy+r)*+a(qy+r)»+b(qy+r)«+c(qy+r)+d  =  0  ober: 

/QN  „4  ,  4r+a  . .  6r«+3ar+b  . .  4r»+3ar«+2br+c  , 
(3)  y*+— r— y'+ -2 y*- 


q«        -^    '  q8  • 

r^+ar»+br^+cr+d  _  ^ 

q'  ""  ' 

@oD  btefe  (Sleid^ung  eine  reci|)roIe  fein,  fo  mug: 
(4)  q*  =  r*+ar»+br2+cr+d  unb 

Srl^ebt  man  bie  ©leid^ung  (5)  ind  Ouabrat  unb  fteKt  ald» 
bann  bie  beiben  SBert^e  für  q*  einanber  gleldj,  fo  totrb: 

(6)  r*+ar«+br«+cr+d  =  (^j:!±^^)'. 

6ntti)idfelt  unb  orbnet  man  bie  ®I.  (6)  na^  ben  faDenben 
^otenjen  Don  r,  fo  erhält  man  bie  cubifd^e  ®(eid^ung: 

(7)  (a» -4ab+8c)r•^-(a«b+2ac-4b«+16d)r«+ 

(a«C+8ad— 4bc)r+(aM— c«)  =  0,  ' 
tooraus  ein  reeDer  SDBertl^  für  r  gefunben  toerben  !ann.  Se* 
jKmmt  man  bann  aus  bem  für  r  gefunbenen  SBert^e  ben 
Don  q,  fo  erhält  man  bie  Derlangte  reci|)rote  @Ieid^ung. 
1.  SKenn  nun  a  =  -10,  b  =  33,  c=-46  unbd=20  iji, 
fo  erl^alten  mir  jur  Sejiimmung  Don  r,  menn  biefe  SQBert^e 
in  (7)  eingefeftt  merben: 

{(— 10)«  -  4.(— 10).33+8.(-46)}  r»+  {(- 10)«.33+ 

2.(— 10)(— 46)— 4.382+16.20}  r«+  {(— 10)«.(— 46)+ 

8.(— 10)(20)-4.33.(~46)}  r+  {(-10)«. 20— (-46)«}  =0  ober: 

-  48r»+  184r« — 128r — 116  =  0  ober : 

r»— «V6r*+V8r+«Via=0.  @efee  l&ierin  r=Vi8(s+23),  fo  mirb: 

s»-723s+9632  =  0. 
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Seil  ^let  4p»<27q«  iji,  fo  legten  teil  no$  §.  495.  ni: 
P    1/77-        723     1/4723      ,.,,     ,/j7^ 

log241=  2,3820170 
log9632  =  3,9837165 

log^  =0,3983005—2  (1)- 

log  V,p  =  2,9840770 
logl/Vap  =  1,4920385  (2) 

(l)+(2)  =  logsin  y  =  9,8903390-  10 
y  =  50o58'24,09'' 
«/»)'  =  25«29'12,04'' 
logtang  V«y  =  29,6782362  -30 
logtangd  =  9,8927454  - 10 
(J=37<»59'45,16'' 
2(J=75O59'30,32'' 
logsm2d  =  9,9868886  -  10  (3) 
(2)  -(3)  =  log(-s)  =  1,5051499 
8  =  —32. 

^afftt  ipr=Vi8(— 32+23)=— Vi.  ©e^t  monbie  SBettl^e 
füt  a,  b,  c,  r  in  (5),  fo  etl^ält  man  }ur  ^([timmung  bon 

q  bte  ©ieid^ung:  

4q«  =  29;  bo^et  q=Vj|/29. 
©f|t  mon  bie  SDßettl^e  für  a,  b,  c,  d,  q,  r  in  (3),  fo  er« 
galten  toit  bie  vtäpxole  ®l. : 

Sibtbirc  bicfe  ®I.  burd^  j^,  ]o  erJ^ftlt  mon: 

(.•4)-?r(^.i)+-/»=«. 

@e|e  y +-  =u,  j[o  toirb  y^+  -2=u*— 2.  6cfte  btej[e  SBctll^c 
ein,  fo  ip: 

u« -  2  -  ^^u+ »V«  =  0 ;  bo^er: 


/       12|/29V     4 .  29    .  ,  ,.  , 
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u,  =  'V»l/29  unb  U8  =  »»/mI/29. 
aWitJ^ln  i|l:         a)  y+  -  =  ^VüV^^ 

/9)y+ 1  =  10/^1/29. 

«US  a)  folflt:  y*— "/29l/29y+l  =  0;  olfo: 
yi  unb  y,  =  V29K29±V29|/5y29==V29(7±2l/5)l/29. 

9luS  /?)  folgt:  y^-%9l^y+l  =  0;  olfo:     

y«  unb  y4  =  V29l/29±%9l^-iy29  =  V29(5±2l/-l)|/29. 

9lun  l^aficn  xoxt  x  =  qy+r  anflcnommen;  mitl^in  ift: 

xi  =  V21/29  {729(7+21/5)1/29}  +(- V2) 

=  V2(7+2l/5)~  V2^  3+1/5 

Xa=  3—1/5;  X3  =  2+1^-1  unb  X4  =  2— |/— 1. 

3Ret]^obe  bon  SRattl^ieffen. 

§♦  504*  C^eigen  bte  SButjeln  ber  allgemeinen  ©leid^ung: 

(1)  x*+ax»+bx«+cx+d  =  0 

Xi,  X2,  xs,  X4  unb  fe^t  man : 

XiXa  =  yi,  XiXa  =  y«,  X1X4  =  y», 

fo  mirb,  ba  bad  ^robult  ber  biet  SBurjeln  ber  gegebenen  ©leid^ung 

gletd^  d  iß: 

d  d  d 

X8X4=--=g)l,    X2X4=--  =  g)2,     X2X3  =  --  =  g)8. 

jl  J2  j8 

9lun  pnb  bte  SBert^e  yi,  y%,  js,  q>u  V^>  9>s  offenbar  bie  SButieN 
toert^e  einet  reci|)roIen  ©leid^ung  bom  fed&Sten  ®rabe.  Um  bie« 
felbe  iu  erl^alten,  ertrage  man,  bag,  falls  bie  ©leid^ung: 

(2)  X*— (Xi  +  X2  +  X8  +  X4)x»+  {XiX2  +  (Xi+X2)(Xs+X4)  +  X8X4}x2 
—  {XiX2(X8  +  X4)+XsX4(Xi  +X2)}  X  +  X1X2X8X4  =  0 

ibentift^  ip  mit  ber  ©leid^ung  (1),  alSbann: 

(3)  (xi+X2)  +  (x8+X4)  =  -a 

(4)  XiX2  +  (Xi+Xa)(X8  +  X4)  +  X8X4  =  b 

(5)  XiX2(X3  +  X4)  +  XsX4(Xi+X2)  =  — C 

(6)  X1X9X3X4  =  d 
fein  muß.    ©ejt  man  ie|t: 

Xi+xa  =  s  unb  xiX2=y, 
fo  toirb  aus  (3):         X3+X4  =  — (a+s) 

unb  Ci)X%  (6):  X3X4  =  — 

@e^t  man  biefe  SBertIge  in  (4)  unb  (5),  fo  erl^ftlt  man : 
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(7)y-8(-a+8)+|=b 

(8)-y(a+8)+^8  =  -c. 

©efte  ben  aus  (8)  P4  etgebenben  ffiert^  füt  8  =  ^^^,"*^^  in 
(7),  fo  tottb: 

Sntoidelt  uttb  otbnei  man  biefe  (Sleid^uno,  fo  etl^ält  man  bie  bet« 
langte  teclprofe  ©leid^unfl  bom  fed&dtcn  ©rabe  in  y,  nämlldj: 

(10)  y«— by5+(ac— d)y*  — (aM  — 2bd+cV+ 
•(ac— d)dy«— bcPy+d*  =  0  ober: 

(ll)(y+^y-b(y+^)V(ac-d)(y+^)-(a«d-4bd+c«)==0. 

ßombinitcn  loit  nun  bie  fi^  aus  biefer  ©leidjung  ergebenben 
SBurjeln,  fo  erljalten  toir  folgenbe  SBertlJe  für  x: 

®a  XiX2=yi  unb  xiX3  =  ya,  fo  ijixi«X2X3=yiy2.  ©e|en 

toir  IJierin  ben  SBert^  für  X2X8  =  — ,  fo  IJaben  toir: 


x.»  =  ™^;alfox.=±]/ 


yiy^ys. 

d 


2)a  X2X4  =  g>i  unb  xsXs  =  gPs,  f o  iji  X2«X8X4  =  q)ig>s  unb  toeil 
X8X4  =  — ,  fo  iji: 

x,2=zi5^,  aifo  x,=±\/yim\ 

SKeil  x3X4=gPi  unb  XiX^=q>Q,  fo  iji  Xj^xaX^rrrqpiqps  unb  toeil 
X2X4  =  — ,  fo  iji: 

y«  

xa»  =  5^,  ba^er  xs=±l/2l^ 

SnblidJ  iji:  XBS^=g>i  unb  xaX4=9)9r  alfo  X4Hsi9=q>iq>2  unb 
toeil  xjXs  =  --,  fo  iji : 

y» 

x.«  =  2i^*;  alfo  X4=±|/5l|!Ö. 

3)iefe  SBertlJe  finben  jiatt,  toenn:         

fa^iy«y8+(yi+ya+y8)d}  :l/yiy2y8d  =  +  a. 
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fflcnn  ober  {yiyÄy8+(yi+yj+y8)d} :  l/yiyjysd  ==  +  (c :  J/d)  tji, 
fo  toirb: 

©cftt  man :  y  +  -  =  z,  f o  toirb : 

(y+^y  =  z«-2d  unb 

(y+j)  =  z»  -  3d(y+^)  =  z»-3dz. 

@u69ttuitt  man  biefe  9Betil§e  in  @Ietd^ung  (11),  fo  tottb: 

(12)  z»— bz«+(ac— 4d)z— (a»<i— 41)d+c«)  =  0.  * 
@e^  man  }ur  gfotifd^affung  beS  jMeiten  @l\tt)ti  z=Vs(u+b), 
io  »ftb: 

(13)  u»— 3u{b»— 3(ac-4d)}  —  {2b»+27(a»d— 4bd 
+c«)-9b(ac— 4dj=0. 
3|i  nun  a=— 8,  lx=14,  c=4,  d=— 8,  fo  etl^ölt  mon  aus 
eini^mi  (13): 

(14)  u»—588u- 4192  =  0. 
SBeil  In  @I.  (14):  4p»>27q«,  fo  aefd&iel^t  bie  «ufföfung  na$ 
§.  495.  VI.     g»  i^  atfo: 

sin3e  =  ^.ji  =  «"/,« 

p  y*hv 

log262  =  2,4183013 
log343=:  2,5352941 


logsin  3e  =  9,8830072 — 10 
3c  =  49048'17,86'' 
e  =  16»36'5,95'' 
logsinc  =  9,4559346— 10 
log|/*Äp  =  1,4471580 


log  (—u)  =  0,9030926 
u  =  — 8; 
bol^er:  z,  =  »/«(- 8+ 14)  =  2. 

liefen  Sßett^  fär  z  l^ätte  man  aud^  btrett  aus  @(.  (12)  ^erieiten 
fönnen.  Senn  fe^t  man  bte  SBeii^e  fflt  a,  b,  c,  d  in  jene  ®l, 
fo  toirb: 

(15)  z»  — 14z«+48  =  0  ober: 

z»— 14z* =—48;  l^ierouS  exWi  man:. 
z«(z— 14)  =  2«(2-14);  folglid^  z  =  2. 
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Um  bte  beiben  anbent  SBectl^e  für  z  }u  finben,  bibtMre  man  ®I. 

(15)  but($  z  —  2  unb  tott  et^alten  bie  quabtatif^e  @(etd^ung 
z«— 12z— 24  =  0,  tooxauS  Zj  =  6+21/15  unb  Z8=6— 2^^15. 

®a  nun  z=y+-  ongenommen  muibe,  fo  l^abm  mit: 

(16)  y-|=2;  (17)  y-?=:6+2|/15;  (18)  y-^=6-2|/15. 

aus  (16)  tffultiri:  yi  =  4  __^_ 

,    (17)       „        yg  =  3+|/15+|/32+6t/15 
„    (18)       „        y,  =  3-1/15+^32-61/15. 

®er  auSbrud  1/32+61/15  läfet  M  «o*  §•  339  in  bie  ©umme 
iXotitt  Ouabiattoutjeln  umfotmen,  unb  toeil  m=32,  ^n=6^15, 
dfo  n  =  540  \%  fo  mitb: 

.       (/^+6|/15  =(/v».32+'/»|/32«  —  540+ 

|/V».32— V,l/32»-540 

=  |/16+11+|/16- 11  =  31/3+1/5;  bo^ft  iji: 
yj  =  3+1/15+31/3+1/5  =  3(l+|/3)+|/5(l+J/3)  = 
(l+l/3)(3+l/5) 
y3  =  (l-l/3)(3+|/5); 
SBeil  nun  yi  =  4  unb  d  =  — 8,  ^o  iji  q>i  =— »/<=- 2. 
-8  -8(1-1/3X3-1/5) 

*'^'~(l+|/3)(3+|/5)~  -8 

=  (l-l/3)(3-|/5) 

y»=(i-,/rxL|/5)°^^+'^^><^->^^^- 

Sßeil  nun  bie  erjie  ber  obigen  Sebingungen  juttifft,  Jo  i^: 
X,  =  1 /y^^  1  Aa+l/3)(3+l/5Xl-^^3)(3+|/5) 

^  1/4(1 -3)(3+"F5)"«  ^  i/-8(3+|/5)«  ^ 

T/(3+|/5)«  =  3+1/5;  oljo: 

xg  =  V/'{3— 1/5)»  =  3-1/5,  X8  =  1+1/3,  X4  =  1—1/3. 

3.  ©ejt  man  in  ©leid^ung  (12)  ber  öorigen  Stummer  a  =  «/s, 
b  =  — "»A«,  c  =  "/i8  unb  d  =  l,  fo  toirb: 

z'  +  "»A«Z*-*Vi8Z-»"Vm4  =  0. 

@e|e  z  =  V8«(u-'149),  fo  ^ot  mon: 

u»  -  68403a+3830398  =  0. 
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ßier  l|i  4p»>27q«,  mithin  no^  §.  495.  VI  oufjulöfen. 
Vafftv  iß: 

.  „  _3q  _1 3.3830398  1        _  1915199 

v'V^/;p~    68403    'i/iiesiÖS "22801.151 

log  1915199  =  6,2822139 
log  22801.151  =r  6,5369309 


log  sin  3e  =  9,7452830—10 
3e  =  33<>47'52,80'' 
fi  =  llol5'57,60" 
logsine  =  9,2908450—10 
logKVsP^  2,4800069 
logu  =  1,7708519 
u  =  59 
S)o^er  zi  =  Vm(59  — 149)  = — V«.    »iöibite  Me  ®I.  in 
z  butd^  z+V»,  fo  et^ült  man:  z«+'»Vi«z— *"*/7«  =  0; 
foIflIi($  z,  =  "/.  unb  z,  =  -  »«/i«.    SDWt^in  ift : 

(1)  y+-  =  —  V«;  bo^er  yi  =  —V»  unb  9)1  =  —  2. 
(2)  y+i  =  »/«;  bo^er  y,  = »/«  unb  9),  =  «/s- 
(3)  y+^  = — "Vif ;  bolzet  y»  =  —  Vi«  unb  <pa  —  — 12. 

•7 

®a  ^ter  bie  jioeitc  ofiigc  SScbtngung  gutrifft,  fo  ijl: 
Xio  =  —  Ve ;  Xao  =  3;  Xso  =  V«;  X40  =  — 4. 

TOctl^obe  Don  3ob*). 

(©eis  §.  98b.) 

§♦  505«  ®egeben  fei  bie  allgemeine  @(eid^ung  bom  Dietten 
©tobe: 

(1)  x*+ax»+bxHcx+d  =  0. 
Um  ben  ®tab  bet  }u  juii^enben  Slefobenie  gu  befiimmen,  fe^e  man : 

atöbann  ijl:  Xi  =  gi(l+1/— dQ;  X2  =  Qs(l—V—ni); 
Xs  =  ?a(l+l^— Da);  X4  =  ^»(1— K— n,)  u.  f.  tt)- 


*)  SWott  fcl^e:  »©ettrog  sur  «uflöfung  bcr  (SJettJ^uttgcn  öon  Dberrcirct 
dob  in  Um  ^ogtamm  bet  S)teSbenet  9[nnen'9{ealfd^ule  üom  Sollte  1864.' 
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|)terott8  folgt:  Qt  =  Vife+i»);  Qt  =  ViC^+x«)  ü.  f.  to.,  mit. 
Qttt  t|}  0  %U\äi  bei  ^dbttt  Snmine  jtoetec  aSnijcIn  bet  ge- 
gebenen %l  (1).  @<|t  man  bcn  SBctt|  ffit  x  in  @L  (1),  fo 
bertQanbelt  fid^  biefelbe  in  folgenbe: 

Q'(l±  l/^*+a«»(l+l^-=n)'+l)ß«(l±l/^'+ 

cg(l  +l/^^+d  =  0  obet: 

(2)  g*(l  ±41/^— 6a +4nl/^+a«)  4- 

ag«(l±3i/^^-8n+np^^)+bg«(l+2K^— n)+ 

@e^  mon  bie  @umme  bet  teeQen  fo  tote  bct  tmoginfiten  bliebet 
g(ei4  0,  fo  etl^filt  man: 
(3)  ^<(l-6n+n»)+aß*(l— 3n)+l)ß«(l— n)+c?+d  =  0 
(4)  c*(4— 4n)+a^'{3— n)+2b?»+c?  =  0. 
«u.(4)W:(5)n=V±^|£+l 

@e^t  man  btefen  SSeti^  ffit  n  in  (3)  unb  entoidfelt  btefe  ®I., 
fo  toitb: 

(6)  ^«+V»a^*+V4(3a«+2b)^*+V8(a*+4abV+ 

Vi6(ac+2a«b+b«— 4d)^«+V8«(a«c+ab«— 4ad)^+ 

V64(abc— a«d-c«)  =  0. 

Um  aus  biefer  Xefolbente  bom  fettsten  0rabe  eine  fofd^e  bom 

btitten  ®rabe  ju  etl^alten,  benfe  man  ft^  bie  (81.  (6)  in  bret 

Sattoten  jetlegt.    Sa  nömlid^: 

^4  =  Va(x»+X5);  ^6  =  Va(x,+X4);  Ce  =  V«(X8+X4) 
unb  ba  fetnet  xi+xj+X8+X4  =  — a 

ipf  fo  iP       ßi  +  Ce  =  ^»+^5  =  C3+ ^4  =  —  Vaa- 
Sollen  ballet  ^1  unb  q%.  ebenfo  ^a  unb  ^5,  fomie  qz  unb  ^4  bie 
SButieln  einet  ©leid^unfl  fein,  fo  toetben  folgenbe  btei  ©leid^unflen 
biefen  SBebingungen  entfi)te4ien: 

(7)  ^«+V«a^+yi=0 

(8)  ^•+V»a^+y»  =  0 

(9)  ^«+V»a^+y8  =  0, 

tt)otin  bie  ßoefficientcn  yi,  jt,  ys  no$  nftl^et  }u  bejiimmenbe 
©töfeen  fmb.  TOuItipIicitt  man  biefe  3  ©lei^ungen  mit  einanbet, 
fo  et^alten  mit  bie  @(eid^ung: 

(10)  ^«+  V«a^*+(yi  +y»+y8+V4a«)^Ha(yi  +y2 +y8+  Vsa«)^» 
+  (yiya+yiya+yays+V^a^Cyi+ya+ys)}^^ 
+ Vaa(yiy«+yiy8+y2ys)^+yiyay8  =  0, 
XßtlS^t  mit  @(.  (6)  ibentifd^  fein  mu|.    SUdbanh  ift: 
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(11)  yi+y2+y8+V4a«  =  V4a«+V»b;  forglid^: 

(12)  —  (71+72+78)  = -Vab 

7iy8+yiy» +y«y» + V4a«(yi +yj+y8)=V!6(ac+ 2a«b +b«-4d). 

©e^e  $tetin  aud  (12)  bcn  SQBert^  für  yi+y»+y8,  fo  toirb: 

(13)  yiy2+yiy8+yjyd=  Vi6(ac+b2— 4d) 

(14)  —  yi  vjys  =  —  V64(abc  -  a«d — c«). 

®a]&er   iji  bic   cubifdgc   Kcfolbentc  bct   ©leid^ung   bcS  bicttcn 

(Stabes: 

(15)  y*—  V,by«+ Vi6(ac+b«— 4d)— Ve4(abc— aM-c«). 
3laäi  bcrStnnQl^me  iji  ollgcmein:  ^^+V2a^+y  =  0;  l^icrouS  et* 
geben  fid^  für  bte  betfd^iebenen  q  folgenbe  SBert^e: 

gi  =  -V4(a+i/a«-16yi) 

ge  =  -V4(a-l^a«-16yi) 

^,  =  -i/,(a+i/a«~16y2) 

g5  =  -V4(a~|/a«-16y2) 

g8  =  -V4(a+|/a«-16y8) 

^4  =  — V4(a-l/a«-16y8) 
®a  nun  ^i— ^4=  V2(xi— xa)  unb  ^j  =  »/»(^i +^8),  fo  tolrb 
burd^  Slbbitton  biefer  beiben  ©leid^ungen: 

(16)  Xi=ßi+ß8  — ß4, 

ober,  toenn  totr  hierin  bte  SBertl^e  für  ^i,  ^2  unb  qa  einfe^en: 
(17)  xi  =  -  V4{a+|/a«-16yi+|/a«-16y2+l/a«-16ys  ( 
fjfemer  ip:  ßi  —  ^2  =  V«(xa— xs)  unb  qa  =  V2(x2+X8);  mithin: 

(18)  12  =  ^1  —  g2+g4  ober: 

(19)  X2  =  - V4 {a+l/a«-"16yi-l/  a«-16y2-|/ä^-1678} 

fjfemer  ip:  ^2— ^1  =  V2(X8— X2)  unb  ^8=  V2(x2+X8);  folglid^ : 

(20)  X8  =  -- ^1+^2+^8  ober: 

(21)  X3  =  - 1/4  {a-l/a«-16yi +l/a«~16y2~l/'a«-16y8 1 

SBeil  enblid^  Xi+X2+X8+X4  =  — a  iji;  fo  iji: 

(22)  X4  =  — a— (X1+X2+X8)  ober: 

(23)  X4  =  —  V4  {a-|/a«-16yi-|/  a«~16y2+|/a«-16y8l  • 
©ejt  man  a  =  20,  b  =  98,  c  =  76  unb  d  =  — 195  in 
®l  (15),  fo  wirb: 

y» -1/2.987«+ Vi6(20.76+98«+4.195)7 
—  V64(20.98.76+20«.195— 76«)  =  0  ober: 
7»  — 4972+7447-  3456  =  0. 
Sej^t  man  hierin  jur  gortfd^affung  beS   gtoeiten  ®Iiebe§ 
y=  i/3(z+49X  fo  »irb: 
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z»— 507z -506  =  0. 
SBeil  ^ier  4p«>27q«,  \o  ifi  bie  ©lei^unfl  nod^  §.  495.  VI  ouf- 
)u(öfen.    62  ifl  olfo: 

•  q  — §3       1     _  3.506         1       _253 
P  *V^.p~  507  \/im~  13» 

log  253  =  2,4031205 
logl3»  =  3,3418302 


log  sin  3e  =  9,0612903 — 10 
3«  =  6<>36'45,66" 
e  =  2*1215,22" 
60«— «  =  57o47'44,88'' 
60»+«  =  62ol2'15,22'' 
log  sin  e  =  18,5850266 — 20 
logKV^=   1,4149734 
log(— z)=   0,0000000 

Zi  =  — 1 

log  sin  (60«  -  e)  =  9,9274495  — 10 
logl/*Äp  =  1,4149734 
log(—z,)  =  1,3424229 
Z8  =  — 22 
logsin  (60«+6)  =  9,9467545  — 10 
logV^  =  1,4149734 
logz»  =  1,3617279 
Zs  =  23. 
fJol^er  i^  yi  =  16,  y»==9,  78  =  24;  folgli^  toenn  toir  für  a 
unb  y  bie  Sffiertl^e  in  bie  ©leid^ungen  (17),  (19),  (21),  (23)  ein- 

fejen,  fo  »itb: ^^______       

X,  =  -V4{20+l/20«—16*4-l/20»-16.9+K20«— 16.24} 

=  —  V«  {(20Vl2)+(16+4}  =  -  V4.52  =  — 13 

X2=-V«.12=— 3;  X8=-V*.20=-5;  X4=-V4.(-4)=+l. 

9)eftittttnnii0  bet  ratinttaleu  SBnrjeln  einet  @Ie^nttg. 

(«eis  §.  99.) 

§.  506*  9Benn  bie  Soeffidenten  einet  ©leii^^ung  aanje 
Sagten  finb  unb  bet  @oefficient  bet  l^ö(${len  $oten}  bei  unbe- 
belannten  bie  Sinl^eit  ifi,  fo  lönnen  bie  taiionden  SButjeln  Miebet 
nut  oan}e  ^afjUm  fein,  mläjt  ^^,  ba  nadd  §.  480  baS  ^bfolut- 
glieb  baS  $tobu{t  fömmtlid^et  SButjeln  i^,  unter  ben  galioren 
beS  SlbfotutgliebeS  botfinben  mflffen.    Um  ballet  bie  taüonalen 
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2ButjcItt  bet  ®Ici(§ung  ju  finbcn,  jcticgc  mon  ba3  Slfifolutglicb 
in  feine  einfad^en  unb  jufQmntenflefe|ten  gfoftoren  unb  fubflituite 
biejelben,  fotoo^I  Jfofxtit)  atö  negatiö  genommen,  in  bie  ©leid^ung : 
biejenigen  unter  biegen  gfaftoren,  toeld^e  bie  ©leid^ung  ibentijdj 
mad^en,  finb  SQßutjeln  ber  ©leid^ung. 

9iun  fei  bie  ©leici^ung  gegeben: 

(1)  ax'^+bx^-i+cx'^-H  ..  +rx»+sx«+tx+u  =  0 
unb  a  fei  ein  gfaftor  beS  SlbfoIutgliebeS,  fo  ijl,  »enn 

qn-i+b__^     qn+a 

ijl,  a  eine  SBurjel  bet  ©lei^ung  (1). .  Senn  eS  ip  naä)  ber 
Slnna^me: 

u  =  qia,  t  =  qaa— qi,  s  =  q8ö  — q«,  r  =  q4a— qs, 
. . . .  c  =  q»— 1« — qn— 2 
b  =  qnö— qn-i.  a=  — qn.    4)ierouS  folgt: 
aa°  =  — qn« 
ba^-i  =  qn«^— qn-i«''""^ 


sa*  =  q8a^— q^a* 
ta  =  q2a^ — qi« 
u  =  qiof, 
mitl&in,  »enn  »ir  biefe  ©leid^ungen  abbiren,  erl^alten  toir,  ba  bie 
3lu§brücfe  ouf  ber  reii^ten  ©eite  [xä^  aufgeben,  alfo  =  0  »erben: 

ao^+ba'^-i+ca^-H  . . .  +ra»+sa2+ta+u  =  0 
unb  folglid^  a  eine  SBurjel  ber  gegebenen  ©I.  (1).  SBirb  aber  bei 
biefem  ©erfahren  a  nid^t  =-^qn  ober  bleibt  bei  ber  Sibipon  burd^ 
a  ein  SRefi,  fo  lann  Qud&  a  Um  2BurjeI  ber  ©I.  fein  unb  boS'^ 
felbe  SSerfal^ren  mu&  dSbonn  mit  einem  onbern  Sfoftor  beS 
SlbfoIutgliebeS  toieber^olt  »erben.     ' 

D.  XttPfnng  ber  nnnterifd^en  ©leid^ttngett  bott  1^91^ent  ®tahtn 
mit  einer  nttbefattntett  (SxWßt. 

§*  507«  L  Slupfung  buri^  i^rkpns  fn  inkt^xm. 

(§eiS§.99.) 

1.  SBenn  biefe  ©leid^ung  feine  imaginären  SBurjeln  l^at,  fo  finb 
bie  SBurjeln  olle  i)ofitib,  »eil  fie  nur  3^*4^tttt)edifel  ^ot. 
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S)a  ha^  ^((folutgneb  baS  ^tobult  ber  3  SBut)eIn  iß,  fo 
muffen  fi4  unter  ben  Siüiforen  beiSfelben  bie  SBurjeln 
ber  ©lei^ung  befinben.  3)ie  2)tt)tforen  üon  6  ftnb  nun 
±1,  ±2,  ±3,  ±6.  ©a  aber  bte  (SIeid&ung  nur  po^ 
[ittee  SBurjeln  ffd,  fo  |tnb  bie  ©iüiforen  —1,-2,  —3, 
—6  aud^ef^Ioffen.  (Sd  ifl  lei^t  erftd^tli^  hai  aud^  +6  leine 
SOBurjel  btefer  ©leiti^ung  fein  lann,  folglich  ifl  xi=l,  X2=2, 
X8=3  unb  in  ber  ZW  tjl:  f(x)=(x~lXx-2Xx— 3)=0. 
^näf  ffxtt  finb  bie  SBurjeln  aDe  pofitib,  meil  nur  3^i4^n» 
meti^fel  barin  borlommen,  folgli^  finb  au4  ade  negativen 
2)it)iforen  bed  ^bfolutgliebed  audgefddloffen.  9lun  f^at  60  bie 
SafiUn  1,  2, 3,  4,  5,  6, 10,  12, 15,  20,  30,  60  ju  ©ibiforen. 
9lai  §.  483  ip  bie  ©renje  ber  pofxüt>tn  SBurjeln  12+1=13; 
mitl^in  brauet  man  blod  bie  pofitiDen  3)it)iforen,  bie  jmifd^en 
2  bis  12  entbaften  finb,  ju  üerfud^en.  @d  ifi  leidet  errtd^tii^, 
ba§  1  leine  3BurjeI  ber  ®I.  fein  lann.  Seftimmen  mir  bal^er 
na^  §.  506  bie  SBurjeln  biefer  ©leid^ung,  fo  erl^alten  mir, 
ba  a  =  l,  b  =  — 12,  c  =  +  47  unb  d  =  — 60  ijl: 


3für  a  =  2  iP: 
„=^»»  =  -30 

dfo  iH  2  feine  Butiel 
na($  §.  506. 


Pr  o  =  4  ifl: 

qj=-j-  =  -15 

_-15  +  47_ 
q»  — 3 =+ö 


Süt  o  =  3  ip: 
„  =  ^  =  -20 


20+47 


=  +9 


3für  a  =  5  i|l: 
=  ^^  =  —12 


®a  bie  cubif^e  ®(eid^ung  nur  3  SQSurjeln  ffat,  fo  ftnb  bie« 
felben  alfo  in  ben  3öl&Ien  3,  4,  5  gefunben;  mitl^in  ifl: 
f(x)  =  (x— 3)(x— 4)(x  — 5)  =  0. 

3.  3)iefe  ©leid&ung  ffat  jmei  3^i<ö&cntt)ed&fel  unb  eine  3^i^^tt'" 
folge;  bal^er  ^at  fie  jmei  ))o{iitit)e  unb  eine  negative  SQBurjel. 
®ie  ©iöiforen  beS  legten  ®Iiebei5  24  ftnb:  ±2,  ±3,  ±4, 
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±6,  ±8,  ±12,  ±24.  5)0  1  leine  aBurjel  ber  ®I.  fein 
lann,  fo  Reffen  wir  bie  SJerfttii&e  mit  ben  übrigen  on.  9lun 
tP  a  =  l,  b  =  — 3,  c  =  — 10,  d  =  +  24: 


5ür  a=  +2  iji: 
qi  =  «V2  =  12 
12-10 


=  0 


gfür  o  =  — 2 
q,=Ji  =  _12 


=+11 


—2 


Sttt  a  =  — 3  iü: 
q,= — H  =  — 8 


Pr  as=+3  ifi: 
qi  =  M/,  =  8 
«       8-10 

ijHeincganje3ö]&I 


gür  a=+4  ifl: 

n       6-10  , 

q8  =  — 2 —  =  — 1 


q8  = 


q4  = 


=  0; 


foIgH(5  [inb:  +2,  —3,   +4  bic  aBurjeln  ber  ©leid^ung, 
loedl^alb: 

f(x)  =  (x-2)(x+3)(x-4)  =  0. 

4.  3n  biefcr  ©Ifid&ung  ftnb  jioet  Sei^enfolgen  unb  ein  S^W^'' 
toed^fel,  bälget  l^at  bie  ©(eid^ung  eine  pofitit)e  unb  jttei  nega» 
tibe aOButjeln.  ®ie Xl^eiler  Don  80  ftnb:  2,  4,5,  8,  10,  16, 
20,  40,  80.  gferner  ijl:  a  =  l,  b=  +  5,  c  =  — 34, 
d  =  — 80.  ©Q^er: 

Süra=+2iflqi  =  -40,  q2  =  -37,  q8  =  16,  q4=8V2 

„  a  =  —2  „  qi  =  +40,  q2=  — 3,  q«  =  —1,  q4  =  0 

„  a=+4  „  qi  =  -20,  q2  leine  ganje  3al&I 

n  a  =  — 4  „  qi  =  +20,  q2    „ 

„  a=+5  „  qi=— 16,  q2=-10,  q»  =  — 1,  q4==0 

„  a  =  — 5  „  qi  =  +16,  q2  feine  ganje  3a^I 

„  a=+8  „  qi  =  — 10,  q2      ,, 

^  a  =  — 8  ^  qi  =  +10,  q2=+3,  q3  =  — 1,  q4  =  0. 

|)ieraud  folgt,  ba§  bie  3)it)i{oren  bed  legten  ©Hebed,  nämlid^ 
+2,  +4,  —4,  —5  unb  +8  nid&t  SBurjeln  ber  ©leid&ung 
fein  lönnen,  »ol^I  aber  —2,  +5  unb  —8,  »es^olb: 
f(x)  =  (x+2)(x-5)(x+8)  =  0. 

5.  ®iefe  ©leid^ung  l&at  3  Seid^enfolgcn,  alfo  flnb  fämmtlid^e 

8iulanb|  Vuflüfungen  UI.  18 
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SS^urjeln  ber  ®I.  negatib.    3)ie  X^etler  beiS  abfolutgliebrd 
Pnb  3,  1,  11,  21,  33,  77.    gfetner  ifl: 

a  =  l,  b  =  21,  c  =  131,  d  =  231.        !Run  ifl: 
3üta=^—  3,  qi  =  — 77,  q«  ==  — 18,  q»  =  — 1,  q4  =  0 
„    a==—  7,  qi  =  -33,  q2  =  — 14,  q8  =  — 1,  q4  =  0 
„    a  =  — 11,  qi  =  — 21,  qa  =  — 10,  q8  =  — 1,  q4  =  0. 
SDWtl&m  pnb  bie  SOBurjeln  ber  ©Icit^ung:  —3,  —7,-11; 
»eö^alb:  f(x)  =  (x+3)(x+7)(x+ll)  =  0. 

6.  3)ie  ©(etd^ung  %ai  ixozx  pofitiüe  unb  eine  negatibe  Sffiutjel, 
mett  fte  ixotx  '^txSitvxotSüA  unb  eine  3^i4enfoIge  entl^ält. 
3)ie  »ibiforen  bon  36  pnb  ±2,  +  3,  ±  4,  +  6,  ±9,  ±  12, 
+  18,  +36.  !Rim  i|l  a=l,  b  =  — 4,  c  =  -9,  d  =  36. 

gfür  a=  +-2  ip  qi  =  18,      q^  feine  gonje  3^^! 
f,    a  =  — 2  „  qi  =  — 18,  q«     „         „ 
„    a=+3  „  qi  =  12,      q2  =  l,  q8  =  — 1.  q4=0 
,,    a  =  — 3  „  qi  =  — 12,  q2  =  7,  qs  =  — 1,  q4=0 
„    a=+-4„qi=9,        q,  =  0,  q8  =  — 1,  q4  =  0. 
TOitl^in  pnb  +3,  —3,  +4  bie  SBurjeln  ber  ®L,  unb  eS  ip: 

f(x)  =  (x-3)(x+-3)(x-4). 
Ober:  ®a  (x+a)(x— a)(x±b)  =  x«±bx«— a«x T a«b=0, 
fo  erl^ält  man  folgcnbe  allgemeine  Siegel  für  bie  SBurjeln 
einer  foliften  ©leid&ung:  ^3ebc  cubifd^e  ©leid^ung  bon  ber 
gform  x»±Ax«— Bx+C  =  0,  in  tpel^er  A.B  =  C  ip,  l^ot 
eine  SBurjel  —A  unb  jtoel  anbere  ±V—B/*  3)ic  beiben 
(entern  SBur^eln  pnb  reell  ober  imaginär,  je  nad^bem  ber 
iioeite  ©oefpcient  negatib  ober  poptib  ip.  3n  ber  l^ier  ge« 
gebenen  ®I.  ip  A.B  ==  C  ober  4.9  =  36,  alfo  ip  bie  erpe 
33ur}el  4  unb  tt)ei(  ber  Soefpcieni  bon  x,  nämliti^  B  =  9 
negatib  ip,  fo  pnb  bie  beiben  anbern5!&urieln +|/9  =  ^:3. 

7.  3n  ber  l&ier  gegebenen  ®I.  ip  A.B  =  C  ober  2.4  =  8; 
folglid^  pnb  bie  SQBurieln  ber  ®I.  2  unb  ±|/4  ober  +2, 
+2,-2;  mitl^in  ip: 

f(x)  =  (x— 2)(x— 2)(x+2)  =  (X— 2)«(x+-2)  =  0. 

8.  5)ieje  ©leid^ung  ^at  nur  3^5<5^nfoIgen,  alfo  Pnb  xfixt 
fämmtlld^en  SBurjeln  negatib.  ©urd^  Umformung  ber  ge* 
gebenen  ®I.  erl&ält  man: 

x»+3.3.x«+3.3«.x+38  =  0. 
hieraus  folgt,  ba6  bie  linleSeite  bergubuSbon  x+-3  ip; 
loeS^alb:  f(x)  =  (x+ 3)3  =  0. 

9  3)iefe  ©leid^ung  l^at  nur  3^td5^nioe(!^fel,  bal^er  Pnb  bie  bier 
SEBurjeln  poptib.  ®ie  SEI^^iler  bon  24  pnb:  1,  2,  3,  4,  6, 
8,  12,  24.  Unterfud^en  tt)ir  jejt,  »eld^e  bon  biefen  S^ei^ 
lern  SOBurjeln  ber  ®I.  pnb.  3lun  ip  a  =  l,  b  =  — 10, 
c  =  35,  d  =  — 50,  e  =  24. 
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10.  a)iefc  ©leld^ung  l^ot  j»ei  Qexi^mm%l  unb  jtDei  3^'^^«=' 
folgen,  bolzet  jtoci  pofitiüe  unb  ebenfo  üiele  ncgotlüc  SOßur* 
jeln.  5)ie  Stellet  beS  abfolutgliebeS  pnb:  1,  2,  3,  4,  5, 
6,  8,  10,  12,  15,  20,  24,  30,  40,  60.  Um  ble  Steiler 
in  engere  ©renjen  ju  jiel^en,  feje  man  x  =  y  + 1,  bann 
mirb  bad  ^bfolutglteb  ber  tranSformirten  ©leiqung: 

1+2— 25— 26+120=  +72, 
bejfen  SEl^eiler  1,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  12,  18,  24,  36  finb, 
unb  menn  btefelben  um  eine  Sinl^eit  bermel^tt  metben,  2, 
3,  4,  5,  7,  9,  10,  13,  19,  25,  37;  barauS  folgt,  bafe  bie 
SBurjeln  ber  ©leid^ung  nur  unter  ben  S^l^eilern  +2,  +3, 
+  4,  +5,  ±10  ju  fud^en  pnb.    SQBirb  nun  mit  biefen 
SE^eilem  ber  äJerfud^  gemad^t,  fo  toirb,  weil  a  =  1,  b  =  2, 
c  =  — 25,  d  =  — 26,  e=+120. 
gut  a=+  2  toirb  qi=60,      q2=17,  q3=— 4,  q4=— 1,  q6=0 
„    a=-  2    „    qi=— 60,  q2=43,  q8=— 9,  q4  leine  g.  3a^I 
„    a=+  3    „    qi=40,      q«  leine  gange  3a]^I 
„    a=—  3    „     qi=-40,  q2=22,  q3=+l,  q4=— 1,  q5=0 
„    a=+  4    „     qi=30,      q2=l,  q3=— 6,  q4=— 1,  q6=0 
n    (x=—  4    „    qi=— 30,  q2=+14,  q»  leine  g.  3al&I 
„    a=+  5    „    qi=24,      q2  leine  ganje  3a]&I 
„    a=—  5    „    q,=— 24,  q2=+10,q8=+3,q4=— l,q6=0 
„    a=+10    „    qi=12,      qa  feine  gange  3ö^l 
„    a=— 10    „    qi=— 12,  q»  feine  ganje  gaW- 

aWit^itt  finb  bie  öier  SBurjeln  ber  ©leid^ung  +2,  —3, 
+4,  —5;  ed  ift  alfo: 

f(x)  =  (x— 2)(x+3)(x-  4)(x+5)  =  0. 

11.  5)ie  ©leid^ung  l^at  brei  3ei^^nfoIgen  unb  einen  3ci4entoec^feI, 
bal^er  l^at  pe  brei  negative  unb  eine  poptiöe  aBurjel.  5)ie 
SE^eiler  beS  lefeten  ©liebeS  finb:  7,  11,  13,  19,  77,  91, 
133,  143,  209,  247,  1001,  1463,  1729,  2717.  Da  biefer 
%f)c\Ux  üiele  unb  jmar  fel^r  große  finb,  ]o  \\xä)t  man  bie 
©renje  für  bie  negativen  SBurgeln  ju  beftimmen.  ©e^t  man 
x  =  — 20,  fo  wirb: 

(— 20)*+28.(— 20)«+42.(— 20)2-3452.(— 20)-19019=2821. 
2)a  biefe  3<^^I  nod^  immer  groß  ift,  fo  fo(gt  baraud,  baß 
x<— 20  ongenommen  »erben  muß.    SBir  brauchen  alfo 
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Mos  mit  bcn  Steilem  ±7,  ±11,  +13,  +19  ben  »erfuiä^ 

}u  mad^en.    gfür 
a=+  7  »irb  qi=— 2717,  q»  gibt  leine  flanie  3^^! 
«=—  7     „    qi=+2717,  q2=+105,  q8=— 21,  q4=— 1,  q6=0 
a=+ll     ,    qi=-1729,  q2=~471,  q8=— 39,  q4=— 1,  q6=0 
a=— 11    „    qi=  +  1729,  q^  gibt  leine  gonje  3öl^I 
a=+13    ,,    qi=— 1463,  q«    ^      ;,       ,, 
a=— 13    „     qi=+1463,  q2=4-153,  q»=— 15,  q4=— 1,  q6=0 
a=+19    „    qi=--1001,  q»  gibt  feine  gonje  Sätjil 
«=-19    „     qi=+1001,  q2=  +  129,  q8=-9,  q4=~l,  q6=0. 

5)ie  öier  SButieln  ber  ©leid^ung  flnb  alfo  —7,  +11,  —13, 

—  19,  fo  hai  aljo: 

f(x)  =  (x+  7)(x  —  ll)(x+ 13)(x+ 19)  =  0. 

12.  f)ier  finb  brei  3^^^^"^^^^'  ^^^  Jtt)ei  Stiäftn^olim,  qI\o 
f)at  bie  @(ei(^ung  biei  pofttiüe  unb  jmei  negative  SBurjeln. 
Die  SC^eiler  öon  36  pnb  1,  2,  3,  4,  6,  9,  12,  18,  36.  Um 
bie  ©renje  ber  SBurjeln  gu  bejiimmen,  forme  man  bie  ge^ 
gebene  ®I.  in  folgenbe  um: 

x8(x»— 13)-x2(x«— 13)+36(x- 1)  =  0  ober: 
{x«(x«-13)+36}(x— 1)  =  0, 

fo  ifi  elnleud^tenb,  bafe  x  =  4  ein  pofitiöeS  atefultot  liefert. 

a)a  au§  X  - 1  =  0  folgt,  ba^  x  =  1  eine  SBurgel  ber  @I. 

iji,  fo  liegen  bie  SBurjeln  ber  ®I.  jmifd&en  0  unb  4.   gür 
«=+2  toirb  qi=— 18, q2=+  9,  q8=+ 11,  q4=— 1,  q6=— 1,  q6=0 
a=—2    „     qi=+18,q2=-27,q8=+  7,q4=+3,q6=— l,q6=0 
«=+3    „     qi=— 12,q2=+  8,q3=+  7,q4=— 2,q6=— l,q6=0 
a=— 3    „     qi=+12,qa=-16,q3=+  I,q4=+4,q6=— l,q6=0. 

Sic  SBurgeln  berSIeid^ung  fmb  alfo  +1,  +2,  —2,  +3, 

—  3;  bal^er  iji: 

f(x)  =  (X-  l)(x-2)(x+2)(x-3)(x+3)  =  0. 

13.  ©e^en  wir  .l^ier  jur  fjortfci&affung  ber  Srüd^e  x  =  Vi^y, 
fo  erl^ält  man  au5  ber  gegebenen  ©leid^ung  folgenbe: 

y3-13y«+54y  — 72  =  0. 
S)ie  ©(eid^ung  l^at  brei  !^e\äitntDtä)\tl,  pe  ^at  bal^er  3  pofltiöe 
SBurjeln.    ®ie  SE^eiler  öon  72  finb  1,.2,  3,  4,  6,  8,  9, 
12, 18,  24,  36.  ©e^t  man,  um  für  bie  Steiler  eine  engere 
©renje  ju  erhalten,  y  =  z+l,  fo  toirb: 

1—13+54—72=30. 
®ie  2:^eiler  t)on  30  finb  1,  2,  3,  5,  6,  10,  15;  öermel^rt 
man  jeben  berfelben  um  1,  fo  entfte^en  bie  Stideiler  2,  3, 
4,  6,  7,  11, 16,  »oöon  nur  bie  öier  erften  brau#ar  finb, 
ba  fie  jugleidd  Steiler  bon  72  finb.  SQBir  braud&en  bal^er 
Mos  mit  +2,  +3,  +4,  +6  ben  SSerfu*  ju  mad^en.  3ür 
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a  =  2  toirb  qi  =  — 36,  q2=  9,  q8  =  — 2,  q4>0 
o  =  3  „  qi  =  — 24,  qa  =  10,  qg  =  —  1,  q4  =  0 
o  =  4  ^  qi  =  — 18,  q»  =  9,  q»  =  —  1,  q4  =  0 
a  =  6     „     qi==  — 12,  q2=   7,  q8  =  — 1,  q4  =  0. 

Die  SBurjcIn  bcr  ©lei^ung  in  y  finb  alfo  +3,  +4,  +6; 

ba^er  ifl: 

f(y)  =  (y-3)(y-4)(y-6)  =  o 
unb  loeil  Vi8y=x,  fo  ^at  bie  gegebene  ©leid^ung  folgenbe 
3  pofUiüe  9Bur}e(n: 

Vi2,  Vi2,  Vi2  ober  V4.  Vs,  V2,  [0  bofe  aljo: 
f(x)=  (X- V2)(x-  V8)(x-~  V4)  =  0. 

14.  $ier  lommen  nur  geid^enwed^fel  bor,  bal^er  biefe  ©leid^ung 
3  pofitibe  SOBurjeln  l^at.  Um  bie  Srüd&e  fortjufddoffen,  fefee 
man  x  =  Vi»y  unb  man  erßält: 

y8  _  23y«  +  174y — 432  =  0. 
@iS  t{l  leidet  erftd^tlid^,  bag  1  nid^t  SSJur^el  bieder  ©leid^ung 
fein  fann.  Die  Jl^eiler  öon  432  jtnb:  2,  3,  4,  6,  8,  9,  12, 
16,  18,  24,  27,  36,  48,  54,  72,  108,  144,  216.  ®a  bie 
^njal^I  berfelben  {e^r  grog  ifl,  fo  fe^e  man,  um  biefelbe  in 
engere  ©renjen  einjufd^Iiefeen,  y  =  z+3  unb  man  erl^ält: 

3»~23  .  38+174.  3— 432  =  -  90. 
3)ie  Steiler  öon  90  finb  2,  3,  5,  6,  9, 10, 15, 18,  30,  45 
unb  wenn  fie  um  3  öermcl^rt  »erben  5,  6,  8,  9,  12,  13, 
18,  21,  33,  48,  morauS  folgt,  bag  bie  SSJurjeln  ber  ©leii^ung 
in  y  nur  unter  ben  3:^eilern  6,  8,  9,  12,  18,  48  )U 
fud&en  finb. 
gut  a  =  6  wirb  qi  =  —72,  q«  =  17,  qg  =  — 1,  <i4  =  0 
fi    o  =  8     „     qi  =  —54,  q2  =  15,  qs  =  —  1,  q4  =  0 
„    a  =  9     „     qi  =  -48,  q2  =  14,  qs  =  — 1,  q4  =  0. 
gfüt  a=12, 18,  48  erl^alten  toir  für  q  leine  ganjen  3öl&Ien; 
f olgli^  finb  bie  SBurjeln  ber  ©leid^ung  in  y  =  6,  8,  9,  f 0 
bag  a(fo: 

f(y)=(y-6)(y-8)(y-9)  =  0ift. 
3)a  nun  x  =  Visy,  fo  finb  bie  ffiurjeln  ber  gegebenen  ©I. 
V12,  V12,  »/12  ober  V2,  %,  V4.    6ö  ip  olfo: 
f(x)  =  (x-  V2)(x-  VsXx-  V4)  =  0. 

15.  Diefe  ©leid^ung  l&at  2  3c5^^nfoIgcn  unb  einen  '^zM^tn^ 
loed&fel,  alfo  2  negatiöe  unb  eine  pofitiöe  SBurjel.  3"^ 
Sortfd^affung  ber  Srüci^e  fej^e  x  =  Visy,  fo  wirb; 

y8+29y^—1290y— 37800  =  0. 
Die  Steiler  beS  abfoluten  ©liebes  finb:  2,  3,  4, 5,  6,  7,  8, 
9,  10,  12,  14,  15,  18,  20,  21,  24,  25,  27,  28,  30,  35, 
36,  40,  42,  45,  50,  54,  56  u.  f.  ».  u.  f.  ». 
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gfomtt  man  bie  @I.  in  y  um,  fo  ffai  man: 
y(ya — 1290) +29(y8  -  "«»/a«)  =  0. 
©eftt  man  l^ierin  y  =  ±37,  \o  »irb  baS  5RefuItat  ein  po« 
fitiöeö,  bal&er  y<±37.    ©e^t  man  y  =  ±29,   fo  ent* 
peW   ein  negatiöeö  Slcfultat.     ®a    alfo  v  <  ±  37   unb 
y>±29  i%  fo  liegen  bie  SBurjcIn  jmifd&en  ±29  unb 
±37;  ballet  Rnb  unter  ben  Sl^eilern  bcö  SlbfoIutgliebeS 
Mos  ±30,  ±35  unb  ±36  gu  öerfud^en. 
gür  a=+30  toirb  qi=— 1260,  q2=— 85,  qs  gibt  feine  g.  Saf^l 
^    «=-30    ,    qi=+1260,q2=+l,  qs=-l,  qi=0 
„    a=+35    „    qi=— 1080,  q^  gibt  leine  g.  Sa^I 
«=-35     „     qi=+1080,  qa=+6,  q8=-l,  q4=0 
a= + 36     „     qi  =—1050,  q2=— 65,  q8=—  1,  q4==0 
«=—36    „    qi= +1050,  q«  gibt  leine  g.  3a]&I. 
SRitl^in  finb  —30,  —35  unb  +36  bie  SBurjeln  ber  ®l 
in  y:  es  iji  alfo: 

f(y)  =  (y+30)fy +35)(y  --  36)  =  0. 
S)a  nun  x  =  y^j,  fo  finb  bie  SBurjeln  ber  gegebenen 
©(eid^ung: 
-"^U,  -'^li^,  «V45  ober  -Vs,  -V».  V5;  ba^er  ift: 

f(x)  =  (X+V8)(X  +  V9)(X-V6)  =  0. 

16,  ®iefe  ®(.  f^ai  jioei  3^i^«tTfoIgen  unb  einen  Sexäimtotä)\d, 
ba^er  jmei  negatiöe  unb  eine  pofltiöe  SBurjel.  ©e^e 
x=  Ve(y+1),  fo  toirb: 

y8+16y»+35y— 52  =  0. 
6S  ift  fofort   erftd^tlid^,  ba6   burd^  bie  ©ubftitution  Oon 
y  =  +  1  biefe  ©leidftung  annullirt  toirb.    hiermit  iji  bie 
pofttiöe  SBuriel  ber  ®I.  gefunben.  Sic  Steiler  bon  52  finb: 
2,  4, 13,  26,  52.  ®a  bie  ®I.  nur  eine  pofttibe  SBurjel  f^at, 
fo  braud^en  toir  blod  ben  SSerfud^  jur  Sntbedung  ber  beiben 
negatioen  SaSurjeln  mit  —2,  —4,  -13,  —26,  —52  ju 
mad^en. 
pt  a  =  — 2  toirb  qi  =  +26,  q»  gibt  feine  g.  3a]^I 
„     a  =  — 4    „     qi  =  +13,  q^  =  —12,  qs  =  —1,  q4=0 
„    a  =  —13  „    qi  =  +  4,  qa  =  —  3,  q8=?— 1,  q4=0. 
Salier  finb  bie  SBurjeln  ber  ®I.  in  y=  +1,  —4,  —13; 
folglid^  l^at  bie  gegebene  ®l.  bie  SBurjeln: 
V6(l+1),  V6(-4+l),  V6(-13+l)  ober  +1/8,-72,-2. 
6§  ifl  alfo: 

f(x)  =  (x+V2)(x-V8)(x+2)  =  0. 

17.  grfe^t  man  bie  fel^Ienben  ®Iieber  biefer  ®I.,  fo  toirb: 
f(x)  =  x«±0x5-  14x*±0x»+49x«±0x  —  36  =  0. 
^ierauiS  gel^t  l^erbor,  ba|  biefe  ®l  brei  Qtiiimmi^\ü  unb 
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ebcnjo  brei  3«i<5^nfoIpen  l&at;  mitl^in  Pnb  brei  SButicIn 
pofitlo  unb  brei  ncgotit).  Um  bie  obere  ©reitje  ber  SBur* 
jeln  ju  bejiimmcn,  gebe  man  ber  ®I.  folgenbe  gform: 

i*(x2—  14)+49(x«  -  »749)  =  0. 
gfür  x  =  ±5  gefegt,  entfielt  ein  })ofttit)e§ «efultat;  folglid^ 
liegen  bie  SOßurjeln  iioifd^en  0  unb  5  unb  »ir  l&aben  beider 
Don  ben  Il^eilern  beS  abfoluten  ©liebeS  WoS  mit  ±1,  ±2, 
±3,  ±4  ben  aSerfudd  mad^en. 
Pr  o  =  + 1  tuirb  qi  =  -36,  q«  =  —36,  qs  =  + 13,  q^  =  13, 
„    a=-l     „    qi  =  +36,  q2  =  — 36,  q8  =  — 13,  q4  =  13, 
,,    a=+2    „     qi  =  — 18,  q,  =  —  9,  q8  =  +20,  q4  =  10, 
„    a  =  — 2     „    qi=+18,  q8  =  —  9,  q8  =  — 20,  q4  =  10, 
„    a=+3    „     qi  =  ^12;  q2  =  — 4,  q8  =  +15,  q4=^  5, 
f,    a  =  — 3    „     qi  =  +12,  q2  =  --  4,  q8  =  — 15,  q4=  5, 
q6  =  —l/  q6==— 1,  q7  =  0 
q6=+l,  q6  =  — 1,  q7  =  0 
q6==-2,  q6  =  — 1,  q7  =  0 
q6=+2,  q6  =  — 1,  q7  =  0 
q6  =  — 3,  q6  =  — 1,  q7  =  0 
q6=+3,  q6  =  — 1,  q7  =  0. 
3für  a=±4  »irb  q  leine  ganje  3ö^l;  foIgIi(^  Pub  bie 
6  SBurjeln  ber  ©leid&ung:  ±1,  ±2,  ±3  unb  eS  ifi  bal&er: 
f(x)  =  (x+l)(x- l)(x+2)(x-2)(x+3)(x— 3)  =  0 
=  (x«  -  l)(x«— 4)(x«-9)  =  0. 
18.  Diefe  ®Ieid&unp  %cX  nur  3cic^entt)ed&?el,  toeS^alb  olle  6  SBur» 
jeln  pofitiö   finb.    S)a  e§  eine  reciprole  ©leid^ung  ifi,  fo 
biüibiren  ibir  biefelbe  burd^  x®  unb  eS  wirb: 

(x.+^)-6(xH^)+14(x+l)-18  =  0. 

^t  x+-  =  y,  fo-wlrb  x«+^  =  y«— 2  unb  x»+=i  = 

y»  — 3y;  eS  iji  bolzet: 

y»_3y_6{y«— 2)+14y-18  =  0  ober: 
y»_6y«+liy_6==0. 
3)tefe  ®Iel(^utt8  l&at  no^  9lt.  1  biefeS  §.  bie  pofttiöen  Sffiur« 
jeln  1,  2,  3:  mitl^m: 

(1)  x+^=l;  folfllid^  xi  unb  X8  =  V»(1±K=3) 

(2)  x+i  =  2;       ,      X,  unb  X«  =  V«(2±0) 

(3)  x+\  =  3;      „      X6  unb  x,  =  V»(3±|/5). 
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Ober:  @S  i{l  leidet  erftd^tltd^,  ba^  butti^  ©ubfHtutton  bon 
X  =  1  baö  aicfuüat  ber  gegebrnen  ©Icitjung  =  0  »irb, 
toeöl^ölb  +1  eine  SDÖurjel  ber  ®I.  ip.  5)ibibirt  man  ballet 
bielelbe  burc^  x  — 1,  fo  erl^alten  wir: 

x6_5x4+9x»— 9x»+5x  — 1  =0. 
2)ieffi$  tfl  eine  redprole  ©lei^ung  bon  einem  ungeroben 
®rabe,  morin  bie  gleichnamigen  Soefficienten  gleid^e  93or« 
jeid&en  l&aben,  »eSIftalb  fte  naäf  §.  183  burd^  x— 1  tl^eil« 
bor  ifi.  Sle^imen  »ir  biefe  ©ibifton  bor,  \o  entfielet  bie 
recibrole  (Sleid^ung: 

x*-4x*+5x«-4x+l  =  0. 
hieraus  erl^alten  mir: 


(x«4)-4(x+l)+5  =  0. 


©e|t  mQttx+-  =  y,  fo  tt)irb  x«4— g  =  y*— 2;  bal^er  iji: 

y*— 4y+3  =  0  ober  (y— l)(y— 3)  =  0;  mitJ^in: 
Vi  =  1  unb  y2  =  3;  bal^er  ift: 

(1)  x+^=3;  folglid^  x,  unb  X4  =  V2(3±|/5) 

(2)  x+^=  1 ;      „      X5  unb  x,  =  V2(l±l^=3)- 

SRitl^in  ift: 

f(x)=(x-l)»(x-V2(3+l/5))(x-V2(3-k'5))x 
(X- V2(l+l^=3))(x- V2(l-l/=3))  =  0. 

19.  a)iefe  ©leid^ung  ^ot  jtoei  Sei^entoed^fel  unb  jtoei  3ri<5en» 
folgen,  alfo  }tt)ei  pofitibe  unb  jmei  negatibe  SBurjeln.  3)i» 
bibiren  toir  bie  ®I.  burd^  3,  fo  entfielt  bie  @L: 
X*— Vsx»— "/sx«- VaX+1  =  0. 

©ubpuiren  toir  für  x  in  biefe  ®l  +1  unb  —1,  |o  pn« 
ben  »ir,  bafe  im  Jjjeiten  gfalle  bai5  SRefultot  =0  »irb, 
Qlfo  ip  —  1  eine  SBurjel  ber  ®l.  5)ibibiren  toir  biefelbe 
burdj  x+1,  fo  erl^alten  toir: 

x'— Vsx«— V8X+1  =  0. 

formen  loir  blefe  ®I.  um,  fo  erl^alten  toir: 

(xHl)-V8x(x+l)  =  0  ober: 

(x«-x+l)(x+l)— V8x(x+1)  =  0;  ba^er: 

(x«  -  i%x+ l)(x+ 1)  =  0 ;  folglich : 

x+1  =  0;  bal^er  aud^  i^g  =  —  1.    ferner  ijl: 

X«  — i78X+l  =  0  ober  (x— 3)(x-V8)  =  0;  bal^er: 

xs  =  3  unb  X4  =  Vs;  hmnaq  ifi: 

f(x)  =  (x+l)(x+l)(x-  3)(x  -  V8)  =  0. 
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20.  ©rgänjen  »tr  iti  btefer  ®I.  bic  fc^Ienben  ^otenicn,  fo  er« 
Idolien  mir: 

x5+0x*+0x»±0x«±0x  — 1  =  0. 
2)iefc  @I.  I^Qt  nur  eine  pofitiöe,  aber  öier  negatiöe  2Bur« 
geln.    Sl^eilen  »ir  biefelbe  burd^  x— 1,  \o  n^alten  wir: 
x*+x»+x«+x+l  =  0  ober: 

SBenn  toir  |teiin  x+-  =  y  fejen,  fo  wirb: 

y«+y-l  =  0;  folglt*  y  =  V.(-l±l/5). 
©efeen  mit  btefen  Sffiertf  für  y  ein  unb  bePimtnen  x,  fo 
wirb,  bo  xi  =  1  iji: 

X,  unb  X3  =  V4  {- 1  +1/5 +K- 10-21/5} 
X4  unb  X6  =  V«  {-  1—1/5+V  — 10-21/5} 

21.  ®iefe  ©lei^ung  läfet  fid^  in  ba8  gJtobuft  aweier  binomifc^er 
gfaftoren  jerlegen  unb  babutii^  entließt  bie  ©leic^ung: 

(x«—  l)(x»+l)  =  0;  ^ierouS: 
(1)  X«— 1=0  unb  (2)  x»+l  =  0. 
«US  (1)  unb  (2)  folgt  xi  =  1,  x,  =  — 1.    ®ie  ferneren 
SBurjeln  für  x  ergeben  ^äf  ou3  §.  486  3lt.  1. 

Ober:  ©ubjiituirt  man  fowo^I  +1  al8  anä)  —1  in  bie 
gegebene  ®I.,  fo  toirb  bog  giefuttot  =0;  foIgIt(ft  ip  bie 
@I.  fowo^I  buri§  X— 1  ül8  au(^  \)üxi)  x+1  t^eilbor.  S)i- 
oibirt  man  ba^er  x«— 1  bur^  (x— l)(x+l)  =  x«— 1, 
fo  erl^ält  man: 

x*+x«+l=0;  ^ierou«  folgt:      . 

x*  =  y,{-l±V^-3);  bemnod^  x  =  +l/V«(-l±l/^). 
aSerttanbelt  man  m^  §.  339  biefen  3lu8bru(f  in  bie  Summe 
iweier  Quabratwurieln,  fo  |at_man,  ba  m  =  — 1,  olfo 
m«  =  (-l)»  =  l,  |/n  =  1/-3,  a(fo  d=:-3: 

±i/v,(-i±i/=3) =±|/v2(-v,+v,^^^+3)± 

Kv»(-V«-V«kT+3) = +l/V»(-V2+l)±l/V2(-V«-l) 

= ±  vy* +1/^ = ±  Va(i  ±  K^). 

SKit^in  i|t:  xi  =  1,  x,  =  -J^x,  unb  x*  =  V.(1±K=3), 
X6  unb  X,  =  V,(- 1  + 1/-3). 

22.  @ine  gBurjel  biefer  ©leid^ung  ifi  =  1.    ®ie  gegebene  ®I. 
burd^  X— 1  bioibirt,  gibt: 

x«+7x«+18x+24  =  0. 
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5)te  SBurjcIn  btcfer  ®I.  finb  alle  neaattö,  toeil  nur  3^1(5^«' 

folflcn  barin  öorlommcn.  Da  —1  feine  SBurjel  biefer  ®I. 

ifi,  fo  untet^ud^en  »ir,  »eld&e  bon  ben  übrigen  Steilem  beS 

abfoluten  ©liebe«  SBurjeln  ber|elben  finb. 

gut  a=—2  »irb  qi  =  --12,  q«=— 3,  q8=— 2,  q4>0 
n    a=—S     „    qi  =  —  8,  qa  leine  g.  SalJI 
^    a=—4     „    qi=--  6,  q2=— 3,  q8=— 1,  q4=0 
„    a=— 6,  —8,  —12  tuirb  q  feine  ganje  gal^I. 

ftierauS  folgt,  bafe  bie  eingige  reelle  SBurjel  ber  cubifc^en 

©leid&ung  =—4  ift.    5)ibibiren  »ir  bal^er  bie  ®(.  bur(^ 

x+4,  fo  toirb: 

x«+3x+6  =  0. 

2lu8  biejer  quabratifd^en  @I.  folgt: 

X3  unb  X4  =  V2(— 3+l/=15). 

(^8  §.  100.) 

509*  S)ie  SBurjeln  einer  ©leid^ung  pnb  entmeber  reeD  ober 
imaginär.  Sie  reellen  SBurjeln  unterfd^eiben  fid&  in  rationale 
unb  irrationale.  3n  bem  SSorl^erge^enben  l^aben  mir  bie  Der* 
fd^iebenen  SBege  !ennen  gelernt,  auf  benen  bie  rationalen 
SJBurjeln  einer  @I.  gefunben  »erben  lönnen.  3nbeffen  nid^t  fo 
einfad^  i|t  ba§  SSerfa^ren,  um  bie  irrationalen  SBurjeln  auf« 
jufinben.  ®a§feI5e  befte^t  in  ben  logenannten  31  äl^ er  ungS* 
30t et  1^0 ben,  föoburd^  toir  fold^e SBurjeln,  loenn  aud^  nid^t 
genau,  bod^  immerhin  fo  genau,  als  nur  verlangt  »erben 
fann,  beftimmen  lönnen. 

Um  nun  eine  numerifd&e  ©leid^ung,  beren  SBurjeln  irra« 
tional  pnb,  aufjulöfen,  muffen  »ir  i^r  immer  bie  gorm 
N  =  0  geben  unb  in  biefelbe  für  bie  Unbelannte  ber  Seilte 
nad^  0,  1,  2,  3 ... ,  bann  —1,  -—2,  —3, . . .  fejen.  S)a^ 
burdö  erhalten  »ir  im  3lIIgemeinen  SBertl&e  für  N,  bie  nid^t 
flleid^  0  pnb.  gfinben  toir  nun  in  ber  Sleil^e  ber  fo  erl^altenen 
N  jtoei  aufeinanber  folgenbe,  bie  öerfdjiebene  SSorjetdJen 
fiabm,  alfo  ettoa  bie  ben  SBert^en  a  unb  a  + 1  oon  ber 
Unbefannten  entfpred^enben  N,  fo  fönnen  toir  nad^  §.  482 
fd^Iiefeen,  bafe  jtoifd^en  a  unb  a+1  toenigfienS  eine  SBurjel 
ber  ©leid^ung  liegt.  SBenn  toir  ben  S3rud(|  Dernad^fäffigen,  ■ 
fo  lönnen  toir  alfo  fd^on  a  ober  a+1  als  SBuriel  ber  ®I. 
annehmen.  @l&e  toir  aber  bie  eigentlid^e  Slä^erungS^SDletl^obe 
beginnen,  ip  e§  rat^fam,  nod^  bie  S^ijxiUl  toenigfiens  ber 
SBurjel  burd^  SBerfuc^e  ju  beftimmen.    SBir  fe^en  alfo  in 
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bie  ©leic^ung  bic  SQßertl^e  a+Vio.  a+Vio...  a+Vio  ein  unb 
crl^olten  bann  butd^  Sercd^nung  ber  entfjjrcd^enben  SBctt^c 
öon  N  folgenbc  gmei  IorreS})onbirenbc  SReil^cn: 
a,    a+04,  a+0,2,  a+OA  a+0,4,  a+0,5,  a  +  0,6,  a+0,7, 
No,      Ni         Na  N8  N4  Nß  N«  N7 

a+OÄ  a+0,9,  a+1 
Ng  N9  Nio. 
3)0  nun  No  unb  Nio  mäf  ber  aSorauSfcJunfl  entgegcngefefete 
SBorjeld^en  ^abcn  (ongenommcn  No  fei  pofttio,  Nio  negotiö), 
fo  lönnen  j.  8.  No,  Ni,  N2 . . .  bis  etoa  Ne  alle  })oritit), 
aUe  folgenben  aber  negatit)  fein;  bann  loiffen  mir,  ba^ 
jtt)if(^en  a+0,6  unb  a+0,7  eine  SQBurjel  ber  ©leid^ung  liegt. 
UeberlÖau})t  aber  ba  bie  legten  ©lieber  ber  Seilte  No  unb 
Nio  entgegengefe^te  3eici&en  l^aben,  fo  muffen  fid&  in  ber 
SRei^e  »enigfienS  ein  ^aar  aufeinanber  fofgenbe  ©Heber  fin* 
ben,  bie  Derfd^iebene  Seiten  ^aben;  bann  (iegt  )n)ifd^en 
ben  enifpred^enben  SBertl^en  t)on  ber  Unbefannten  loenigfienS 
eine  SBurgel  ber  ©leid^ung.  3«  berfelben  SQBeife  fönnte  man 
bie  SSJurjeln  ber  ©(eid^ung  no(!^  weiter  Derfolgen.  2Bir  nel^« 
men  alfo  an,  bag  man  gmei  fel^r  toenig  Don  einanber  der« 
fd^icbene  ©renjen  l^abe,  gioifd^en  benen  »enigftenS  eine 
SBurjel  ber  @Iei(i&ung  liegt;  mir  lönnen  bann  aber  nur  unter 
ber  SSorauSfeJung  meiter  red^nen,  bafe  jh)if(!6en  benfelben  nur 
eine  SBurjel  liegt,  »eld^eS  allerbingS  aud^  mittel^  gemiffer 
©äfee  meiter  unterfud^t  »erben  fann. 

9le]^men  wir  nun  etma  bie  ©leid^ung  dorn  britten  ©rabe 
x«+ax*+bx+c  =  0  unb  fe^en  n  gleid^  einer  ber  ©renjen, 
weltj^e  für  eine  SOBurjel  gefunben  »urben,  \o  bafe  alfo  x  =  n+h 
ip,  Wo  h  feör  Hein,  etwa  <0,1  ift.  Sül&ren  wir  biefen  SBert^ 
in  bie  gegebene  ©leid^ung  ein,  fo  wirb: 

X*   =(n+h)»  =n8+3ii2h+3nh«+h3| 

ax«  =  a(ii+h)2=aii2+2anh+ah«       [  =0. 

bx  =b(n+h)  =bn-fbh  | 

c     =  c 

S)a  h  febr  Hein  ift,  fo  ifi  h^  h»  um  fo  Heiner  unb  wir 
fönnen  ba^er  für  eine  erfte  Stnnä^erung  bie  mit  ^öl&ern 
^otenjen  öon  h  bel^afteten  ©lieber  ben  anbern  gegenüber 
berna^Iäfflgen,  bann  wirb  bie  öor^ergel^enbe  ffileid^ung: 

n3+3n2h+an2+2anh+bn+bh+c  =  0. 
StuS  biefer  ©leid^ung  folgt: 

~        3n«+2aii+b 
SIbbirt  man  biefen  2Bert^  Don  h  ju  n,  fo  erl&ält  man  einen 
genauem  SBert^  für  x,  ben  man  wieber  als  Slä^erungS« 
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toettl^  bet  SBurgel  anfe^en  unb  n  glei(]^fe^en  fann,  toorauf 
man  bann  »teber  eine  neue  ßorreltion  h  pnbet  u.  f.  to. 
S)er  S^W^  öon  h  ip  =  N  für  x=n;  ber  Kenner  tji  bie 
Ableitung  Don  N,  bte  erl^alten  loirb,  ttenn  man  in  N  )ebe§ 
©lieb  mit  bem  ^ipomnitn  öon  x  multi|)licirt  unb  bie 
@l})onenten  jeben  ©liebeS  felbp  um  1  öerminbert,  aud^  für 

x  =  ii.  S)en  93rud^  für  h  »oDen  tt)ir=— ^  fejen.  gfolg- 

_        N_  2nHan«— c 
^~^     Ni~3n«  +  2aii+b 
2.  a)  @e|t  man  l^ier  x  =  n+h  unb  läfet  glei(5  bei  ber  6nt« 
midelungbie  ^otenjen  h\  h'..  unberüdpdjtiflt,  fo  l^atman: 
nH4n»h+an8+3an«h+bn«+2biih+cn+ch+d  =  0. 
o  f  f  X   i,  n*+an»+bn8+cn+d  N    .  .    ' 

Solfllt*:  h  =  -  4^3^^.+2bn+c   =  " Nl  ^  ^^^"  '' 
_       N  _3n*+2an»+bii»  — d 
^~^     Ni  ~"  4n»+3aii«+2bn+c 
ß)  ©e^t  man  in  bie  ©leiti^ung  Dom  fünften  ©rabe  x=n+h 
unb  üernad^läffigt  bie  l(|öl^ern  ^otenjen  Don  h^  an,  fo  loirb : 
n«^ +5n*h +an* + 4an8h+bn»+ 3bii2h + cn« 
+2cnh+dn+dh+e  =  0. 
f)ieraud  ergibt  fid^: 

,  _     n'^+an^+bn^+cii'+dn+e  _      N    .  . 
^~      5n*+4an8+3bn2+2cii+d  ~      n/^  ^^'^^* 

N      4n»+3an*-h2bn»+cn2— e 
x  =  n- 


Ni  5n*+4an8+3bn«+2cn+d 
3.  ®S  fei  in  ber  allgemeinen  ©leid^ung:  x'^+ax'^-^+bx'^-^ 
+cx'"-^..+p  =  0,  ber  9lä]^erungg»ert]&  für  x  =  n+h, 
tt)o  h  |o  Mein  fein  foll,  bafe  bie  gntloitfelung  nur  bis  ju 
bem  ©liebe,  »eld^eS  mit  ber  erjien  ?ßotenj  Don  h  bel^aftet 
ijt,  auSjufül^ren  nöt^ig  i|t,  fo  ergibt  [xä): 
n°^+mn°^~%  . .  +an°^-*+(m--l)an°^-%+  . .  +bnP-*+ 
(ra— 2)bn^-»h+  . .  +cn^-8+(m— 3)cn°^-*h+  . . .  .+kn 

+  kh+p  =  0, 
golglid^: 

, ii'^+an'"-^+bii'°-^+cn'°-H»..+kn+p =— ^ 

mn°^-i+(m— l)an°^-2+(m— 2)bn°^-»+(m— 3)cn»^-*+..+k       Ni 
aWit^in: 
_      N     (m-l)ii'^ + (m— 2)aD'^-^ + (m-3)bn'"-^ + (m-4)cn'"-^ + .,~p 
^    ^    Ni""  mn-^-i+Cm— l)aii°^-24.(m— 2jbii"^-3+rin— 3)cn«-*+...k 
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©ubjittutrt  man  in  bicjer  allgemeinen  gformel  in=3,  4,  5, 
^0  ergeben  pd^  bie  öorl^erfle^enben  gformeln  in  5Rr.  1  unb  2. 
L  SBenben  toir  jeftt  baS  üotl^in  ©efogte  auf  bie  folgenben 
(Bleid^ungen  an. 
©ejt  man  l(|ier:  * 

x  =  0,  fo  »irb  N  =  — 5 
x  =  l,  ,     „    N  =  -l 
x  =  2,   ^     „     N  =  +9. 
3)arauj5  folgt,  bag  eine  SBurjel  ber  ®I.  jtoifd&en  1  unb  2 
liegt,  aber  nä^er  bei  1  als  bei  2.  ©efeen  »ir  ba^er  x=l,l 
unb  x  =  l,2,  fo  »irb  in  jenem  gafle  N  =  — 0,039  unb 
in  biefem  gfaHe  N  =  +0,048.  ©atauS  folgt,  bafe  bie  SäJur- 
jel  jmifd^en  1,1  unb  1,2  liegt.  Salbet  nehmen  mir  n=l,l 
unb  fud^en  bie  @ocreftion  h.    9lun  ift: 

,_     U»+3.1,l~5      0,369  __  ,^,, 
^-~,    3.1,l»+3~""6;63""^'^^^- 
SBir  l^aben  alfo  fd^on  einen  genauem  SOßertlö  ber  SBurjel, 
nämli*  1,1+0,055  =  1,155.  ©e^en  »ir  biefen  2Bert^  für 
X  in  bie  ®I.,  fo  tt)irb: 

N  =  1,1553+3  . 1,155—5  =  +0,0057988; 
alfo  fel^r  Hein,  fo  bafe  ber  2Bert^  x  =  1,155  j[(^on  jiemlid^ 
genau  ift.  ®a  biefer  ©ert^  öon  N  pofitiö  \%  fo  loijfen  loir 
id^on,  bafe  ber  toafjtt  fflert^  etmaS  Keiner  ift,  als  1,155, 
fobag  bie  folgenbe  ßiorreftion  negatit)  fein  mug,  load  fic^  aud^ 
ergeben  toirb.    6§  ifi  nämlid^: 

Nt  =  3 .  l,115«+3  =  7,002075 ;  ba^er : 
_     0,0057988  _     ooooftSft 
^'  -  ~  7,002075  -  ^  0,000828. 
Der  nod&  genauere  SBurjetoert^  ift  mitl^in  1,155—0,000828 
=  1,154172.  Um  nun  ju  fe^en,  wie  genau  biefer  SBert^  ift, 
um  nöt^igenfallS  eine  neue  ©orretion  eintreten  )u  laffen, 
muffen  »ir  N  für  x  =  1,154172  bered^nen.  Slun  ifi: 

N  =  1,1541728+3.1,154172  -5  =  0,00000353. 
S)er  aOßertl^  Don  N  ift  alfo  fd^on  in  ben  5  erfien  Secimal- 
ftellen  nid^t  mel^r  Don  9tuII  Derfd^ieben.   ©ud^en  mir  bal^er 
eine  neue  ©orreltion,  fo  »irb,  »eil: 

N,  =  3 .  l,154172«+3  =  6,99633902; 

^^°^ 6,^3902  == "  Q^QQQQQQ5Q^>  ^^««^*  ^P  ^^^^' 

X  =  1,154172—0,000000504  =  1,154171496. 
3ur  SSerificirung  biefes  SBertl^eS  öon  x  bered^nen  mir  ben- 
felben  nadj  ber  ©arbanifd^en  Sormel  2  in  §.  489,  fo  er- 
halten mir,  ba  p  =  3,  q  =  5  ift: 
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I  =  [/'2ß+[/^ü+i+V  2,5-l/«V4+l  = 

3  3 

V  2,5 + Vt|/29+ V  2,5- V»l/29 

8  8 

=  i^5,1925824035672+l/-0,1925824035672 
=  1,73165404—0,57748255  =  1,15417149. 
SRHl^in  iji  bet  mittel ji  ber  9lä]^erung5«2Retlöobe  bered^nete 
SBurjeltoert^  in  bett  8  erßen  3)ecimai{!enen  gon^  genau. 

^ibibirt  man  bie  gegebene  ®I.  butd^  x — 1,15417149,  fo 
etbalten  »Ir: 

x«+ l,15417149x+4,332110697  =  0; 
bälget  pnb  bie  beiben  anbern  SBurjetoertl^e  ber  ©leid^ung: 
X2  unb  X8  =  - 0,57708574  ±1,999770671^-1. 

5.  ©ejt  man  in  bieget  ©leid^ung  x  =  0,  fo  toirb  N  =  +  3 
unb  für  X  =  —  1  tt)irb  N  =  —  5,  »orauS  folgt,  bafe  ber 
reelle  SQBurjetoertl^  Jtoifdöen  0  unb  —  1  liegt,  alfo  unter 
ben  S3rü(i&en  —  Vior  —  Vio/  —  Vio.  — */io.  —  VioU.  f.  tt). 
}U  fud^en  ift. 

gfür  x  =  — Vio  toirb  N=  +2,299 
^    x  =  -Vio     „    N= +1,592 
„    x  =  — Vio     .    N= +0,873 
„    x  =  -Vio     .    N= +0,136 
„    x  =  -Vio     „    N= -0,625. 
SSJir  erfelden  hieraus  fd^on  genauer,  ba^  ber  SBurjelmert^ 
jwifd^en  —Vio  unb  —Vio  Hegt.  Se^en  »ir  alfo  n=— 0,4, 
fo  »irb: 
._      N  _      0,4'+7.(-0,4)+3 _      0,136 _     ^..^ 
^~     Ni  ~  3.(-0,4)«+ 7     -      7,48  ~     "'"^^' 

Salier:     ni  =  —0,4—0,018  =  —0,418. 
9lun  i|i  ferner: 
N  =  (-0,418)»+7.(—0,418)+3=  +0,000965368  unb 

Ni  =  3.(-0,418)«+7  =  7,524172;  mithin : 
,             N          0,000965368  aaaaioqo    z  t  fx 

hi  =  -^  = 7^524172"=  ""^^^^^^^^^>  ^^^Ä^^*- 

X,  =  -.0,418-0,0001283  =  -0,4181283. 
©e^en  toir  biefen  SDBertl^  für  x  in  bie  ®I.,  fo  toirb: 
-0,4181283»+7.(— 0,4181283)+3=  —3,000000003+3  =  0. 
©emnadj  ifi  ber  SGBertl^  für  x  in  ben  7  ©ecimallteüen  ganj 
genau,  toedbalb  ed  bal^er  leiner  fernem  Sorrettion  mel^t 
bebarf.  2)iDtbire  bie  gegebene  ©leid^ung  bur^  x +0,4181283, 
fo  erl^alten  toir  bie  quabratifd^e  ®I.: 
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x«-0,4181283x+74748313  =  0,       

tootauS  Xi  unb  x»  =  0,2090642  +  2,67041631/— 1. 

6.  gs  ift  Ict$t  txfxä)Üxil),  bafe  butd&  iSubjHtution  bon  pofitiüen 

SBcrt^en  für  x  feine  mit  entgegengefe^ten  3^i<ä&^n  bel^afteten 

aiejultate    entftel&en    tonnen.     ?lun   toirb  für  x  =  —  1 

N=+17   unb  für  x  =  — 2  N=+17,  für  x=  — 3 

N=+5,  für  x  =  — 4  N  =  — 25,  toorauS  folgt,  bafe 

ber  recHe  SBurgeltoertl^  jtDif(i&en  --3  unb  —4  liegt  unb 

iiDQr  nä^er  bei  —3  als  bei  —4.    ©e^en  toir  bal&er,  um 

einen  genauem  SBertl^  ju  erl^olten,  n=— 3Vio/  —  3Vio, 

— 37io  u.  f.  m.  unb  bcflimmen  ben  SOBertl^,  ber  fi^  bei 

biefer   atnno^me   für   N   ergibt,    gür    n  =  — 3,1   »irb 

N= +2,909  unb  für  n  =  — 3,2  toirb  N  =  0,632  unb 

für  n  =  — 3,3  toirb  N  =— 1,837.   ÜRitl^in  iji  ii  =  — 3,2 

eine  genauere  SBurgel;  bal^er  i{l  bie  Sorreltion: 

,  N  0,632  ^^^^      .^^. 

h  =  -jj;=~2|-72  =  -0,026;  mithin: 

ni  =^  - 3,2  -  0,026  =  —3,226. 
3für  biefen  SDBert^  t)on  n  toirb: 
N  =  (—3,226)^+7.3,226+11  =  0,008772824 
Ni  =  3.(— 3,226)2— 7  =  24,221228 ;  halber: 

,  N  0,008772824  nnAAO^o     ^  t; 

^^==-^1=="-  24,221228    =-0^000^62;  ba^er: 
na  =  —3,226—0,000362  ==  —  3,226362. 
8für  biefen  5EBertl&  t)on  n  toitb: 
N  =  0,000003471172730072  unb  Ni  =24,428235265132; 

ba^er:  ha  ==  — ^  =  —  0,000000142;  mithin: 

xi  =  -3,226362— 0,000000142  =  -3,226362142. 
SiDibire  bie  gegebene  ®I.  bur$  x  +  3,226362142,  fo  er* 
l&alten  mir: 

x«— 3,226362142x+3,409412671  =  0;  mithin: 
xa  unb  X8=+ 1,613181071  ±0,8983649051/=!. 

7.  gür  x=l  mirb  N=-8,  für  x  =  2  toirb  N  =  --5, 
für  x  =  3  mirb  N=+10;  alfo  liegt  jmifiä&en  2  unb  3 
eine  reelle  SQBurjel  ber®!.  ©e|t  man  nad^einanber  x=2,l, 
2,2,  2,3,  2,4,  2.5,  fo  ^at  für  bie  t)ier  erften  Slnna^men  N 
einen  negotiDen  SOBcrtl^  unb  für  le^tere  einen  t)ofitiDen.  ^üi 
X  =  2,4  mirb  nämli^  N  =  —0,776  unb  für  x  ^  2,5  mirb 
N  =  +0,625.  gin  genouerer  SBert^  als  2  i|i  alfo  2,4.  93ei 
biefer  Slnnal^me  mirb  Ni  =  13,28;  alfo: 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    288    — 

h  =  - ~=  +.^g=  +0,05;  bo^er  n =2,4+0,05 =2,45. 

gffit  bie[en  SBett^  Don  n  toirb: 
N  =  — 0,093875  unb  Ni  =  +14,0075;  bo^er: 

h.  = — ^  =  +0,0067 ;  olfo  n,  =  2,45+0,0067  =  2,4567. 

gffit  bte[m  fEktÜt  bon  n  toitb: 
N=  +0,000305492263  unb  N.  =  14,10612467;  bo^er: 

h,  =  - 1^  =  —0,0000217;  folglii!^: 

Xi  =  2,4567-0,0000217  =  2,4566783. 
®ibibtre  bie  ®i.  iux^  x— 2,4566783,  fo  erholten  toir 
bie  @I.: 

x«+ 2,4566783x+2,0352683  =  0, 

woraus  xj  unb  i.  =  — 1,2283392  +  0,72556971/^1. 

8.  ©ejt  nton  x  =  1,  fo  toirb  N  =  0;  folflli^  ip  Xi  =  1. 
©ffet  nton  nun  no^einonber  x  =  lVio/  IVio,  l'Ao, 
IVio,  IVio,  17io  u.  \.  to.,  {o  toirb  für  x  =  1,5  N=— 0,125 
unb  für  x  =  l,6  N=+0,96.  S)arou8  folgt,  bo^  eine 
iteette  SBurjel  }tt)ifd^en  1,5  unb  1,6  liegt,  gffir  n  =  1,5 
toirb  N= -0,125  unb  Ni  =  l,75;  bo^er: 

h=-^  =  - ~Yj^  =  0,07;  olfo  n,  =  1,5+0,07  =  1,57 ; 

boier  N  =  0,019893  unb  N,  =  2,3947;  mithin: 

h,  =  —  ^-  =  -  0,008 ;  bü^er  n«  =  1,57—0,008  =  1,561. 

^ür  biefen  ÜBert^  oon  n  toirb: 

N  =  — 0,001278519  unb  Ni=  2,310163;  mithin: 

h8=— ^=  +0,00055;  ba^er  08=1,561+0,00055=  1,56155. 

gür  biefen  SBert^  bon  n- toirb: 
N  =  — 0,000006512576125  unb  Ni  =  2,3153152075;  bo^er: 

h,  =  —  :^  =  +0,000002813;  folglid^: 

xs  =  1,56155+0,000002813  =  1,561552813. 
@rgän}(n  toir  in  ber  segeBrnen  @(.  baS  fe^Ienbe  ®Iieb,  fo 
toirb  x»±0x»— 5x  +  4  =  0.    aJlog  nun  boS  obere  ober 
untere  3"<^«n  fi^ttt"»  fo  ^^^t  bie  ®(.  in  jebem  gölte  eine 
Qe^m^olit  unb  itoei  Qexi^mnati^'\tl,  bal^er  eine  negotibe 


Digitized 


by  Google  ^ 


-    289    — 

unb  iwci  pofttiüc  SQBurgcIn.  9lutt  jtnb  bic  pofitiöen  SBButjeln 
in  ben  SBerl^en  bon  Xi  unb  X2  gefunben,  bolzet  mn^  xs 
ncflatiö  fein.  SBcil  nun  ber  ßocfficient  bon  x«  3lufl  iji  unb 
berfelbe  aus  bcr  algcbtoifd&cn  ©umme  ber  SButjeln  bejiel&t, 
fo  mu6  bie  britte  SBurjel  alfo : 

Xs  =  —  (xi +X2)  =  —  2,561552813  fein. 

9.  S)icfe  ®I.  fonn  nur  negatiDe  SDBurjeln  l&oben,  toeil  fie  nur 
3eii&enfoIgen  f)at  3lm  toirb  für  x  =  — 1  N  =  +2  unb 
für  x=— 2  tt)irbN=  — 2;  bie  SDBurjel  liegt  dfo  jtoifiiden 

-  1  unb  —  2.  gür  x  =  — 1,5  toirb  N  =  +  0,625;  für 
x  =  —  1,6  »irb  N  =  +  0,224;  für  x  =  — 1,7  toirb 
N  =  —  0,233.    SDBir  »iffen  olfo,  bofe  bie  SBurjel  jtDif(i&en 

—  1,6  unb— 1,7  Hegt.  gfürn=— 1,6  »irb  Ni=-4,28; 
bol^er: 

"NT  0  99A 

h=-^==-^^=-0,05;  olfo  n,=-l,6-0,05=-l,65. 

©e^ett  toii  biejen  SBertl^  in  bie  gegebene  ©leid^ung,  fo  toitb 
N= +  0,002875  unb  N,  =  4,5675;  bo^er: 

h,  =  -  ^  =  —0,000629 ;  olfo  n«  =  — 1,65  -  0,000629 

=  —1,650629. 
gut  biefen  SBertl^  öon  n  toitb: 
N=  + 0,000000875110191811  unb  Ni  =  + 4,571222286923; 

bo^et:  h,  =  — ^==-0,000000191;  mithin  ift: 

X,  ==  —  1,650629-0,000000191  =  -  1,650629191. 

S)i^  beiben  onbetn  SBett^e  nämlidji:  

xj  unb  xj  =  -0,174685404  ±  1,5468688]/- 1 
etgeben  [xä)  ouS  bet  quobtotifii^en  ®lei(j^ung: 
X2+0,349370809x+2,423318344  =  0. 

10.  gut  x=0  toitb  N=  +  5  unb  füt  x=l  toitb  N=-3; 
folg(i4i  liegt  }totf4ien  0  unb  1  eine  SEßui^el  bet  ©leid^ung. 
SSeifud^t  mon  bie  oerfc^iebenen  3«^nl*l'  f»  finl>«t  mo"'  1"J6 
N  = +0,2841  füt  x=0,7  unb  N= -0,7344  füt 
x  =  0,8;  mithin  liegt  bie  etjte  SButjel  bet  @I.  jwif(]^en 
0,7  unb  0,8. 

gfüt  x=0,7  toitb  N= 0,2841  unb  N,=r -9,768;  olfo: 

h  =  — ^  =  +0,029;  bo^et  n  =  0,7+0,029  =  0,729. 
■"1 
gut  biefen  SGßett^  bon  n  toitb: 
N  =  — 0,002734441519  unb  N,  = -10,012964044;  olfo: 
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h,  =  -^  =  — 0,000273;  borau«  folgt,  bafe: 

X,  =  0,729—0,000273  =  0,728727. 
!ßun  liegt  fetnet  eine  Butjel  ber  ®(.  jtoif^en  3  unb  4. 
®enn  für  x  =  3  toirb  N=-r-6  unb  für  x  =  4  toirb 
N  =  +69.  ©e^en  toir  x=  3,1,  fo  »trb  N  =  —3,4599 
unb  x  =  3,2,  \o  tt)irb  N=  +0,8016;  totr  Wiffen  olfo  je^t 
genauer,  bofe  fie  jtmf(i&en  3,1  unb  3,2  liegt,  ©e^en  mx 
al\o  n  =  3,l,  fo   »irb  N  =  — 3,4599  unb  N,  =  38,74; 

aHoh  =  — ^  =  +0,08;  folgüi]^  n,  =  3,1+0,08  =  3,18.    gür 

biefen  SBertl^  bon  ni  toirb: 

N  = -0,11143024  unb  N,  =44,875328;  foIgU(]&: 

hl  =  —  ^  =  +0,0024;  mithin  iia  =  3,18+0,0024  =  3,1824. 

3für  biefen  5ffiert^  bon  n  toirb: 
N  = -0,0035070008297424;  Ni  =  45,060760414896;  ba^er: 

h2  =  — ~^=  +0,0000777;  foIg«d&: 

xa  =  3,1824+0,0000777  =  3,1824777. 
Siöibiren  tt)ir  bie  gegebene  ®I.  burd^: 

(x  -  0,728727)(x— 3,1824777), 
fo  erl^alten  »ir:  x«+l,911196x+2,15595035==0,  toorauS: 
xs  unb  X4  =  — 0,955598  +  1,1148031/— 1. 
11.  ©e^t  man  jur  3lbtürjung  baS  3l6folutgIieb  =k,  fo  toirb: 
____k___ 
^"""lOx*  — 20x^+5' 
3)a  X  fel^r  Hein   ijt,  jo  lönnen  in  biejem  Quotienten  bic 
^otenjen  x*  unb  x^  aU  3l\xü  ongenommen   toerben;  für 
biejen  goU  wirb: 

x  =  V6k. 
©ubjiituirt  man  biefen  SBert^  für  x  in  bie  gegebene  ®i., 
fo  erl&ält  man  mit  SSernad^Iöffigung  beS  erften  ©liebes  x^ 
annäl^ernb: 

5x-20(V6k)»  =  k;  mithin: 
x  =  V6k+4(V5k)». 
5ßun  iii: 
Vsk  =  0,0156918191  unb  4(V6k)»  =  0,000015456. 
SKit^in  l^at  mon  al§  erften  ^Rö^erungSmertl^  x=0,015707275, 
ein  Sßert^,  ber  bi§  jur  fiebenten  ©ecimale  ganj  genau  ip. 
Um  einen  no^   genaueren  5Bert^  ju  erl^alten,  feje  man 
x  =  0,0157073 +h.    ©ubftituirt  man  biefen  2Bertl&  für  x 
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in  ble  geaebene  @I.  unb  läfet  bie  ^otenjen  Don  h»  «n  un» 
betädrt^iigt,  fo  tptrb: 
0,078459009424927+4,9852017h  =  0,078459095727845; 
foIfln(ft  h  =  0,0000000173118207;  bofi«: 
X  =  0,0157073173118207. 

12.  5üt  X  =  0  Wirb  N  =  +  5000 

x  =  l     „     N  =  — 8018. 
^Ifo  liegt  eine  SBur^el  jwifc^en  0  unb  1.    gfernet  (legt 
iWifd^en  12  unb  13  ebenfalls  eine  9Bur}e(  bet  @I.,  teeil 
für  x  =  12  N  =  — 4036  unb  für  x  =  13  N=  +  1282 
toitb.    ©u^t  man  nun  na^  §.  409  Dermitielli  bet  regula 
falsi  bie  HButjel  genauer  ju  befiimmen,  fo  bot  man,  ba 
a'  =  12,  g)'=— 4036 
o"  =  13   w'*  =  +  1282 
_ (f *a''—q>*'a'  _  —  4036.13-1282.12 _67852_ 
°  —    <p'-  q>"     ~       -4036—1282      ~  53f8  ~  ^  '^ 
gür  biefen  Sfflert^  t)on  n  toitb: 
N  =  -34,05859375  unb  Ni  =  5287,6875;  ba^cr: 

h  =  -  -^  =  +  0,0064;  dfo  Di  =  12,7564. 

©ubpituiten  toir  biefcn  Söcrt^  in  bie  @I.,  fo  toirb: 
N  =  — 0,22094934  unb  Ni  =  5286,57513752 ;  ba^er: 

h=  _|L=: +0,000041;  olfo: 

Xi  =  12,7564+0,000041  =  12,756441 .... 

13.  gür  X  =  0  toirb  N  =  263  )  ^ierauS  ijl  crfid&tlidö,  ba6  bie 

X  =  1  „  N  =  128  gegebene  m.  jroei  reelle  Söur«' 
X  =  2  n  N  =  29  >  jeln  jwifc^en  2  unb  3  l^abe, 
X  =  3  „  N  =  2  j  toenn  N  au§  bem  ^ofitiben 
x  =  4  „  N=  83;  in§  5Regatibe  unb  au§  bem 
Slegotiben  in§  ^ofttibc  gel^t,  wöl^renb  x  bon  2  auf  3  jleigt. 
©efet  man  bolzet  x  =  3  — h,  fo  mirb: 

N  =  6{3-h)»-141(3— h)+263 
(1)  =2-6h»+54h«-21h. 
©ejt  man  mit  SSernad^Iäffigung  bon  6h*  näl^erungStoeife: 

(2)  54h2-21h  +  2  =  0, 
fo  finb  bie  pofitiöen  SBurjetn  biefer  ®t.  %  =  0,22   unb 
i/e=0,17.  ©ierna(i&  ^at  x  ben  SBert^  bon  2,78  unb  2,83. 
Um  no(|  genauere  SJurjeln  ber  gegebenen  ®(.  gu  erl^alten, 
fe^e  man  a)  hi  =  0,22+h2  unb  b)  hi  =  0,17  +  h2. 

©e^en  toir  ben  erften  SBertl^  unter  a)  in  ®I.  (1),  fo 
finben  toir: 
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N  =  2-6(0,22+h8)»+54(0,22+h,)«-21(0,22+h,) 

(3)  =  -  0,070288  -  Öhg« + 50,04hs«+ 1,8888h,. 
IRun  fefce  man; 

(4)  50,04h»« + 1.8888h,  -  0,070288  =  0. 
®ie  <)ofttt»e  SBurie(  bief«  ®I.  ip  h,  =  0,0231,  mttl^m  tp 
ber  flenauete  SBert^  für  x  =  2,78  —  0,0231  =  2,7569. 
©ejen  mit  enbUc^  b,  =  0,0231 +h»  in  (3),  fo  toitb,  wenn 
mix  bloS  bie  erfie  $oten}  bon  h,  betfldfid^itgen; 

(5)  N  =  0,00007H-4,19h»  =  0. 
|)ierouä  folgt  hj=— 0,000017;  folflltc^  Xi=  2,756917. 
@c^t  man  ben  {weiten  uniet  b)  für  hi  gefunbenen  Sert^ 
in  (1),  fo  wirb: 

(6)  N  =  -  0,038878 —6h,»+50,94h8*— 3,1602h,. 
IRun  ergibt  fid^  au8  ber  ©leid^ung: 

(7)  50,94h,» — 3,1602h,  -  0,038878  =  0, 
bafe  h,==— 0,0105. 

©efet  man  weiter  h,  =  — 0,0105 +h8,  fo  wirb: 
(8)  N=— 0,000087 -4,23h,. 
3)amit  nun  N  =  0  werbe,  mufe  b,=— 0,000020  fein. 
3Rit^in  ifl: 

X,  =  3  -  (h, — h,  -  hs)  =  2,840520. 
S)ie  britte  negatitte  9Bur}e(  ber  ©lei^ung  if}: 
X,  =  —  (x,  +X,)  =--  —  5,597437. 

14.  Söfen  wir  biefe  ®(.  bermittelft  ber  regula  falsi  auf,  fo 
l^aben  wir: 

gfür  X  =  0  wirb  N  =  1 

x  =  l  =  (a')  „     N  =  0,22  =  y' 
X  =  2  =  (a")  ,     N  =  —  0,19  =  9" ;  mithin : 
_  0,22 . 2+0,19 . 1  _  0,63  _    ^ 
*  —      0,22+0,19      ~  0,41  ~   '"*• 
Sfür  a'  =  1,5  unb  a"  =  1,6  wirb  bejüglid^: 
w'  =  l  — 1,5+0,5625  -  0,09375+0,008789  =  —0,022461 
<»"=  1  - 1,6+0,64-0,113778+0,011378  =  —0,0624. 
-0,022461.1,6+0,0624.1,5_0,0576624_ 
x^ajjer  X  —       _  q  ^22461 + 0,0624        ~"  0,039939  ~  ' 

©efeen  wir  a'  ==  1,444  unb  a"  =  1,445,  fo  Wirb : 
a'  =  1  - 1,444+0,521284-0,8363712+0,00754825 
=  0,00119513 
g)"  =  1  - 1,445+0,522006—0,83811+0,007569  =  0,000764. 
5_j       __  0,00119513.1,445  —0,000764.1,444 
'°^~  0,00119513-0,000764 

_  0,000623746, 
~  0,00043113  ~  ^'**^'*- 
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§fäi  a'  =  1,44674  unb  a"  =  1,44675  wirb: 

<p'  =  l  — 1,44674+0,52326415—0,08411413+0,00760570 

=  0,00001572 
a"  =  1  — 1,44675+0,52327139 — 0,08411587+0,00760591 
=  0,00001143. 
.0,00001572.1,44675  -  0,00001143.1,44674 


S)o]^ei  X-  0,00001572-0,00001143 

0,0000227429100  -  0,0000165362382  _    ^^_ 

0,00000429  ~  ^'•*^'''>  • 


3.  ^tx^ifnvs  ]>ttri^  |Uttetünrfii^t.  Ptt^übc  »01t  ^t^tmgf, 

(^is  §.  101.) 

§*  510.    äBenn  in  bet  ©leid^ung: 

(1)  Ax»+Bx»-»+Cx»-»+  . , .  +M  =  0 
a  (in  SÜ^ttüniitotxif)  füt  x  i{t,  bod^  fo,  ba^  x>a  unb 

x<a+l,  fo  !onn  mon  x  =  a+-^e|en.  Wo  oljo,  bo 

-<1,  y>l  fein  mü%  ©ubpitulrt  mon  biefen  SBettl^  für 

X  in  obige  ®l,  fo  erhält  man  folgenbe®!.  in  7,  nömli^: 

(2)  A'y"+ B'y»-»+Cy»-»+  . . .  +M'  =  0. 

SBeil  nun  y>l  fein  mu^,  fo  $at  bie  ®I.  (2)  notl^wenbig 
wenigPenS  eine  reeDe  SBurjel,  bie  größer  ol8  1  ip.  S)iefelbe 
fei  ß,  unb  jWar  y>ß  nnh  j<ß+l.    ®o§er  fonn  mon 

ferner  y  =  ß+~  fejen.  ©ubftituirt  man  ben  SEßertl^  für  y 
z 

in  (2),  fo  erhält  man  chic  ®I.  in  z  Don  folgcnbcr  gfotm: 

(3)  A"z'^+B"z^-^+C"z»-3+  . . .  M"  =  0. 

Sicfe  @Icid^ung  fjat  toicbct  mcnigftcnd  eine  reelle  SBut^el. 
3ii  nun   z  >  y,   aber  z  <:  y+1,   fo  fefte  man  ferner 

z  =  yH — ,  »oburd^  eine  ®I.  in  u  t)on  ber  gorm  ber  bisher 

in  z  unb  y  etl^altenen  entfielet,  unb  man  !ann,  toenn  u>rf 

aber  u<<J  +  l  ift,  u  —  d+-  fe^en  unb  auf  bicfe  SCßcife 

bie  Operation  bis  ju  einer  gemiffen  ©renje  forlfe^en.  ©inb 
nun  bie  SBertfie  a,  jS,  y,  d,  ß . . .  bie  gangjalHgen  Släl^erungS« 
toertl&e  ber  ©leic^^ungen  in  x,  y,  z,  u,  v . . .  unb  jtoar  ber» 
art,  bag: 
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x  =  «+^  7  =  ß+-,  z  =  y+-,  «  =  *+-»  v  =  e+-... 

fo  toirb,  toenn  man  btefe  Settl^e  nad^tnanbet  fuBfItiuitt, 
bet  fS&tttl)  fUi  X  burdft  folgenben  ftettenbru^  au3gebcfi(ft 
toetben: 

X5=aH :j 


.4 


ISnttDidFelt  man  l^ierauS  bie  ^artialbtUi^e,  fo  toetben  je  itotx 
aufeinanber  folgenbe  bie  ©renjen  angeben,  jtoifdden  benen 
ber  toal&re  SBert^  ber  SCßurjel  liegt  unb  biefe  ©temen  toetben 
fidö  immer  mel^r  einanbet  nähern,  je  toeiter  biefelben  Dom 
erjlen  Slä^erungSmerl^  entfernt  Hegen. 

Um  bie  ©ubputionen  bon  a+-,  /?+-  y+"-  u.  f.  to. 

on  ©teHe  begüglid^  bon  x,  y,  z, .  • .  gu  erleichtern,  bemerle 
man,  bafe  bie  ßoefficienlen  ber  tranSformirten  ©leid&ung  (2) 
fld&  unmittelbar  aus  ben  ©oefpcienten  ber  ®l.  (1)  herleiten 
laffen  unb  gtoar  ift  auf  @runb  beS  binomifd^en  @a|e§:  . 
A'  =  Aa'^+Ba»-!  4-  Ca»-» + ... 


9luf  biefelbe  SQBeife  »erben  bie  ©oeffictenten  ber  @I.  (3)  auiS 
benen  ber  ®I.  (2)  unb  überl^aupt  bie  ßoefficienten  jeber 
folgenben  ®I.  aus  benen  ber  unmittelbar  borl^ergel^enben 
abgeleitet. 

@u$en  toir  nun  bie  ©renjen  gu  bejiimmen,  gtoif^en  toel^en 

ber  Sßertl^  Oon  x  in  ber  ^ier  gegebenen  ©leid^ung  liegt. 

gfür  X  =  0  toirb  N  =  —  5  i  9lIfo  liegt  ber  pofttibe  SDBur* 
x  =  l  „  N  =  — 1(  geltoertl^  oon  x  gtoifd^en  1 
X  =  2      ,,    N=  +  9  ^  unb  2  unb  bepelzt  alfo  ouS 

ber  gangen  Saffl  1  unb  einem  ^xuä)t.   Siennen  toir  biefen 
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S3tu^  -,  fo  ba6  olfo  x  =  l+-  ip,  toobet  y  >  1  unb 

fubfiUuiten  tott  ben  SBertl^  bon  x  in  bie  gegebene  @(.,  fo 
erl^olten  wir,  »eil  A  =  1,  B  =  0,  C  =  +  3,  M  =  —  5, 
n  =  3,  a  =  l: 

A'  =  1.1+0.1+3.1-5  =  -! 

B'  =  3.1+2.0+3.1.   .  =  +  6 

C'=3.1+3.0.    .    .    .  =  +  3 

M'=A =  +  1. 

»ie  tronSfotmitte  ®I.  I^eifet  olfo:  —  y»+6y«+3y+l=:0 
obet:  y»_6y*—  3y— 1  =  0. 

Um  ben  poRttöen  SBBert^  für  y  ju  flnben,  fe^e  mon  für  y 
no^einonber  2,  3,  4,  5,  6,  7  unb  wir  finben,  bofe  für 
y=7  ber  biSl^erige  negatibe  SBert^  für  N  in  ben  tjofttiben 

übergebt,  f o  bafe  y  =  6  +  -  gefegt  »erben  lonn.    Slun  ifi 

A'  =  l,  B'  =  -6,  C'  =  — 3,  M'  =  — 1,  «  =  6; 
bal^er  ift: 

A"  =  6»— 6.6* — 3.6  - 1  =  — 19 

B"=3.6*— 2.6«— 3    .    =+33 

C"  =3.6-6    ....    =  +  12 

M"=A' =+1. 

SBit  l^oben  alfo: 

—  19z»+33z« + 12z+ 1  =  0  ober: 
19z»-33z«— 12z— 1  =  0. 

o«  1  ^'  4.  XT  o-T  \  ®w  SBertl^  für  z  liegt  olfo 

Sür  z  =  l»trbN  =  -  27K„}j^j„  g  unb  3.    ©efeen 

„Z^J„JN  =  —       0>  1 

„    z  =  3    „    N=  +  179)tt)it  ba]^erz  =  2  +  J• 
9lutt  i|i: 
A"  =  19,  B"  =  —  33,  C"  =  - 12,  M"  =  —  1 ;  bül&er  iji: 
A"'=  19.2»— 33.2»  - 12.2—1  =  -  5 
B'"  =  3.19.2«— 2.33.2  — 12  ....=  +  84 
C"  =  3.19.2-33    ....    =  +  81 

M"'=A" =  +  19. 

SKitl^in  ifi:    St» -84t« -81t -19  =  0. 

®ie  SBert^e  für  N  »erben  für  t  =  1,  2,  3 ...  17  oHe 

negotiö,  erp  t  =  18  liefert  ein  tJofitibeS  N;  »ir  fejen  bo^er 

t=17+—    9lun  iP: 

Ä.'"  =  5,  B'"  =  —  84,  C"  =  -  81,  M'"  =  — 19,  a  =  17, 
miti^in  iß: 
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A^  =  5.17»  —  84.17»— 81 .17—19  =  — 1107 
3"^=  3.5.17«— 2.84.17-81    .    .=+1398 

01^=3.5.17-84 =  +    171 

Miv=A"' =+       5; 

tnUfiitt  ^aitn  toit: 

1107U»— 1898U«— 171u  -5  =  0. 
©ubpitutren  »ir  Bierin  u  =  1  unb  2,  fo  erholten  »ir  für 
N  SBettl^e  mit  entgegengefe^ten  Seiten,   ©e^en  mit  ba|et 

u=l+--    9lun  ip: 

A"^  =  1107;  BIT  =  _  1398 ;C"^  =  - 171,  M''=-5,  «=1; 
"bafftt: 

AT  =  1107.1»- 1398.1«— 171.1  -  5  =  —  476 
BT  =  3.1107.1«- 1.1398.1  — 171    .=+854 

0^  =  3.1107.1-1398 =  +  1923 

MT=A»T =  +  1107. 

anitbin  ift: 

467v»—354v«— 1923V— 1107  =  0. 
S)eiSBett$  für  v  liegt  j»if(ä&en  2  unb  3,  bo  N  für  v=2 
negotio  unb  für  v  =  3  tjofttio  wirb.  SBir  fönnen  bal^er 
V  =  2  fefeen  unb  i^iermit  bie  weitere  Operotion  oBbred^en, 
weil  burdQ  bie  bisher  ermittelten  Sßert^e  ein  bis  jur  feisten 
2)ecimale  genauer  Ifflurüeltoert^  ber  @I.  gefunben  toirb.  @3 
ifl  dfo 

X  =  1+i;  y=6+i;  z  =  2+i;  t  =  17  +i;  u  =  l+i;v=2. 
y'  •'  z  t  U  V 

SRit^in  i|i: 

x=  1+^ 

6+^ 


1 


2-t 


17+1 


3taä)  §.  211  erhalten  toit  nun  folgcnbc  Släl^etunflStoertl^e 
für  x: 

1V6  =  U6;  P/is  =  U53;  PV227  =  U541; 
137/3,,  =  145417;  1109/^07  =  1,154172.  (Sgl.  §•  509.  1.) 
2.  3Da  biefc  (Sleid^ung  nur  ncgatiDc  SEButjcIn  ^ai,  fo  fc|c  man 
x=  — Xi  in  bie  gegebene  @Iv  toobutiid  toir  erl^olten: 

—  xi»— 7xi  +  3  =  0. 
9lenbern  wir  IJierin  fämmtli^e  3^i<ä^^«f  ?o  toirb: 
xi»+7xi  — 3  =  0, 
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(ine  (BI.  toeld^e,  ba  baS  Sbfolutglteb  negaiib  \%  notl^tvtnbig 
eine  pofitiDe  reelle  äBurgel  l^aben  mul-  92un  liegt  biefe 
äButjel  iwi{(!^en  0  unb  1,  Weil  füt  biefe  beiben  @ubfli> 
tutionen  N  be^ttglic^  =  —  3  unb  +  5  »irb.    ©e^en  tnir 

olfo  Xi  =  -,  fo  wirb  butd^  biefe  ©ubfHtution: 

3y._7y«_l  =  0. 

"^  J  —  S    ^    N=+17/  ®'&«  '»'?«»  y  =  2  +  -,  fo  Wirb: 

5z»— 8z«— 11z— 3  =  0. 

gür  z  =  2  »Bitb  N^- 17\-.^     ^  o.lr      -v 

"^  z^3     ^     N=  +27  J  ®«^«n  '»^'  z  =  2+p,  fo  »ttb: 

17r»— 17r«— 22r-5  =  0. 

pr  r  =  l  »itb  N  =  — 27  \    ^^  i.l   t    tt     ^• 

27s''+5s»-348— 17  =  0. 
gut  s  =  l  Wirb  N  =  —  19  X  g.  .  -  ,  1  ,    .« 

"     8  =  2     „     N  =  +  151  /®*»<B  =  l  +  t'?'"P• 
19t»— 57t«-86t-27=0. 

gut  t  =  1  ttitb  N=  — 151 ;  füt  t  =  2  wirb  N  =  — 275; 
„    t  =  3    „    N  =  — 285;    „    t  =  4    „    N  =  -  67; 

„    t  =  5    „    N=:  +493.    @e|e  t  =  4  +  -,  fo  ttitb: 


67u»— 370a«-  171u-19  =  0. 

gfüt  u  =  2  wirb  N  =  — 1305;  fflt  u  =  3  wirb  N  =  —2051 ; 
„    u  =  4    „    N  =— 1335;    „    u  =  5    „    N=  — 1749; 

„    u  =  6    ,    N=+  107.  ©e^e  u  =  5+i,  fotoitb: 

1749V»  —  1154V« — 635v  —  67  =  0. 

gfflt  v  =  lwitbN  =  -  107; 
„    v  =  2    „    N=  +  8039.    ©eftev==l. 
@3  ifl  dfo: 

xi=^,  7=2+^,  z  =  2+p  r  =  l+i   s  =  l+p 


44—,  u=5h — ,  v  =  l;  bo^et: 
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2+1 


24.1 


1+1 


1+L 


1 


^4. 


Sie  M^truniSrntifit  füt  x  ftnb  bo^et: 
_V,=-0,5;  -«/5=-0,4;  -»/,=_0,42;  -Vij=-0,416; 
-«»/„= -0,4181;  ->»/m=-0,41811; 
-i«/8«=- 0,4181286.    (SßflI.  §.  509.  5.) 

3.  "Sladf  §.  509.  6  liegt  \xt  refße  SButietoettl^  jwifd^en  —3 
unb  —4.    ©e^n  toit  olfo: 

X  =  —  Xi,  fo  wirb:  Xi»  —  7xi — 11  =  0. 
Pt  X,  =2tDitbN  =  — 17;  für  Xi  =3  wirb  N  =  — 5; 

„    xi  =  4    „    N  =  +  25.    ©e^e  Xi  =  3+-  fo  »trb: 

5y»— 20y«-9y— 1  =  0. 
gfür  y  =  2  wirb  N  =  —59;  für  y  =  3  wirb  N  =  -73 ; 
„    y  =  4    „    N  =  -37;    „    y  =  5    „    N=  +  79. 

©«|e  y  =  4+-,  fo  l^aben  wir: 

37z»— 71z«— 40z— 5  =  0. 
Pr  z  =  2  wirbN  =  —  73; 

"    „    z  =  3    „    N  =  +235.    ©e^e  z  =  2+l,  fo  iji: 

73r»  —  120r»  —  151r  —  37  =  0. 
Pr  r  =  2  wirb  N  =  — 235. 

„    r  =  3    „    N=+  401.  ©e^e  r  =  2+-,  fo  erholten  wir : 

2358»  —  245s«  -  318s — 73  =  0. 
Pr  8=1  Wirb  N  =  — 401; 

„8  =  2     „    N  =  +  191.    ©e^e  s  =  l+p  fo  Wirb; 

401t»+103t«—  460t— 235  =  0. 
pr  t  =  lWirbN=—  191; 

„    t  =  2    „    N=  +  2465.    ©ejje  t  =  l+-,  fo  ip: 

191a»— 949u«— 1306U— 401  =0. 
©erSBertl^  für  u  liegt  jwifc&en  6  unb  7;  man  lonn  bolzet 
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u=:6  feien  unb  l^ietmit  bie  »eifere  O)>etation  abbted^en. 
es  \\t  alfo: 

i,=3+i  7=4+1,  z  =  2+i  r  =  2+^,  8  =  1+1' 

t=l+-,  u  =  6. 
u 

3)ie  Siai^erunflSttettl^e  für  x  finb  olfo,  bo  x  —  —xi  ip: 
-31/4  =—3,25;  -3«/.  = -3.22;  -3»/«=— 3,227; 
—SVs,  =  —3,2258;  — 3"/6»  =  -3,22641; 
-3"/s4»=— 3,226361.    (»ergl.  §.  509.  6.) 

4.  "^Raä)  §.  509.  7  liegt  ber  ))ofitiDe  SBurjeltoert^  btefer  @I. 
jtpifd&en  2  unb  3.    @e|en  toir  alfo  x  =  2  +  -,  fo  wirb: 

5y8_8y»_6y  — 1=0. 

8füry  =  ln)iibN  =  — 10;  für  y  =  2  »irb  N  =  -5; 

,   y  =  3    „    N  =  +  44.  @e|e  aljo  y  ==  2+  -,  olsbann  »irb : 

5z»— 22z«— 22z— 5  =  0. 
9für  z  =  2n)irbN=-  97;  für  z  =  3  »Irb  N  =  — 134; 
„    z  =  4    „    N  =  — 125;    „    z  =  5    „     N=—  40; 

„    z  =  6    „   N=  +  151.  ©e|e  dfo  z  =  5+-,  fo  »irb: 

40r»—  133r« — 53r — 5  =  0. 
Pr  r=  1  »irb  N  =  -  151;  für  r  =  2  »irb  N  =  —323; 
„    r  =  3    „    N  =  — 281;    „   r  =  4    „    N  =  +  215. 

©e|e  r  =  3+-  olSbann  erl^olten  »ir: 

281s»— 2298»  — 227s— 40  =  0. 
8für  8  =  1  »irb  N  =  — 215; 

„    8  =  2    „    N=+838;  fe|e  8  =  H-pfo  wirb: 

215t»— 158t«— 614t -281  =  0. 
gfür  t=2»irbN  =  -421; 

„    t  =  3    „     N=+2260.    ©e|e  t  =  2+i,  fo  iji: 

421u»— 1334U«— 1132U-  215  =  0. 
gür  u  =  2  »irb  N  =  -  4447:  für  u  =  3  »irb  N  =  —4250 ; 

,    u  =  4    „    N=+   857.    @e|e  u  =  3+-,  fo  l&at  mon: 
4250v»-2231v«— 2455V-421  =  0. 
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8für  v  =  lttittbN=— 857; 
„    V  =  2    ,    N  =  + 19745.  €e|e  WU^  v  =  1.  3hm  ip : 

x  =  2+|,  y  =  2+i  z  =  5+^,  r  =  3+i  8  =  l+i 

t  =  2+^,  u=3+J,  v  =  l. 

S)ie  9lttl^etung8ttiett^e  ffit  x  {Inb  alfo: 

2V.  =  2,5 ;  2Vii  =  2,45;  2»«/86  =  2,457 ;  2» »A.  =  2,4565 ; 
2»8/,„=2,45669;  2»»»/m= 2,4566744;  2»»»/m4= 2,4566786. 

5.  gfüt  x  =  OtoitbN  =  l;  für  x  =  l  totrb  N=— 1; 
„    x  =  2    „    N=+l. 

hieraus  folgt,  bag  fotool^I  {toU^tn  0  unb  1  <A&  au^ 
jtoif^en  1  unb  2  eine  SBurgel  bet  @Iei$ung  liegt.  2tnbe{fen 
liegt  an^  nod^  eine  britte  SEßutjel  jtoif^en  —1  unb  —2,  bie 
olfo  negatit)  ift.  ©ud^en  mir  iunS^ft  bie  SOBurjel  tu  beftimmen, 
toelii^e  }n)if(^en  0  unb  1  liegt.    3ßit  fe^en  dfo: 

(1)  x  =  -,  fo  wirb: 

y»— 2y«— y+l  =  0. 

gttr  y  =  0wirbN=+l;  für  y  =  l  »irb  N=-l; 
,    y  =  2    „    N  =  -l;   ,    y  =  3     „    N  =  +7. 

©e^e  y  =  2+\,  fo  ifl: 

z»— 3z«— 4z- 1  =  0. 
gfür  z  =  0»irbN  =  —  1;  für  z  =  l  toirbN=—  7; 
„     z  =  2    „    N  =  -13;    „    z  =  3    „    N=-13; 
„    z  =  4    „    N  =  -    1;    „    z  =  5    „    N=  +  29. 

©e^e  z=4+^,  fo  iji: 

r»_20r«— 9r— 1  =  0. 

2)a  es  btoS  barouf  anfommt,  einen  SlSl^erungStoert^  für  r 
)u  finben,  fo  fann  man  bie  beiben  Ie|en  ©lieber  biefer  ®I. 
unberüdfi^tigt  laffen  unb  jur  engem  $egren}ung  bei  2Ber> 
t^eä  für  r: 

r»— 20r«  =  0  fejen,  worouS  r  =  20. 

gfür  r  =  20  toirb  N=— 181; 
„    r  =  21    „    N=+251. 

@eje  ttifo  r=:20+-,  fo  erplt  mon: 

1818»— 3918«— 408— 1  =  0. 
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gut  8  =  lttiirbN  =  —  251;  für  8  =  2  »itb  N=-197; 

„    8  =  3  .„    N=  +  1247.    ©e|t  8  =  2+^,  fo  ^ot  tnon: 

197t»— 568t«— 695t— 181  =  0. 
gut  t  =  2  »itb  N  =  —  2267;  für  t  =  3  »irb  N  =  —  2059; 

„    t  =  4   „      N=+   559,  ©e|e  t  =  3+-,  fo  »irb: 
2059a»-  1216U«— 1205u  - 197  =  0. 
Pr  u  =  l  »irb  N=— 559;  für  u  =  2  wirb  N  =  +  9001. 

©e^e  u  =  l+-,  fo  ^ai  mon: 

559v»~2540v«— 4961y— 2059  =  0. 
Pr  v  =  6  »irb  N  =  — 2521; 

„  v  =  7  „  N  =  +  30491.  @e|e  v  =  6+^  fo  iji: 

2521W»— 24931  w«  —  7522w— 559  =  0. 
©e|t  man  l^ierin  w  =  9  unb  brid^t  bte  Optration  ab,  fo  iß: 

x  =  l,  y=2+l  z  =  4+^,  r  =  20+^^  8  =  2+^, 

t  =  3+^,  u  =  l+^,  v=6+i  w  =  9. 

^emna^  finb  bic  Stä^erungSteeril^e  für  xi: 
Vs  =  0,5;  V9  =  0,444;  "/«»  =  0,445;  "Vit.  =  0,44504 ; 
»"/i8oi  =  0,445042;  "Vui*  =  0,4450418; 
»**7ii»«  =  0,44504186;  ""«/iostt»  =  0,445041867. 
(2)  Sine  }»eite  ÜBurgel  ber  @leid^ung  liegt,  »ie  »ir 

oben  gefeiten,  jwifd^en  1  unb  2.  ©e^en  wir  bo^er  x=l+-, 

fo  »iib: 

yS  +y«_2y— 1=0, 

pt  y  =  0  =  l»irbN  =  — 1; 

,    y  =  2  „    N  =  +  7. 

©e^e  alfo  y=l+-,  fo  l^ot  man: 
z 

z«— 3z2— 4z  — 1  =  0. 

©icjclbc  ©Icid&ung  in  z  ^aben  tt)ir  ebenfalls  bei  ber  Se* 
rec!&nunfl  bcS  etilen  SOButjelwertl^eS  unter  (1)  gefunben,  mit* 
l&in  muffen  anä)  loieber  bicfelben  ^artialnenner  entfielen 
unb  es  bebarf  bolzet  feiner  toeitern  Operation  me^r.  Sfflir 
l^aben  ballet  te^t: 
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it  =  l+|,  y  =  l+p  z  =  4+p  r  =  20+p  8  =  2+p 

t  =  34-i,  u  =  H-J^,  v=6+i   w=9. 

Salbet  finb  bie  ^Räl^erungetoett^e  füt  x^: 
2;  »/»==1,8;  »Vioi  =  1,801;  »»/m  =  1,80193 ; 

»"»«Am  =  1,801939;  ""/««  =  1,8019375; 
"MV«m  =  1,80193773;  "»»"»/»t»»»  =  1,801937735. 

(3)  ®te  gegebene  @(eid^ung  ^at  jiDei  S^i^entot^fel  unb 
eine  3t*^tnfo(ge;  ba'^et  eine  negaitbe  unb  {Wei  pofitioe 
SButjeln,  wobon  bie  betben  (e^tetn  in  botße^enbet  9ered^< 
nung  bereits  gefunben  {tnb.  Um  nun  bie  @ten}e  für  bie 
negatibe  SButjei  }U  ^nitn,  fub{ittuiren  wir  für  x  in  bie 
gegebene  ®I.  —1  unb  —2,  fo  er!^olten  wir  im  erjien 
9fo0e  N=  +  l  unb  onbern  goOeä  N  =  — 7.  ©tott  biefe 
S3ur}e(  auf}u{u(!^en,  wie  bie  beiben  borl^erge^enben,  erwäge 
man,  bag,  ha  bad  ^bfolutglieb  in  ber  gegebenen  @(ei(!^ung 
ou8  bem  ^robufte  ber  ©urjeln  bejle^t,  —  xiX8X8  =  l  ijl. 
@e^en  Wir  hierin  bie  {ujanimengel^örigen  S^ertl^e  bon  X| 
unb  ii,  fo  erhalten  wir: 
-2.V2.Xj  *  =l;ülfox»=  — 1 

-V..76.X,  =1;    „  xs  =  -»A         =-1,25 

-  "Vioi.''Vi8«X8  =1;   „  x,  =  -"V8i      =-1,2469 

-"•/»7s."V«o7X8  =1;   „  x,  =  -«oVi«     =-1,246987 

-"7i»oi."'»V7««.x.         =1;   „  Xs=-"7»7»     =-1,2469775 
-"Vi«74.'«"/.».xs         =1;    „  x»  =  -***/7«     =-1,24697986 

-»»"/,1.45.^"'«/6296Xs        =1;     „    X8=-«*«V504»    =-1,2469796 

-«»«/io3779."»"V«6»8X,=l ;    „  X8=  -"»»V«i8e=  "  1.246979604. 
6.     gür  X  =  0  wirb  N  =  +  5;  für  x  =  1  wirb  N  =  —  3; 
„    x  =  2    „     N  =  — 15;   „    x  =  3    „    N  =  -7; 
„    x  =  4    „     N=  +  69; 
mithin  liegt  eine  SBurjel  jwif(|en  0  unb  1  unb  eine  jweite 

}Wif(i^en  3  unb  4.  Um  erjtere  }ufinben,  fe|e  man  x=-,  fo 

Wirb :         5y*  — 4y»— 3y«  -2y + 1  =  0. 
gfäry=lWirbN  =  -  3; 

„    y  =  2    „    N  =  +  33.    ©e|e  y  =  l  +  i  fo  ifl: 

3z«— 15z«— 16z- 5  =  0. 
Sür  z  =  1  wirb  N  =  —33;  für  z  =  2  wirb  N  =  —  49; 

„    z  =  3    „    N  =  +55.    ©e^e  z  =  2+-,  fo  l^ot  mon: 
49r* — 20r» — 57r« — 24r  -  3  =  0. 
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pr  r  =  ltt)trbN  =  —  55; 

„    r  =  2    „    N  =  +  345.    ©t|t  beider  r  =  1+-  {o  »irb: 

55s*  4-28»—  177s»—  176s—  49  =  0. 
Pt  s  =  ltBirbN  =  —  845;  füt  8  =  2  toirb  N  =  — 213; 

„    8  =  3    „    N  =  +  2339.    ©e|e  olfo  8  =  2+-,  fo  iji: 

213v* — 900  V»  - 1 155  V«  -  442v—  55  =  0. 
8füt  v=5tt)itbN=—  9915; 
„    v  =  6    „    N=  + 37361.    ©eje  V  =  5,  fo  ip  olfo : 

x=i   y=l+p  z'=2+p  r  =  l+i   8  =  2+i   v=5. 

3)ie  9}ä^etungetDetti^e  fflt  xi  ftnb  olfo: 
1;  «/«  =  0,66;  »/4  =  0,75;  »/u=  0,7273;  "/b»  =  0,728813  . . 
(2)  3ut  ^uffinbung  bet  }tt)(tten  itoifi^en  3  unb  4  Ii(> 

genben  SBurjel  \t^e  x  =  3+-,  |o  t|i: 

7y*  -  32y'  -  33y«  —  lOy  —  1  =  0. 
Sejt  mon  y  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  fo  wirb  etfi  im  le^tem 

3faDe  N  Jjojttit) ;  tnon  feje  olfo  y=5+-  unb  wir  erholten: 

501z«— 760z»-537z«-108z— 7  =  0. 
gut  z  =  3tt)itbN  =  — 435; 

„    z  =  3    „    N=  + 14897.    ©efee  z  =  2+i,  fo  ift: 

435r*  -  4656r» — 6927r«  -  3248r  -  501  ==  0. 
gfüt  bie  betf^iebenen  @ubf}ituttontn  erhält  N  etf}  einen 
pofitiüen  SBett^,   wenn  r  =  13  gefegt  wirb,    ©e^e  olfo 

r=12+i  fo  wirb: 

62277s*— 8258408»— 201297s«— 162248— 435  =  0. 
2)0  N  erfi  für  s  =  14  porttio  wirb,  fo  fe|e  mon  s  =  13. 
SBir  l^oben  olfo,  wenn  wir  ^ier  bie  Operotion  obbre^ien: 

x=3+-,  y  =  5+i  z:^2+i,  r  =  12+i,  s  =  13. 
y  z  r  8 

®ie  9}äl^erung§wert(|e  für  x«  finb  bo^er: 

3V»  =  3,2;  37,1  =  3,18;  3«/.87  =  3,18248; 

3«»V,79j  =  3,1824776.    (SSgl.  §.  509.  10.) 

7.  Pr  x  =  0  wirb  N  =  -5;  für  x  =  l  wirb  N  =  — 7; 

,    x  =  2     „    N  =  — 5;     „    x  =  3     „     N  =  +9; 

„    x=s— 1„    N=+l;    „    x  =  — 2„     N=-l. 
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@d  liegt  mitl^in  eine  pofttiDe  SBur^el  jtoifti&en  2  unb  3  unb 
eine  negotibe  jmijd&en  —1  unb  —2*    Um  erfiere  ju  be» 

red^nen,  fe^e  mon  x  =  2+-,  fo  tt)irb: 

5y»— 7y«-6y— 1  =  0. 

gut  y=l  toirb  N  =  —  9;  für  y  =  2  »irb  N  =  — 1; 

„    y  =  3    „     N  =  +  53.  ©eje  bo^er  y  =  2+-,  Jo  ijl: 

z»— 26z«— 23z— 5  =  0. 
S)er  SBurjelmert^  biefer  ®If ii^Öung  liegt  jtoijd^en  26  unb  27; 
benn  für  z  =  26  tt)irb  N  =  —  603  unb  für  z  =  27  »irb 

N  =  +103.    ©efte  z  =  26+ J-,  fo  ijl: 

603r»— 653r2— 52r—  i  =  o. 
gür  r  =  1  toirb  N  =  - 103;  für  r=2  toirb  N=  +2107. 

@cfee  r=H — unb  mir  erholten: 

103s»-45l8«  —  1156s— 603  =  0. 
Die  ©ubpitutionen  bon  s=l,  2,  3,  4,  5,  6  liefern  nego* 
tibe  SBert^e  für  N;  erp  s  =  7  gibt  ein  jjoptibeS  N.  @e|e 

bal^er  s  =  6H —  unb  man  erl^ält: 

1527u»—  4556U«  —  1403u  — 103  =  0. 
gür  u  =  1,  2,  3  mirb  N  negotib;  für  u  =  4  toirbN  po« 

fitib.    ©e&eu  =  3+-,  fo  ip: 

4087v8—12490v2  —  9187  V- 1527  =  0. 

S)er  SBertl^  für  v  liegt  jtt)if(!öen  3  unb  4.    9Wan  fe^e  dfo 
v  =  3.    g§  ift  bal^er: 

x  =  2+i   y  =  2+^,  z  =  26+^,  '•  =  l+^  s  =  6+^, 
u  =  3+-,  v=3. 

V 

S)ie  9lä^erung8»ertl&e  für  xi  finb  böiger: 
2;  2,5;  "7ßs  =  2,49;  »"/ss  =  2,4909 ;  »»Vsss  =  2,4908616 ; 
«'•7i204  =  2,4908637;  »»»V3«96  =  2,49086357. 
Um  ben  jtoeiten  negatiben  SOBurjeltoert^  ber  ©lei^ung  ju 

erl^olten,  fejie  man  x  =  — ,  fo  ijt: 
3y»— 5y«+l  =  0. 
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Pr  y  =  l  toitb  N  =  — 1;  für  y  =  2  »irb  N=+5. 

@e|e  y=l+-,  fo  IJi: 

z»+2«— 4z— 3  =  0. 
gfÜr  z  =  l  wirb  N  =  -5;  für  z  =  2  tDirbN=  +  l. 

@e|e  z  =  H-i  fo  ijl: 

5r»— r«— 4r— 1  =  0. 
gut  r  =  l  wirb  N  =  — 1;  für  r  =  2  »irb  N=  +27, 

@e|e  r  =  l+-,  fo  ifi: 

s»_98»— 148— 5  =  0. 
Pr  s  =  10  toirb  N  =  -45;  für  s  =  11  toirb  N  =  +83. 

@<|e  8  =  10+r»  So  ■&<»*  rottn: 

45t»— 106t«— 21t- 1  =  0. 

gür  t  =  l  Wirb  N  =  —  83;  für  t=2  wirb  N=-107; 
„    t  =  3     „     N=+197, 

@e|e  t=2+— ,  fo  erl^ält  man: 

107u»— 95u«— 164u— 45  =  0. 
pr  u  =  1  wirb  N  =  — 197;  für  u=2  wirb  N=+103. 

@e|e  u=H — ,  fo  wirb: 

197v»+ 33v« — 226v — 107  =  0. 
pr  V  =  1  Wirb  N=— 103;  für  v=2  wirb  N=+1151. 

©e^e  v  =  l+—   fo  ip: 

103w»  -  131  w«  —  624w — 197  =  0. 
Pr  w=l  wirb  N  =  — 849;  für  w=2  wirb  N=  -1145; 
„    w^S     „    N=-469;    „   w=4    „    N=  +  1803. 
&e  w  =  3.    ®ä  ip  olfot 


x=-i  y=l+i  z  =  l4  r  =  l+i   8  =  10+1^, 

t  =  2+l   u=l+i  y  =  l+^,  w  =  3. 

Sie  Släl^erungSweril^e  für  x»  flnb  alfo: 
-1;  —  V«;  -»/s;  -»Vs»  =-0,6562;  —"/st =—0,656716; 
-  M/,j  =  -0,656565;  —  »»»/lee  =  —0,6566265; 
—»M/j„  =  - 0,6566164. 

Mnlanft,  tbtflifnngeti  m.  20 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    306    — 

2)te  brüte  SBurjel,  toeld^e  ebenfalls  negatib  {ein  mn^,  toeil 
ble  a\Qeixa\\ä)c  ©umme  beS  ©oefficienten  beS  jioetten  ®Iie» 
beS  =0  \%  oljo: 
X3=-(xi-X2)=-(2,4908635-0,6566164)=-l,8342470. 

(fyxi  §.  102.) 

*§♦  51L    ©oa  bte  ®Ieid^ung: 

(1)  Ax»+Bx"~i+Cx'^"*4-..+M  =  0 
burd^  eine  Sl^eilbrud^teil^e  aufoelöjl  »erben,   fo  bejlimme 
man  juerft  bie  ©renjen  beS  äBertl^eS  öon  x  auf  biefelbe 
SBeife,  wie  eS  im  t)origen  §.  ober  toie  e§  unten  bei  ber  2luf» 

löfunfl  ber  ®l.  gejd^el^en  iji.  ®S  fei  ber  SOßertl^  bon  x  =  an — 

©ubpituiren  toir  biejen  SBert^  in  obige  ®lei$ung,  fo  er« 
l^alten  wir  eine  ®I.  in  y  t)on  folgenber  gorm: 

(2)  A'y^+B'y^-HC'y'^-«+..+M'  =  0. 

9lun  bepimme  man  ben  ©renjtoert]^  für  y.  @efe|t  berfelbe 
liege  jwifc^en  /J— 1  unb  ß  unb  /J— 1  fei  bie  Heinere  unb 
ß  bie  größere  ©renje,  fo  Mf^k  man  nid^t  toie  bei  ber 
borigen  SHetl^obe,  bie  Heinere,  fonbern  bie  größere  ®renje 
ß.  Um  nun  aber  ben  angenommenen  größeren  SBertl^  für 
bie  Unbelannte  bem  wirtli^en  SBertl^e  für  biefelbe  näl^er  }U 
bringen,  multiplicire  man  benfelben  mit  einem  äd&ten  Srud&e, 

alfo  eitoa  mit  — y«    ©e^en  toir  alfo: 

y=/?^-^,fo  wirb  1  =  1  +  14. 

©ubflituiren  mir  ben  SBertl^  für  y  in  (2)  unb  enttoidfeln 
biefelbe  mä^  ben  ^otenjen  bon  z,  fo  erhalten  mir  eine  ®I. 
Don  folgenber  Qform: 

(3)  A"z^+B''z^-i+C"z'»-2+..M"  =  0. 

Siegt  nun  ber  mirQid^e  SBertl^  Don  z  gmifd^en  ben  beiben 

®renjen  y—l  unb  y,  fo  fe^e  man  z  =  y— j;  alöbann 

tmrb:  —  =  —  +  —  .—. 

z       y      y     r 

S)urd5[  bie  ©ubjiitution  beS  fflertl&eS  öon  z  in  (3)  erhalten 
mir  eine  ®l.  in  r,  bie  bon  berfelben  Sorm  \%  toie  bie  bor- 
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l^ergcl^enbett.    Siegt  nun  her  SBcrtl^  Don  r  jtotfd^cn  5—1 

unb  d,  fo  fe^e  man  r  =  <J— y,  iDorau§  —  =:-^  +  -^. — 

3n  bie  burc^  ©ubftitution  beS  2Bert]^c§  für  r  cr]^Qltci\c  ®I. 

in  s  fefec  mön  s  =  €-r-;r.  »orauS  —  =  —  + — — .  Ser^ 
^  t+1  s        sei 

föl^rt  man  in  berfelben  aOßeiJe  bi§  ju  einer  geftiffen  ©renje, 

fo  erhält  man  au§ 

—    J.1  1  —  1m1  1  1  —  1^1  1    1—1^1    1 

1       1.11       f   w. 

— = »-TT  u.  f.  to. 

S        ß  '   fi    t         ' 

bie  Sl^eilbrud^reil^e: 

,111111.1111       ,  ^ 

*ßßyßyoßyö€        ' 

ober  menn  toir  ben  erften  Srud^  -^  mit  Ai,  ben  jfteiten 
mit  At,  ben  britten  mit  As  u.  f.  tt).  6ejei(ä^nen: 

X  =  a +-5-+— Ai  +  ;=-A2+— A8+ . . . . 
ß     y        o         € 

1.  SQßeil  x(x«  +  3)  =  5,  alfo  x  =  £i^  iP.  fo  iji  n^m^, 
bafe  ber  ganjjal^fige  Säßertl^  für  x  nur  1  fein  lann.  ®e|t 
man  alfo  x  =  l+-:,  fo  tt)irb: 

3lu§  ber  ®t.  y»  =  6y«+3y+l  folgt  y  =  6+-+^.  6§ 

3      1 

mu6  alfo  y>6  unb  bal^er  — +-2<1  fein,    ©er  SQSertl^ 

für  y  liegt  bemnad^  jtoifd^en  6  unb  7.  @e^en  wir  y=7--— j-, 

fo  mirb  —=77+77.—     ©ubftituiren  toir  ben  SOBert^ 
für  y  in  bie  Dorige  Ol.,  fo  mirb: 

('iri)'-<'.^)"-<'z-ii)— «■ 

7'.z»— 6.7«.z«(z+l)-3.7.z.(z+l)'-(z+l)'=0. 

(7»_6,7»— 3.7-l)z»-(6.7«+2.3.7+3)z»-(3.7+3)z— 1=0. 

27z''— 339z«-24z  -1  =  0. 
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^tcrauS  folgt,  bafe : 

24 

z= »«•/„+ ^*  • 


27z^27z« 

24       1 

©al^er  muß  z>3«V27>12  unb  mitl^in  27^+57^^  1  ^i"- 

r  1  1 

@e|cn  loir  z  =  13^-^,  fo  toirb  —  =i=  Vis+Vis-y-  S)«^4 

@u6f}itution  be§  SBertl^ed  für  z  erl^alten  tt)ir: 

27(l3pf J-339(l343  J-24(l3^-I.j-)-l  =0. 

27.13V— 339.13«.r*(r+l)—24.13.r(rfl)»—(r+l)»  =  0. 

(27.13*— 339.13«-24.13—l)r'—(339.13«+2.24.13+3)r« 

-(24.13+3)r-l  =  0;  bo^er: 

1715r»-57918r«-315r-l  =  0. 

315  1 

4)ienio(%  i|t  '^=  "*"/"!»+ j^jg^+j^j^;  mithin  mu$ 

r>"»»/i7i»>33  unb  bo^er  ^^+yj^»<'i^  ?"«•  9Ron 

fe^e  r=34-^,  \o  wirb  -5-=V»«+V»«--*  5l«8l>et®W" 
S"7- 1  r  s 

d^unfl  in  r  erhalten  toir  bolzet  folgenbc  in  s: 

1715.34»,s»—57918.34».s«(s+l)— 315.34.8.(8+ l)»-(s+l)»=0. 

(1715.34'-57918.34»— 315.34-1)8» 

-(57918.34»+2.315.34+3)s«— (315-34+3)8— 1  ==  0. 

4424418»— 6697463l8«-107133—l  =  0. 

Ol^ne  toefentlic^en  ^tfjUt  fann  man  für  biefe  ®Iet4iung 
ou^  fe^en: 

4424418«— 669746318— 10713  =  0. 
3tu8  8  =  ••»"•»  Vi«s4«+j|^^  folgt,  bofe: 

S>««»««"/4«4«>151 

fein  muß.    ©e^e  \>a^n  8=152rxi'  f»  »»«i»* 

Y  ^^  Vi68+  'Am  -t' 
^u8  ber  ®I.  in  s  erl^olten  toit  olfo  folgenbe  in  t: 
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44244lf  152^Y— 6697463l/l52^)-10713  =  0. 

442441.152».t«— 66974631.152.t(t+ 1)— 10713(t+l)«  =  0. 

(442441.152«— 66974631.152— 10713)t« 

—(66974631.152+2.10713)t- 10713  =  0. 

42002239t»-10180165338t- 10713  =  0. 

Ol^ne  erl^eblt^tn  ^t^Ux  fönnen  toir  l^ierfür  aad)  fefeen: 
42002239t— 10180165338  =  0. 

man  fe^e  t=242^,  fo  totrb  i  =  V2«+Vj«.i- 

@e$en  toit  ben  2Bettl^  füt  t  in  bte  Mit  @l.,  fo  ^aben  toir : 
42002239.242U— 10180165338(u+ 1)  =  0  ober : 
— 15623500U  =  10180165338. 
hieraus  folgt  u  =  — 652. 

Säred^tn  toir  ^tet  bie  toeitere  Ol)erütion  ob,  fo  wirb  ber 
SBert^  für  x  hm^  folgenbe  %f)t\litü^tt\^t  auSgebrUdt: 

3tm  ifi: 

l         =  + 1,00000000000000000000 
Vt        =  +0,14285714285714285714  =  A, 
VisAi  = +0,01098901098901098901  =  A8 
Vs^Aj  =+ 0,00032320620555914673  =  A8 
Vj6jA.  =  +0,00000212635661552070  =  A4 
V242A4  =  +0,00000000878659758479  =  As 
VesjAs  =  —0,00000000001347637666  —  A«. 
X  =  1,15417149519492609837—0,00000000001347637666 
=  1,15417149518144972171. 
®ie  imaginären  SBurjeln  einer  ©leid^ung,  bie  nur  in  gerober 
3lnjo^(  bor^onben  fein  fönnen,  ^oben  bie  Qform  p±ql/— 1, 
too  p  unb  q  commenfurable  ober  incommenfurable  reelle 
®rö6en  bejei(|nen.  SBenn_bQl^er  eine  @tei(i&ung  eine  Sßur» 
jel  bon  "ber  3form  p+ql/— 1  l^at,  mufe  fie  not^roenbig  eine 
onbere  SBurjel  Don  ber  3fot»n  p— ql/^  ^aben,  inbem 
bie  ®rö6en  p  unb  q  in  beiben  9luSbrü(fen  biefelben  pnb. 
©ubjiituirt  man  ba^er  in  einer  ©leit^ung  mit  imoginären 
Sßurjeln  für  bie  Unbelonnte  p±l/^  unb  entwidelt  bie« 
felbe  alsbann,   fo  erl^ält  man  eine  @{eid^ung,  toelc^e  au3 
jwei  wefentU^  öon  einonber  berf(!^iebenen  %^e\Un  befielet, 
nämli(i^  au§  einem  %^e\k,  ber  reelle,  unb  einem  onbefn,  ber 
imaginöre  @tö|en  ent^öli.    S3eiei(|net-man  ben  Inbegriff 
ber  reellen  ©lieber  mit  P  unb  ben  ber  imoginären  mit 
Ql/— 1,  fo  öertoanbelt  p^  bie  gegebene  ®l  in  folgenbe: 
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P+Ql/=T  =  0, 
toeldje  offenbar  nur  In  fofcrn  gattfinben  lonn,  al§: 

p  =  0  unb  Ql/-1  =  0. 
SuS  ber  legten  ©(eid^ung  fud^e  man  q  burd^  p  ju  6eflimmen 
unb  fubpituire  ben  für  q  gefunbenen  fBtxif)  in  bie  ®I. 
P  =  0,  tooburd^  eine  ®I.  in  P  erhalten  toirb,  bie  je  mif 
il^rem  @rabe  burd^  eine  ber  Dorl^ergel^enben  3Ret^oben  ge« 
löji  toirb.  ©e|en  tolr,  um  bie  imaginären  aOBurjeln  ber  ge« 
gebencn  ®I.  ju  bejiimmen,  x  =  — (y  +  zl/  — 1)  in  bie 
m.,  fo  erhalten  mir: 

— (y+zl/^)'-3(y+zl/=l)--5  =  Ojber : 
— y*-3y«zT/— 1  +3yz2+z8l/— 1— 3y— 3zl/— 1— 5  =  0. 
9lun  fe^e  man  bie  reellen  nnb  bie  imaginären  ®rö|en  gleid^ 
^ud  unb  mir  erhalten: 

(1)  —  yM-3yz«— 3y-5  =  0jinb 
— 3y«zl/— l+z»T/^— 3zl/-l  =  0, 
3)it)ibire  festere  ®i.  burd^  zj/— 1,  fo  toirb: 
— 3y«+z«— 3  =  0,  morau«  z2  =  3(y2+l)  folgt. 
©e|e  ben  SBBertl^  für  z«  in  (1)  unb   entoidtele  bie  ®U 
fo  toirb: 

8y'+6y— 5  =  0. 
3)er  SBertl^  für  y  liegt  jtoifd^en  0  unb  1.  ©e^en  mir  alfo 

y  =  — ,  fo  ^at  man: 

5r«_6r«-8  =  0. 
g 
aus  ber  ®i  r  =  V5+5-2  folgt,  bag  ber  SBertl^  fürrjtoi^ 

fd^en  1  unb  2  liegt.  TOan  fe^e  bal&er  r  =  2-~^,  fo  toirb: 
S)urd^  ©ubfHtution  erl^ölten  toir  bann  folgenbe  ®I.  in  s: 


1 


i\-h)'-i'd-J-'=o- 


(5.2^-6.22— 8)s'—(6.2«+8.3)s«— 24s— 8  ^  o. 
8s'-488«-~24s-l  =  0. 
3)iefe  ©leid^ung  in  s  ifi  ber  oben  gefunbenen  ®I.  in  y 
burd^aud  gleid^;  bemnad^  muffen  aud^  bie  nämlid^en  SBertl^e 
für  s,  t,  u,  V,  w  entftel&en.    ®al^er  ift: 
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y=7'  7='/'+y-j'  T='/^+v.:|  4='/»+'/-i' 


wi  =  — 652.    tiafftt  tfi: 
y = — ( V» + Vt  Ai  +  VisAj + V84A8+  V162A4 + Vj4»A5— Ve6»  Aj..). 
9hm  iP:  —  Vj        =— 0,500000000000000  =  Ai 
_i/,Ai    =  -0,071428571428571  =  Ag 
_  VuAj  =  —0,005494505494505  =  As 
— VsiAs  =-0,000161603102779  =  A4 
— V162A4  =  —0,000001063178308  =  A5 
—VuiAt  =  -0,000000004393299  =  A, 
+  765»Ag  =  +0,000000000006738  =  A7 
•    y  = -0,57708574759072;  bolzet  ip: 
z»  =  3(y«+ 1)  =  3,9990838802491527; 
tnitöin: 
z  =  ±1,99977095;  f olgl^  fmi»  t»i«  Reiben  itnoginätenSButjeln: 
X2  unb  X8  =  — 0,57708574759072  +  1,999770951/=!. 
2.  Siefe  @Iei$ung  ffat  nur  3<t('^("fol9<n>  olfo  iP  ^^t  reelle 
SButjel  nefltttib.  ©ejtman  nun  x  =  — xi,  fo  etl^ält  mon: 

xi«+7xi— 3  =  0. 
@S  ift  leidet  etfid^tli^,  bog  leine  gonüaPgen  SSertl^e  für 

1         * 

Xi  bet  ®I.  ©enüfle  leijlen;  won  fe|c  bo^et  xi  =  — ,  fo  ijl: 

3y»_7y»_l  =  0. 

3lu8  y  =  V«+3-ä  folflt  Ixife  l»«!  SBert^  für  y  jtotf^en  2 
unb  3  liegt.   9Man  fc^e  7  =  3-—^,  fo  erhalten  toir: 

K^zTl)-K'z-Tl)-l  =  «''^- 
17z»— 66z» -3z— 1  =  0. 

«u8  z  =  «ViT+if^+j^,  folgt,  bo6  z>«Vi7>3  fein  mufe. 
©ejt  ttifln  z  =  4^^,  fo  eil^otten  »ir: 

19s«—  1083s»—  15s— 1  =  0. 
«US  8  =  "''*/i9+^+j|p  folgt,  bofe  s>w»/i9>56  ifl. 
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SKon  fefte  8  =  57r— v,  fo  toitb: 

19.(57^-|j)^1083(57^-lj) -15(57^^)-1  »0  ober: 
856t'+3520380t«+858t+l  =  0. 
«u«  t  =  -.— /..-g^^-g^.  folgt,  b«6: 

©e|tn  toit  oI|o  f^liefeltdj  t=— 4113,  fo  ip: 
x=-i,  =-(V.+V4A,  +  V67A»-  '/«isA«...) 
—V,         =  —0.333333333333333 = Ai 
— V4A1     =  —0,083333333333333  =  A, 
~y„A»    =— 0,001461988304093  =  A« 
+  'AnoA,,  =  +  0,000000355455459  =  A4 
xi  =  -0,418128299515300. 
(«Kon  öfli.  §.  510.  5.) 

Um   bie   intttflinäten   Sßutjeln  )u   ftnben,    fe^e   man 
X  =  —  (y+zl/— 1),  fo  »irb: 

z«  =  3y«+7  unb 
8y»+14y+3  =  0. 

©e^t  man  y=——,  fo  mirb: 

3r»-14r«— 8  =  0. 
lus  r  =  "/8+^,  folgt,  bofe  r>»V«>4  fein  mufe.  SWon 

fe^e  r=^-J^,  fo  wirb: 

17s»-374s»— 248— 8  =  0. 
«ug  s  =  8T4/„+^+_^  folgt  bo6  s>22  tji.  2Bir  fcfeen 

aber  nid^t,  loic  biSl^cr  s  =  23,  fonbern  s  =  22rjp^,  toeil 

in  ienem  gfolle  ber  SButjetoert^  für  y  in  bcr  btitten  S)c« 
cimalftede  ju  Hein  n^ürbe.  SBenn  mir  ben  SBert^  für  s 
ein{e|en,  fo  erhalten  mir: 

l<22t:^J-3K22f|i)-24(22^-lj)-8  =  0  ober: 

67t«+22762t«+69t+l  =  0. 
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«u»  t  =  -(«"«V«  +^t+6^ts)  ^"'fl*  * ^  -""%7  >  -  339. 
TOon  fe|e  t  =  — 340^^,  fo  »trb: 

-67.(340^y+22762.(340-°-j)  -  69.(340^Jj)+l  =  0 

ober :  2104259a»— 2631240283u«+ 23467u —1  =  0. 
@<fce  u=1250,  fo  tottb: 

y  =  V6+ VmAi  -  V8«oA«-  Vi«wA« 

=  0,2+0,009090909091-0,000026737968-0,000000021390 

=  0,209064149743;  bo^et  ijl: 

z»  =  3y«+7  =  7,13112345606935203027 

z  =  ±  2,67041634508;  mitl^m  ifl: 

X«  unb  xj  =  0,209064149743  ±2,670416345081/^. 

3.  Sa  müi  §.  510.  6  bie  »eile  SButjel  biefet  ©(ei^ung  ne* 
flotib  i%  fo  fe|e  mon  x=  — xi  unb  tmx  erholten  bie  ®I.: 

x,»-7x,-ll  =  0. 
5)0  etjl  für  x  =  3  unb  x  =  4  ein  gei^enwe^fel  für  N 

Pttttpnbet,  fo  fe|exi  =  3+— ;  otebann  ttrirb: 

5y»— 20y»-9y-l=0. 

9      1 
3tu8  y  =  **/»+5^+5f«  f^'S*'  **°&  y>^  ^*'"  »""B-  3Kon 

fe^y=5£^,  fo  wirb: 

K^zTi)-4z-fi)-<^Ti)-i=^  "»"«^ 

79z»— 593z»— 48Z-1  =  0. 
9lu8  z  =  "V7»+^+7^  folgt,  bofe  z>"V7.>7  fein 
mufe.    @e|e  z=8— r,  fo  wirb: 

%Tiy-M'?Ti)-4rTl)-'='  ober: 
2111r»— 38723r*— 387r— 1  =0. 
Q07  1 

«U8  r  =  w"7«in  +mi?+2m^  ^"^^t  r>»»"»/.in>18. 
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©e|e  r=19g^,  fo  »irb: 

2111(193-^) -38723(l9^-^)'-387(l9^-A_)_i= 0  ober: 

4929928»— 13993712s«— 73568-1  =  0. 
3)er  äBurjetoertl^  biefer  ©lei^ung  liegt  jtoifd^en  28  unb  29. 

9Wan  fefee  s=28— ,  fo  toirb: 

492992^28^Y-13993712(28^y— 7356/28j^)-l  =  0 

ober:  149115793t'+10971482147t«+205971t+l  =  0. 

|)terfttr  fönnen  mir  ol^ne  erl^ebltd^en  genfer  fefeen: 
149115793t«+10971482147t+205971  =  0. 

@e|t  man  t=— 74^^  in  biefe  ®f.,  ]o  iji: 

4668609561a«-811889266936u+205971  =  0. 

@e|e  l^ierin  u  =  174^7^,  fo  erl^ölt  man: 

78090827943V«— 141268732034922V+ 205971  =  0. 
hieraus  folgt  v=  no^eju  1810. 

2)al^er  ift: 

X  =— Xl  =  -(3+ V5+//8A,  +  l/l.A,  + VwA8-V74Ai 

— V174A6— VisioA«) 
_3  =  -3,00000000000000000000  = 
-1/5  =— 0,20000000000000000000  =  A, 
_  i/g  A,  =  —0,02500000000000000000  =  Aj 
— Vi«  A,  =  —0,00131578947368421051  =  A» 
— i/jgAa  =  —0,00004699248120300751  =  M 
+  V„A4  =  +0,00000063503352977037  =  As 
+  Vn4A6  =  +0,00000000364961798719  =  A« 
+  V1810A«  =  +0,00000000000201636353  =  A7  

xi = -(3,22636278195488721802—0,00000063868516412109) 
=-  3,22636214326972309693.. 

(2)  2)0  in  ber  ®l  öy»— 20y«— 9y— 1  =  0  ber  SBertl^ 
für  y  jtoifci^en  4  unb  5  liegt,  fo  fefec  mon  y  =  4— ri' 

toeS^db  —  =  V4+V4Z  toitb.    ^uxä)  biefe  Slnna^me  ent*» 

jiel^t  ein  äöurjeltoertö  für  x,  ber  fdjon  in  ber  jtoeiten  S)e* 
cimalfleüe  gu  grog  i{l,  tt)eS^aI6  bte  ferner  [xä)  ergebenben 
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^ottiaffttü^e  ]&ietbott  fuftttol^trt  toerben  muffen,  tote  fidj 
oud^  ou8  bet  toeiteru  Operation  ergeben  toirb.  S)enn  für 
btefen  SBßert^  bon  y  erl^aften  toir  folgenbe  ®I.  in  z: 

37z»+395z«+39z+l  =  0. 
«US  z  =  -(-/«+^+3^)  folgt,  m 

Z>-»»V»7>— 10 

ip.    ©e|e  olfo  z  =— 11-^,  fo  »itb; 

-37.(ll^-fjH-395(ll4-J-39(ll^-:^)+l  =  0ober: 

ISSOr*— 46940r»+426r-l  =0. 
«US  r  =  "'^A8»o-i||^+jg^  folgt  r>"»*o/u8o>24. 

@e^  r  =  25  -|-y,  f o  Wirb : 

1880(25^-fj)-46940(25^jy+426(25^j)-l=0ober: 

481498»— 293162038« +106478-1  =0. 
|>tetou8  folgt,  bofe  s>608.  ©e|e  ttifo  8  =  609-^,  fo  toiib: 

48149/609jj^y— 29316203.(609^y+10647(609^) 

—  1  =  0  obei: 
2431304000a«— 10872809716800u«+6484020u-l  =  0. 
2)et  fßtxüi  fflt  u  if!  miftiü  4472. 
@§  tft  dfo: 

Xl  =  _(3+  Y,_  •/„  Al- VmA,- V609A«-V4478A4...) 

=  — 3  =  —3,00000000000000000000 = 
- 1/4  =  —0,25000000000000000000  =  Ai 
+ V„  A,  =  +0,02272727272727272727  =  A, 
+ VsjA,  =  +0,00090909090909090909  =  A» 
+V«o»As  =+0,00000149276011344977  =  A4 
+V«««A4  =  +0,00000000033380145649  =  A5 

X,  =  —(3,25—0,02363785673027854262) 
.  =-3,22636214326972145738. 
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Um  bie  feeiben  imagmftten  SBurjeln  )u  ftnben,  fe|e  man 
x  =  y+zl/— 1,  fo  »Dirb: 

z»  =  3y*— 7  unb 
8y._l4y— 11  =  0. 
Pt  j  =  l  wirb  N  =  — 17; 

,    y  =  2    „     N=+25.  @eftey=l+-  ^0  Wirb: 

8(n-i)-14(l+i)-ll  =  0. 

17r'-10r«-24r-8  =  0. 
gfüt  r  =  l  ip  N  =  -25; 

„    r  =  2  „   N=+40.    ©ejjt  r=2g-^,  fo  i|l: 

n(2^Ti)-io(2«-:ti)-4^i)-«=^- 

40s»— 160s*— 728— 8  =  0  obet: 
5s»— 20s»— 9s— 1  =  0.    Sür  s  =  5^^  et^ülten  mir : 

79t»-593t«-48t— 1  =  0.    ©efee  t  =  8  " 


u+1 

2111u»-38723u«— 387u— 1  =  0.    @e|t  u  =  19-^ 

492992V»— 13993712v«-7356v-l  =  0. 
Ol^ne  toefentlt^en  ^tUtt  tönnen  toit  fiatt  biefet  ®I.  fe|en: 

492992V»— 13993712V— 7356  =  0.  ©efee  v  =  29^t-,  \o  ijl: 

8781268W«— 405832360W  —  7356  =  0. 

©e^c  w  =  47-— ,  fo  wirb: 

323692736wi»—  19074135632wi— 7356  =  0;  Wi  =  60; 
Ws  =  107. 

V«A5  +  V60A«  +  V,07A7. 

«Run  tji:  1    =  1,0000000000000 

V»  =  0,5000000000000  =  Ai 
VsAi  =  0,1000000000000  =  A8 
VsA*  =0,0125000000000  =  As 
'/»As  =0,0006578947368  =  A4 
V»  A«  =  0,0000226860254  =  As 
V„Ab  =  0,0000004826814=  A« 
VmA,  =  0,0000000080446  =  A7 
'/io7  A7  =  0,0000000000751  =  Ja 
y=  1,6131810716;  bo^er: 
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z«  =  3y«-7  =  0,80705950930557297968 

z  =  ±0,8983649090;  mithin  ift^ 
X,  unb  xs  =  1,6131810716 ±0,89836490901/-!. 
Ol»r:  Stefelbe  @Ieid^ung  in  s  fanben  toir  bei  ber  erften 
S3eted^nung  bet  teeQen  SButjel  ffit  x  in  y.    9}Ht  Siüclft^t 
ouf  bie  bott  für  z,  r,  s,  t,  u,  v  gefunbenen  Söettl^e  lonn  y 
aud^  bur(|  folgenbe  3;i^eilbrud^teil^e  auSgebrttdt  ttrtben: 

y  =  1 + V»+  VsA, + V8A,+ V1.A8+ VmA*- V74A6- 

V174A« — V1810A7. 
au(^  ^ietttuS  folgt  y  =  1,6131810716. 

4.  Sürx  =  l  iji  N  =  — 8;  für  x  =  2  iji  N=-5; 

„    x  =  3  ,  N  =  +10.    ©ejen  toIr  x  =  2+— .    Um 

aber  biefclbe  gorm  für  btc  SC^eilbrud^rct^c  gu  erl^alten,  tt)ic 
fic  in  bcr  Seifpielfammlung  ongegebcn  i|i,  feje  mon  y%j  =yi, 

iDoburd^  x=2fl+— ..j  iDirb.    ®urd^  ©ubjlitution  biefcS 
SBertl^eS  für  x  in  bie  gegebene  ®I.  erl^olten  tt)ir: 
2»(l+lJ-4.2(l+l)-5  =  Oob.r: 
5y,»-16yi»-24y,-8  =  0. 
gut  y,  =  3  ijl  N  =  — 89;  für  yi  =  4  iji  N  =  — 40; 
„    y,  =  5  ,  N  =  +97.  ©ejje  yi=5^,  fo  Wirb: 

<^TiJ-K'zTi) -4zTl)-«=«  »»»"^^ 

97z»-664z»— 144Z-8  =  0. 

144       8 
SH„S  z  =  6M/„+ii?+_^  jolgt  z>6.    @ejt  man: 

z=  7-q;^,  fo  »irb: 

9<^-:flJ-66<'fil)-l%Ti)-«  =  0  ober: 
281r'+34576r»+1032r+8  =  0. 

att8r  =  -(""%«+^+2^)  folfit  r>-123. 
©eje  r  =  — 123^,  fo  toirb: 
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— 28l/l23g-^Y+  34576(l23^jY— 1032(l23g-|^)+8  =  0 

ober:  69749s»+5228464568«-1269128->-8  =  0. 
@tatt  btefet  ®l  fann  man  au^  ol^ne  loefeniti^en  gfebler 
fejen :  69749s*+5228464568— 126912  =  0. 

«US  8  =  -(««"««%.7«-~^9|)  folgt,  bttB  s  no^eju 

—7496  ip.    @e|t  tnon  btt^et  s  =  — 7496-—^,   fo  et* 

l^alten  loit: 

69749^ 7496.j^Y-522846456(7496^]-126912=0  ober : 

59735104u«+3919257288000a+126912  =  0. 
©e|t  mon  59735104u  =  — 3919257288000;  mithin: 
u  =  — 65611  no^eju.    S)ol^er  ift  ttifo: 
x  =  2(H-V5+V7Ai-V»««A,+V74.eA,-V«6«uA4...).    9lutt  tji: 
+1  =  + 1,00000000000000000000 

+  Vs  =  +0,20000000000000000000  =  A, 

+  VtAi      =  +0,02857142857142857143  =  A, 
— VnsA,    =— 0,00023228803716608594  =  A, 
+ Vt«.«  A»  =  +  0,00000003098826536367  =  A* 
— V65«uA4  =  —0,00000000000047230289  =  At 
X  =  2(1,22857145955969393510-0,00023228803763838883) 
=  2.1,22833917152205554627 
=  2,45667834304411109254. 

Um  bie  tmagtnäten  Surjeln  bet  @l.  gu  finben,  fe|e  man 
x=— (y+zK— l);  olSbann  toitb: 
z«  =  3y«— 4  unb 
8y»— 8y— 5  =  0. 
gür  y  =  l  »itb  N=— 5;  für  y  =  2  »itb  N=+43. 

@e|e  y=  IH — ,  fo  etl^atten  wir: 

8(l+^)-8(l+i)-5  =  0  ober: 

5r»_l6r»— 24r-8  =  0. 
3)UfeIbe  ©(et^iuns  ^aittn  mit  oben  bei  bet  ^ete^nung  beS 
reeflen  SEßettl^eä  für  x  in  vi,  folglid^  ift: 
y  =  i/jx,  =  1,22833917152205554627 ;  ba^er : 
z«  =  3y*-4  =  0,526451360886054007389352... 
z  =  ±  0,72556968024170773462. 
x,  unb  X»  =  1,22833917152205554627 ± 
0,725569680241707734621/^1. 
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pt  x  =  l  tt)irb  N  =  0;  folgli^  tfl  ]^termit  fd^on  eine 
Sutjel  ber  @(.  gefunben.  S)tt)ibiren  tuit  ballet  bie  gege«^ 
bene  ®I.  burd^  x— 1,  fo  erl&alten  »ir: 

x^+x— 4  =  0. 
gär  x=  1  iDirb  N=  -2;  für  x=  2  toirb  N=  +2. 

SBir  fejen  x=l4—  tu  bie  quabratifd^e  ®l.,  fo  toirb: 

2y2_3y— 1=0. 
3luSy  =  7j+^  folgt,  bafe  y>l  ift.    ©ejen  toir: 

y=2^-:^jMoiP: 
z«— 8z— 1  =  0.  @e|e  z  =  8^,  fo  toitb : 

r«+66r+l  =  0.  ©e^e  r  =  — 66-^,  fo  i|i: 

s»-  4354s +1  ==  0.  s  =  4354  ^ 


u+1 


(4354;^)'-4354(4354j^)+l  =  0 

u*— 18957314u+l  =  0;  a\]o  u=  18957314. 
S)a]Öer  i|l:  x=  l+'A+VsA,— VeeA»— »Ass^A»— VisssisuA«... 
+1  =  + 1,000000000000000000000000000000  = 
+V8  ==  +0,500000000000000000000000000000  ==  A, 
+ i/g  A4  =  +0,062500000000000000000000000000  =  A, 
-VeeAj  =  -0,000946969696969696969696969697  =  A« 
— V48B4A  j  =  —0,000000217494188555281802870227  =  A« 
—Vig»578uA4  =  — 0,000000000000011472837795232056  =  A5 

X«  =  1,5625-0,000947187191169725089295071990 

=  1,561552812808830274910704928010 
X8=  -fx^+x«)  =  -2,561552812808830274910704928010. 

6.  'S>a  bie  ®I.  nur  Sttt^^nMstn  ffcA,  fo  ijl  bie  teeQe  SButjel 
nejotiö.    ©e^en  »ir  olfo  x  =  — x^,  fo  toitb: 
Xj»— 2x,«+3Xj— 4  =  0. 
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Sfür  x,  =  l  »itb  N  =  — 2;  für  x,  =  2  toirb  N=  +2. 
©e|t  tnon  x,  =  H — ,  fo  wirb: 

(l+lJ-2(l+i)V3(n-i)-4=0  ober: 

2y»_2y«— y-l  =  0, 
Sfür  y  =  l  toirb  N  =  — 2;  für  y  =  2  toirb  N=  +5. 

2(24-J-2(24-^)-(2^)-l  =  Oober: 
5z'— 15z«-5z— 1  =  0.    ©eje  z  =  3^,  fo  ift : 

<^Tl)-'<^-flH'rTl)-^  =  '  ot«r: 
16r»+168r«+18r+l  =  0. 

au3  ''  =  -("V..+i^+igp-,)  folgt  r>-10. 
@e|e  f  =  ~löjTT'  ^^  *''*'• 

621s«+164438»— 1778+1  =0. 
hieraus  folgt,  bttfe  8>— »«"•/6m>— 26.    ©e|e 

8  =  — 27j— ,  fo  wirb: 

-ö2l{27j^)  +  16443(27-^-^)'+177(27-J^)+l  =  0 
ober:  231416u»— 11996508u»—4782u— 1  =0. 
3)0  u>»»»»«o«V«8uu>51,  fo  feje  u  =  52^,  f o  wirb : 

231416^52^Y-11996508(52^Y— 4782^52^)— 1=0 

ober:  100134631v'-32439044963v«— 248667v— 1  =  0. 
V  =  »"»»<»"»«»/iooi84Mi  =  no^eju  323, 
2)al^er  tfl: 

X  =  -1— V«-V»A,+VloA,-V«4l,-V6.A4-V8«8A6... 
3lun  iji: 
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—1         =—1,00000000000000000000 
— V»       =  -0,50000000000000000000  =  A, 
— VsAi   =— 0,16666666666666666667  =  A« 
+  VioA,  =  +0,01666666666666666667  =  A» 
—•/«As  =— 0,00061728395061728395  =  A4 
— Vb»A4  =—0,00001 187084520417854  =  A6 
— VbmAs  =  —0,00000003675184273739  =  A«. 
X,  =  —1,66729585821433086654  +  A. 
=  -1,65062919154766419987. 
Um  ble  imo9tnät«n  SButieln  ju  er^otten,  jf^e  man: 
x  =  — (y+zl/^=l),  fo  toirb: 

— (y+zl/=l)»+2(y+zl/-l)*-3fy+zl/-l)+4  =  0; 
ballet:  z«  =  3y«— 4y+3  unb 
4y»-8y«+7y— 1  =  0. 
3für  y  =  0  toirb  N  =  — 1;  für  y  =  l  wirb  N  =  +  2. 

3)er  SaSert^  für  y  liegt  jtoifd^en  0  unb  1.    68  fei  y=-, 

fo  erl^alten  toir: 

r«- 7r>+8r— 4  =  0.    r  =  7~ 

s+1 

52s'— 2438«+44s-4  =  0.    s  =  5-^ 

t+1 

641t»-5647t«+208t-4  =  0.    t  =  9-5L 

11750U»— 453675u«+  1860u-4  =  0.    u  =  39-^ 

v+1 

11750(39^-^) -453675.(39^j)%1860(39^-;^)-4  =  0 

7031111V»— 689894607v«+72528v— 4  =  0.    v  =  98. 
Sa^er  ift: 

y  =  V7+%Ai  +  V»A8+V»9A8+V98A4.  5Run  ift: 
Vt  =  0,142857142857  =  A, 
VsA,  =  0,028571428571  =  Aj 
V.A2  =  0,003174603175  =  A« 
- .  V89A«  =  0,000081400081  =  A4 
V98  A4  =  0,000000830613  =  A» 

9itilatiti  Vnflöfimiitn  m.  21 
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7  =  0,174685405;  bolzet: 

2»  =  3(yi+ l)_4y  =  2,392803352160042075 

z  =  ±  1,5468688875;  mithin: 

X,  unb  xs  =  -0.174685405±  1,54686888751/^. 

7.  gür  x=l  toirb  N  =  — 5;  für  x  =  2  wirb  N=+8. 

man  \tit  x  =  l+-,  fo  toirb: 

5y4_4yt_4y2_4y_l  =  Q. 

gür  y  =  l  toirb  N=-8;  für  y  =  2  toirb  N  =  +23. 
©eje  y=2—- j,  fo  toirb: 

23z«— 92z'- 46z«— 12z— 1  =0. 
Sür  z  =  3  toirb  N=— 1144;  für  z=4  wirb  N=— 785; 

„   z  =  5    ,    N=+1664,  ©eje  z=4-^,  fo  toirb: 

4r-Ti)-K^)-4rTl)-4rT-l)-^=' 
785r«+7508r»+886r«+52r+l  =  0. 

«US  r  =  -(-/m+^r+Ä«+7i)  W: 
aWott  fe^  r  =  — 10~,  fo  toirb: 

■^Ki^8Ti)-M^^)'-^Ki«sTT)-K'öi:;T) 

+  l=x0 

4300818*— 7332356s»+870468»— 516s  =  0  ober : 
430081s»-7332356s« + 870468-  516 = 0. 
3tu8  8  =  "»»»*»A8oo8i+...  folgt,  bal  8>17. 

©e|e  s  =  17j~,  foiP: 

43008l(l7^)-7332356(l7j^)V  87046(17-^-3) 
—  516=0 
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4583665u»+2116092868u«-1478234u+516  =  0  ober: 
4588665u»+2116092868u— 1478234  =  0. 
®er  SBert^  für  u  =  — *"«»«»«V4B89«6b  =  na^eju  -462. 

@e|e  u=— 462-—,  fo  »irb: 

719409010v«-977637861484y— 1478234  =  0. 

^ieiflu«  folgt  v  =  1357.    5)ü^er  iJJ: 
X  =  1+ "/»+ V4A1— VioA»— VitA8+ VmA4+ ViwAs... 

9}un  ift: 

+1  =  + 1,000000000000000 

+ »/,  a=  +0,500000000000000  =  A, 
+ V^A,  =  +0,125000000000000  =  A, 
_i/,oA»  =  -0,012500000000000  =  A» 
-  i/„A«  =  -0,000735294117647  =  A4 
+V«2A4  =+0,000001591545709  =  Ab 
+ ViwA»  =  +0,000000001172841  =  A« 

X  =  1,625001592718550-  0,013235294117647 
=  1,611766298600903. 

8.  Pt  x  =  l  toltb  N  =  — 6;  für  x  =  2  wirb  N  =  — 1; 
„    x=:3     ,    N=:+16.    ©e^e  x  =  2+i,  fo  iP: 

(2+-Y-2(2+i)-5  =  0  ober : 
y._10y«_6y— 1  =  0. 
«US  y  =  10+1+^  folgt  y>10.   @<|^  7  =  11^:^ 

("riTj-K"i^H"rfl)->=« 

54z»— 1345z«— 69z— 1  =  0. 

6Q         1  r 

«u«  z="«/m+^,+5^.  folgt  z>24.  ©eje  2=25^^^^ 

K^Tl) -^K'^-Tl) -K'^-il)-l  =  0 
1399r«— 844048r»— 1728r— 1  =  0. 

«US  r=»""»Am+^+i3^,  folgt  r>603.    @e|e 

g 

^^^^'ä+l,  fo  »irb: 
1399^604— jY—844048(604~Y-1728[604-^)-l  =  0 
333857375s»— 307935247075s«-1043715s-l  =  0. 
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@tatt  biefer  <BIfi<!^ung  fönnen  toir  au$  f(|en: 
3338573758«— 3079352470758— 1043715  =  0. 

©e|t  tnon  l^ierin  s  =  923— r^r,  fo  toirb: 

198545532435u«—284224235137655u— 1043715  =  0. 
©ej«  u  =  1432  u.  f.  vo.,  fo  ift: 
X  =  2+ Vu+ V«»A,+V.mA,+ V.mA.+ Vi48«A«+.... 

3im  ift: 
2  =2,00000000000000000000 

7,1  =  0,09090909090909090909  =  A, 
i/„Ai  =  0,00360636363636363636  =  A, 
•/»04A2  =  0,00000602046959662854  =  A8 
VmsA»  =  0,00000000652271895626  =  A4 
Vi48«A4  =  0,00000000000455497134  =  A» 

X  =  2,09455148154232510159. 

@gen  bete^net  in  {einem  „$anbbu$  bet  adgemeinen  9ttt^< 
meti!"  n.  Sonb  @.  397  bie«  Seijpiel  mittelp  ber  9ie»ton« 
fd^en  9lAl^etun9Smet]^obe  unb  finbet: 

X  =  2,09455148154232659148238654057930. 
Um  bie  imaginäten  SBur}eIn  ju  txf)olUn,  {e|e  man: 

\==—(y+zV—i),  fo  ttjitb: 

-(j+zV^y+2{y-\-zV=i)-5  =  0. 

4)ietttu8  etl^alten  wir  z*  =  3y*— 2  unb 

8y— 4y-5=0. 
Pt  y=l  toi^b  N  =  — 1;  für  y  =  2  wirb  N=+51. 

@eje  y=  IH — ,  fo  erl^ülten  »ir: 

8(n-^Y— 4(n-y)-5  =  0  ober: 
r»_20r«— 24r— 8  =  0.    ©e|e  r  =  22^,  fo  h)irb: 

K-il) -K'^s-il) -K''8-il)-«  =  Ö  ober: 

54s»~1345s2-69s-l  =  0. 

S3ci  bcr  Sered^nung  ber  reellen  SDBurjel  fanben  »ir  btefeföe 
®(etd^ung  in  z,  ba|er  ift: 

y  =  1  +  Vm  +  V26  Ai  +  V604  A2  +  VsSbAs  +  Vl482  A4.... 

5Run  ift: 
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1  =1,00000000000000000000 
i/„  =  0,04545454545454545455  =  Ai 
V„A,  =  0,00181818181818181818  =  A, 
V«o4A,  =  0,00000301023479831426  =  A» 
•/»mAs  =0,00000000326136272840  =  A4 
VumA«  =  0,00000000000227748793  =  A» 

y  =  1,04727574077116580332 ;  bo^et : 
2»  =  3y«-2  =  1,2903594316233457597344632368 
z  =  ±  1,1359398890889. 

TOtlÖin  ift:  

Xt  unb  Xs  =— 1,047275740771165 ±1,13593988908891/-!. 

9.  @e|t_mon  x  =  j+zV—l,  fo  erl^ält  tnon: 
(y+zl/-l)*-(y+zl/— l)+l==0.  ajtefe  ®l_i\U  enttoirftit: 
y* + z*— 6y»z« + 4yz(y«— z«)l/— 1— y— zl/— 1 + 1  =  0. 
£)ietau3  erhalten  tott  bie  beiben  ®fet$ungen: 
(1)  y*+z*-6y*z«-y + 1  =  0. 

(2)  4y(y«-z«)-l  =0. 

«u8  ®l.  (2)  folgt  z*=y«— |-.     ©ubjKtuwen   »tr   ben 
SBert^  für  z«  in  (1),  fo  tfl: 
yH(y»-^) -6y«(y*-^)-y+l=0  ob«: 

(3)  64y«— 16y»— 1  =  0. 

Um  bie^e  ©Ui^ung  tiermtttel{}  bet  %^nlbxu(S)xti^m  aufju« 

löfen,  ^e^e  mon  y«  =  —  in  (3),  fo  toirb: 

(4)  64-^.-16-— 1  =  0  ober: 

(5)  r»+16r*-64  =  0. 
8für  r=l  toirb  N  =  — 47;  für  r=2  toirb  N=4-8. 

@eje  r  =  H-— ,  fo  Wirb: 

[i+jY+16(i+yY-64=0  ober: 

478»— 358«— 19s-l  =  0. 
3für  8  =  1  toirb  N  =  — 9;  für  s  =  2  toirb  N=  +  197. 

@eje  s=2rTT'  ^^  ^^^^- 

197t'— 219t«-41t— 1  =  0. 
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Stus  t= "V1.7+ j|^+ 19^7^  folgt  t>"»A»7  >  1.  ©efte 
t  =  2^,  fo  »ttb: 

617u'-1043a«— 85u-l  =  0. 
au8  "  =  '**V..7+gY^+gj^  folgt  u>  »«»/,„  >1. 

©eje  a=2— ^,  fo  tottb: 

593v»— 4515v»— 173v— 1  =  0, 
170        1 

Mus  v=«"/5«.+^+59§^  fotflt  v>««/59,>7. 

©e|c  T=8-^,  jo  toitb: 
"W-ri 

13271W*— 291731W«— 1387W— 1  =  0. 
1007  1 

tau*  w  =  ""3v,.„.+j^-+_^,  folgt: 

w>«»»"Vi8«7»>21.   Se|e  w  =  22^^^,  fo  toitb: 

1327l(22^,)-29173l(22^j)'-1387(22^l)- 

ober  81289wi»— 141258835wi»— 30517W,— 1  =0. 
©efcen  toir  fd^ließli^  w,  =  1738,  fo  tj!: 
r  =  l+Vj+V«A,+V«A,+V8A»+VMA4+Vm8A6 

=  1+0,5  +  0,25+0,125+0,015625+0,0007102273+ 

0,0000004086 

=  1,8913356359;  btt^t: 

y«  =  -=  1 : 1,8913356359  =  0,52872688539183; 

y=± 0,72713608;  olfo  l:4y=l:2,90854432=0,3438145993. 
©tt^er  z»=0,72713608«  + 0,3438145993;  olfo: 
z,«  =  0,1849122795377664 ;  Zi  =  ±  0,4300142782 ; 
Zt» = 0,8725414781377664 ;  z,  =  ±  0,9340992871. 


-1=0 
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®a  nun  x  =  y±zl/— 1  \%  fo  ift;  

Xi  unb  X8  =  0,72713608± 0,43001427821/— 1^ 
xs  unb  X4  =  ~  0,72713608  ±0,934099287lK—l. 

(«>etS  §.  103.) 

§.  512.  @tne  fernere  SRetl^obe,  @Ieid^ungen  bon  l^öl^ern  @raben 
aufjulöfen,  befielet  mif  Stoffe  in  ber  Säilbung  ber  ®lei* 
drangen  ber  2Bur}eIquabrate. 
©oll  bie  ®Iei(3^ung: 

(1)  x«-ax+b  =  0 

in  eine  anbere  umgemanbelt  merben,  beren  SOBurjeln  bie 
Ouabrate  ber  ©tammpleid^ung  finb,  fo  fe|e  man  |/x  ftott 
X  unb  n)ir  erl^alten  bie  ©(eid^ung: 

(2)  x-~a|/x+b  =  0. 

©ringen  toir  bie  ratipnolen  ©röfeen  biefer  @l.  auf  bie  eine 
unb  bie  irrationalen  auf  bie  anbere  @eite  ber  (Bleid^ung,  fo 
l^aben  mir: 

(3)x+b  =  a|/x. 
grl^eben  tt)ir  biefe  ®I.  in«  Quabrat  unb  orbnen  fle,  fo  ent* 
fielet  bie  berlangte  tranSformirte  ©leid^ung: 

(4)  x«-.(a«-2b)x+b««:0, 
beren  SQßurgeln  bie  Ouabrate  ber  @I.  (1)  jtnb. 

SSerfäl^rt  man  ebenfo  mit  ber  numerifd^en  (Sleid^ung, 
fo  tt)irb: 

X  — 7|/x+12  =  0  ober  x+12  =  7|/x. 
3)iefe  ®l  ind  Ouobrat  erhoben  unb  georbnet,  gibt: 
x2-^(49-24)x+144  =  0  ober  x«— 25x+144=0. 
Die  JBurjeln  biefer  @I.  ftnb  3«  unb  4«,  toä^renb  bie  SDBur« 
jeln  ber  ©tammglei^ung  3  unb  4  ftnb. 

2.  @e|t  man  l^iet  |/x  ftatt  x,  fo  toirb: 

x|/x— ax+b^^x  — c=!=0;  ^ierauö: 


l/x(x+b)  =  ax+c. 
ins  Dl 


grl^ebe  biefe  ®I.  m  Duabrat  unb  orbne  fle,  f o  entfiel&t  bie 
tranSformirte  ®I.: 

X»—  (a»—  2b>x"4-(b«— 2ae)x  — c«  =:=  0. 
3.  a)  Um  bie  gegebene  @U  beren  SQßurjeln  3,  4,  5  ftnb,  in 
eine  anbere  ju  öertoanbeln,  »orin  l>ie  SSBurjeln  3«,  4«,  5« 
finb,  feje  man  in  bie  unter  3tx.  2  gefunbene  tra««formirte 
®I.  für  a  =  12,  b  =  47,  c«:60  unb  mir  erhalten: 
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X»— (12»—  2.47)x«+(47«— 2-12.60)x— 60«  =  0  ober: 
X»— 50x«+769x-  3600  =  0. 

Um  biefe  @I.  in  eine  folti^e  ju  bemanbeln,  beten  SBur}eIn 
bie  Dierten  ^{^otengen  ber  Stammgleid^ung  {tnb,  betrad^te 
man  (1)  olö  ©tammgleid^ung  nnb  fe^e  a  =  50,  b  =  769 
unb  c  =  3600;  otöbann  erl^alten  toir: 
»—(502  _  2.769)x«  +(769«  -  2.50.3600)x  —  3600«  =  0 
c»  -  962x«+231361x— 12960000  =  0. 

3.  ß)  Um  l^ier  bie  verlangte  @Iei(i^ung  }U  etl^alten,  fe^e  man 
a  =  2,  b  =  — 23,  c  =  60,  fo  tt)irb: 
x8_(2«+ 2.23)x»+(23«+2.2.60)x— 60«  =  0  ober : 

.50x«+769x— 3600  =  0. 
©e|t  man  ie^t  a  =  50,  b  =  769  unb  c  =  3600,  fo  tt)trb: 
,oJx»— (50«-2.769)x«+(769«— 2.50.3600)x— 3600«  =  0 
K^J  \  x»—962x«+231361x- 12960000  =  0. 

SSßirb  enblid^  a  =  962,  b  =  231361  unb  c  =  12960000 
gefegt,  fo  erholten  toir  eine  ®I.,  beren  SBurjeln  bie  a^ten 
H^otenjen  ber  @tammg(ei($ung  finb,  alfo: 
(  x»  -(962«— 2.231361)x«+(231361«— 2.962.12960000)x 
{3)1  - 12960000«  =  0 

|x3—462722x«+28592872321x— 167961600000000  =  0. 

3.  y)  ®ie  ttanSformirten  ©leid^ungen  ftnb: 

..s  /  x»— (2«+2.23)x«+(23«+2.2.60)x— 60«  =  0 
^^^  \  x»-50x«+769x-3600  =  0. 

3e|t  entfielen  bei  fortgelegter  Duabrirung  biefelben  tranS* 

formirten  ©leid^ungen  mie  bei  3.  ß). 

4.  Um  aus  ber  ®ieid^ung : 

x^'+Ax^'-i  +Bx'^-«+Cx«-^+Dx'^-*+Ex«»-«+Fx"-^+ 
Gx«-H  . . .  =  0 
eine  anbere  ®I.  abjuleiten,  beren  SBurgeln  bie  Ouabrate  ber 
gegebenen  ®I.  finb,  fefee  mon  x*/>  jiatt  x  unb  eS  entjiel§t 
aisbann  folgenbe  ®(. 

xVkn^AxV»öi-i)+Bx'/»<'»--«>+CxVit'^--»)+Dx*/«('»--*>+ExV«(»^--*) 
+FxV>(n-«)+GxV^n-7)+  ...  =  0. 

Um  biefe  ®I.  rational  ju  mad^en,  fe|en  tt)ir  bie  rationalen 
®röB^n  auf  eine  unb  bie  irrationalen  auf  bie  onbere  ©eite 
bes  ®Iei(^]&eitS}ei(]^en3  unb  e§  mirb: 
xVip+Bx'/«t'^-«>+DxVi('^-*)+FxV«(»i-«)+  . . .  =•— 
(Ax'/«^'^-i)+CxV«('^-8)+ExV«(n-«+GxV«c»>-'')+  . . .) 

grl^ebt  man  beibe  ©eiten  biefer  ®Ieid^ung  in«  Duabrat  unb 
bringt  afle  ®Iieber  georbnet  »ieber  auf  eine  ©eite  be§ 
©leid^i^eitdieid^end;  fo  ^at  man: 
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X»— (A»— 2B)x»-»+(B»— 2AC+2D)x»-2— 
(C"—  2BD+  2AE  —  2F)x»-»+(D«  —  2CE  +2BF—  2AG+ 
2H)x°-*— (E«-2DP+2CG  -  2BH+2AI-2K)x»-» . . .  =  0. 
S)er  ©oefficient  einer  ^otenj  öon  x  in  ber  neuen  ©leidöung 
wirb  bo^er  gebilbet  büxä)  bie  SSerbinbung  beä  OuobrateS 
beS  goefficienten  berfelben  5ßoteni  *»on  x  in  ber  ©tomm» 
gleid^ung  mit  ben  boppelten  ^robuften  ie  jtoeier  glei^  toeit 
}U  beibcn  Seiten  öon  i^m  obfie^enben  aoefficienten,  bie 
le^tern  regelmäßig  mit  abroe^felnben  3ei(i&en  genommen, 
igitemac]^  erhält  man  au§  ben  @(ei(fiunaen: 

(1)  x''+Ax«+Bx+C  =  0 

(2)  x*+AxHBx«+Ci+D=0 

(3)  x»+Ax*+Bx»+Cx«+Dx+E  =  0 

(4)  x«+Ax'>+Bx*+Cx»+Dx*+Ex+F  =  0 

(5)  x»+Ax«+Bx»+Cx<+Dx»+Ex«+Fx+G  =  0 
"bie  tranSformirten  ©leid^ungen: 

(1)  x'-CA«— 2B)x»+(B»-2AC)x— C«  =  0 

(2)  x*-(A''-2B)x'+(B«-2AC+ 

2D)x«—  (C«  -  2BD)x+D»  =  0 

(3)  x»-(A»— 2B)x*+(B«  -2AC+2D)x'' -(C«— 2BD+ 

2AE)x»+(D*  —  2CE)x  -  E«  =  0 

(4)  x«-(A«— 2B)x»+(B»  — 2AC+2D)x*-  (C»-2BD+ 
2AE— 2F)x»+(D»— 2CE+2BF)x«— (E«— 2DF)x+P«  =  0 

(5)  x^ -  (A* - 2B)x«+ (B«- 2AC+ 2D)x» -  (C« -  2BD+ 

2AE—  2F)x«+(D2— 2CE+2BF-2AG)x»— 
(E«— 2DF+2(3G)x»+(F«  -  2EG)x — G«  =  0. 

5.  ^at  bie  @(eid^ung: 

(1)  X»  —  Ax^-i+Bx»-*— Cx"-8+  . . .  =  0 

bie  n  Sffiurjeln  a,  ß,  y,  8 ,  fo  ijl  noÄ  §.  481 

(2)  x°— Ax»-»+Bx°-»— Cx"'-«+  ...= 

(X  - a)(x-/9)(x^yXx  -  <J) . . .  =  0. 

Seitet  man  nun  aue  ®I.  (1)  eine  onbere  ob,  nämlidb: 

(8)  x"— A'x'-i+B'x»-"— C'x°-3+  . . .  =  0, 
beren  SBurjeln  bie  m*^  5ßotenjen  ber  ©tammgleii^ung  pnb, 
fo  iji: 

(4)  X"— A'x°-i+B'x»-»— C'x»-» . . . .  = 
(x— a™)(x-/J»)(x— yn'Xx—  d")  . . .  =  0. 
@nth)idelt  man  bie  redete  ©eite,  fo  erl^olten  toir: 
x"— (a°'+/?°»+yn'+d>n+  .  .)x»-i+(an'^+a'»y"+a°'^ 

+ ±a»>/py»<Jm  . , ,  =  0  ober: 

X"— [«""jx»-» + [a"/?°]x''-»— [a"'/?°y»]x»-''+ 
[a»^V"<J^]x""*— =  0  na(]^  §.  471. 2. 
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f)iernad^  mu§  alfo: 

u.  f.  tt).  fein, 

6.  SSBenn  nun  a> ß>Y  >d . . .  unb  m  eine  fel^r  gro^e 
3a^I  ifl,  \o  tDirb  a™  über  /^,  ß^  über  y«^,  y«^  über  (J™..., 
ebenfo  0°*/?^  über  a™y"+a"(J™ . . .,  f^tner  a™/?°y"  über 
^^jm^ojiyajm  ^  j^  jp  ^{„^^  übertoiegenbeit  ginflufe 
l^aben,  fo  bafe,  menn  toir  bie  goefpcienten  numerifd^  be« 
red^nen,  bie  Sernadfeläffiflung  Don  /J"  ^egen  o"  u.  f.  m. 
ouf  bie  erjlen  s  "^x^tin  bcrfelben  bei  l^inreidjenber  Änjal^l 
öon  folt^en  Operationen  feinen  @influ§  mel&r  l^ben  fann. 
SBir  finb  bal^er  berechtigt,  ol^e  merfli(|en  gfel^Ier: 

u.  \.  tt).  ju  fe^en. 

7.  ®ol^er  tt)irb  mon  enblid^,  nienn  aDe  SBurjeln  reell  unb 
bon  öerfd^iebener  ©röfee  finb,  bei  fortmä^renb  ttjad^fenbem 
m  folgenbe  ©leid^ung  erhalten: 

8.  Sffienn  alfo  bie  ttanSformirte  ©leid^ung: 

x"^ — A'x»-i + B'x«-^2  _  C'x'^-^ + D'x"^-*  — =  0 

bie  Sform  Don  9lr,  7  l^at,  fo  iji: 

m 

m m  __^^^ 

a»/?°'  =  B';  „    /S  =  l/B':a«'  =  l/B':A' 

m  m 

^m^m  =  c' ;        ,,    y  =  VG*  : «'"/^  =  l/C'  :B' 

a^ßy^S""  =  D';     ,,     (J  =  KD'  :a™^/?^y"^  =  l^D'tC. 
.t)ierau§  folgt,  bafe,  tt)enn  man  aus  icbem  ßoefficienten  bie 
m*«  SBurjet  jie^t  unb  leben  nad^folgenben  bur(^  ben  junäd^ji 
öor^ergel^enben  biöibirt,  man  bie  abfoluten  '^a^voni^^t  ber 
SCBurjeln  ber  vorgelegten  ®Iei(i^ung  erl^ält. 

S)rücfen  tt)ir  bie  SäJurjetoert^e  logaritl^mifd^  auS,  fo  ift: 


log«  =  logl/A'  =  -log  A' 

log/9  =  logl/B^TÄ^  =  ^(logB'-logAO 

log  y  =  logl/C^TF  =  i(log  C-  log  BO 

log(J  =logV'D^=  -(logD'— logC)  u.  f.  tt). 
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9.  $et  ben  foiigefei^ien  Quabtirungen  ber  lCßUT|)eln  toetben 
bie  Soefftcienten  jjeber  folgenben  ©lei^ung  fid^  immet  ntel^t 
ben  Ouabiaten  ber  @oeffidenten  bet  näci^ßbo^cl^ergel^enben 
@Ie^ung  näl^etn  unb  txMä)  quabtatif^  \oa^\tn,  obet 
tt>a8  boffelbe  \%  bie  8ogarit^men  ber  ßoeffidenten  »erben 
fU^  berboppeln.  Sßenn  bteS  bergafl  \%  fo  ift  ber  ®rab 
ber  ^otenj  für  bie  SBurjel  ber  @tammg(ei$ung  gro^  genug 
unb  es  bebarf  oläbann  Idner  »eitern  Quabritung  nte^r. 
@nt|iel^t  alfo  aus  ber  in  ^r.  7  erl^altenen  ®(dc^ung  bur^ 
Ouabrtren  bie  folgenbe  ®(ei(]^ung: 

x»— [o«"»]!»-!  +[a««'|8a>>]xn-»— [a«"'/9*7'*»  |x»-'  + =  0, 

fo  ip  [o*»]  =  (a")«;  [o*"/S«°'l  =  (rf»/?»)« ;  [d^ßxy^]  — 
(a»^'»)«  ober  Iogar!t]^mi|(i  ouSgebrüdt: 
log  («>»)«  =  2  log  (o'»); 
log  (o«'/?«')«  =  2  log  (a"/»") ; 
log  (o'»jS«'y"»)«  =  2  log  (a^/S^y")  u.  \.  ». 
10.  ^uS  ber  iier  borgelegten  @{ei(!^ung  erplt  man  bur(|  fuc» 
cefftbeS  Quabriren  eine  Sleil^e  anberer  ®ld(|ungen,  in  »el» 
d^en  bie  ä&urjetn  jur  }»eiten,  bierten,  ad^ten,  fed^Sje^nten, 
}»eiunbbreigigfien  unb  bierunbfeddSiigften^oten}  erl^oben  ftnb. 
1.  5potenj:  x»— 6x«+llx— 6  =  0 
2    $RDi   /  x'-(6»-2.11)x«+(ll»-2.6.6)x-6«  =  0 
^.  HJOt.  «j^  x»-Ux»+49x-36  =  0  « 

A.   iRnf   /  x»-(14«-2.49)x«+(49«  — 2.14.36)1 
*•  -P"'-  \  x»-98x«+1393x— 1296  =  0 

(  X»  -(98«—  2.1393)x+(1393«  -  2.98.1296)x  — 
8.  5ßot.  I  1296« =0 

f  x»-6818x«+1686433x— 1679616  =  0 
'  x»-(6818«-2.1686433)x«+(1686433«- 

2.6818.1296«)x  -1679616«  =  0 
X«— 43112258x«+2821153019713x  — 

2821109907456  =  0 

X»— (43112258«— 2.2821153019713)x«^- 
(2821153019713«-2.43112258.1679616«)x— 
2821109907456«  =  0. 
X»  -  1853024487X«+795866111,«x  - 

795866110i«  =  0*) 

<x«^(1853024487«- 2.795866111,«)x«+ (795866111i«» 
ßi  sn«*  j  -2.l853024487.795866110,«)x- 795866110,,«=  0 
"*•  -POt.  W»_343369973mX«+633402866«x- 

l  63340284641=0. 


36«  =  0 


16.  ^ot. 


32.  ^ot. 


*)  fHe  ttnten  tna^nn/Un  Sn^Un  jeigni  i^  aatgtlofiennt  etiKnt  an. 
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2)rfi(!t  man  bte  Soefftcttnten  bec  It|ten  (Sletd^ung  but$ 

il^te  Soaatit^tnen  aus,  fo  ttf>ä.Ü  man: 

X» — 30,5357622x«+49,8016800x  -  49,8016800  =  0. 

93on  jej^t  an  toad^fen  bei  folgenben  Ouabttrungen  bec  SBut« 

{ein  ade  @oefftcienten  quabratild^  unb  eS  l^at  ballet  bte  (e|te 

©(eid^ung  bie  gfotm  bon  9tt.  7  unb  bemna^  t{i  nad^  9{r.  8: 
logo  =  30,5357622 :  64  =  0,4771213  =  log3 
log/?  =  (49,8016800—30,5357622) :  64  =  0,3010299  =  log2 
logy  =  (49,8016800—49,8016800) :  64  =  0,0000000  =  logl. 

Sa  bte  gegebene  ®(et(i)ung  nuT  3ti4tntt)e(!^fe(  ^at,  fo  i{l: 
a=  +  S,  ß=  +  2,  y=  +  l. 

11.  1.  ^oteni:  x''+2x»-30x+39=0 

2.   „   X»  -  64x«+ 744x  - 1521  =  0 

4.   „   x»-2608x«+358848x— 2313441  =  0 

8.      „        x»--6083968x«+116704978848x- 

5352009260481=0 
16.      ,        x»  -  3678125665X«+ 135549290ux  - 

286440126,7  =  0. 
32.      „        x«— 135283189,9X«+183734274s,x- 

82047946148  =  0 
obet,  menn  tok  in  bet  legten  ©lei^ung  bte  Sogarttl^men 
bet  ßoefficienten  je§en,  fo  tji  bie  32  ^otenj: 
X»  -  27,1342434x« +44,2641900$  -  50,9140677  =  0. 
2}on  ie^  an  toa^lfen  bei  fottgefe^tet  Ouabtitung  bie  ßoeffi« 
cienten  quabratif(!^  unb  eS  ifi  baber  na(!^  !flr.  8: 
logo  =  27,1312434:32  =  0,8478514  =  log  7,044520 
log/?  =  V8«(44,2641900— 27,1312434)  =  0,5354045  = 

log3,430872 
logy  =  V8»(50,9140677— 44,2641900)  =  0,2078087  = 
log  1,613648. 
Sie  botgelegte  ®I.  i)at  eine  ^eiäfm^ol^e  unb  itoei  3cii$(n> 
toe^fel,  ballet  iß  eine  ÜBurjel  negaiib  unb  jtiiei  ))ofttib.  9BeiI 
nun  boS  jtoeite  ©lieb  pofttit)  ift  uttb  fein  6oefficient  2  be» 
ttägt,  fo  tnug  bie  gtögete  bet  btei  2Butje(n  negatib  fein; 
mitl^in  ifi: 
«  =  _ 7,044520 ;  /?  =  +  3,430872;  y=  +  1,613648. 

12.  2.  ^otenj:  x»—14,583592x»+9,170289x— 0,583592=0 
4.      „        X«— 194,34x«+67,072x-0,340579  =  0 

8.      „        x»-37634x»+4366,277x-0,115994=0 
16.      „        X»— 1416309223x''+19055644x— 

0,013455  =  0 
32.      „        x»-20059318i,x»+363117567X— 

0,000181037  =  0  ober: 
x8-18,3023160x«+li5600262x-4,2577674  =  0. 
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3)0^<r  ifi: 
loga  =  18,8023160:82  =  0,5719474 
log/?  =  (14,5600262-18,3023160) :  82  =  -  0,1169465  = 

1,8830585 

logje=(4,2577674-14,5600262):32=-0,5719456=l,4280544. 
m\o  a  =  num  log  0,5719474  =  -  3,7320498 

ß  ==  num  log  1,8830535  =  +0,7639291 

y  =  namlog  1,4280544  == — 0,2679504. 

13.  $ter  tu  A  =  14,  B  =  59,  C  =  94,  D  =  48,  bo^ei  ftnb 
na^  SRi.  4.(2)  bie  ©oeffictenten  fürbte  gtofite  ?ßoten»: 
A«  =  196;  2B  =  118;  A«— 2B  =  78 
B«  =  3481:  2AC  =  2632;  2D  =  96;  B«— AC+2D  =  945 
C«  =  8836 ;  2BD  =  5664 ;  C«  -2BD  =  3172. 
D«=  2304. 

8für  bie  toiette  Motens  ifl  A  =  78,   B  =  945,  C  =  3172, 
D  =  2804.    aiSbonn  tP: 
A«  =  6084 ;  2B  =  1890 ;  A« — 2B  =  4194 

B«  =  893025 ;  2AC  =  494832 ;  2D  =  4608 ; 
B«-2AC+2D  =  402801 
C«  =  10061584:  2BD  =  4354560:  C«-  2BD  =  5707024 
D«  =  5308416. 

gfüt  bie  a^it  ^otett)  ifl: 
A  =  4194;  B  =  402801;  0  =  5707024;  D  =  5308416. 
A»  =  17589636 ;  2B  =  805602;  A«-2B  =  16784034 
B«=  162248645601;  2AC  =  47870517312 ;  2D  =  10616882; 
B«— 2AC+2D  =  114388745l2rt 
C«  =  32570122936576 ;  2BD  =  4276470546432 ; 
C«  -  2BD  =  28293652890144. 
D«  =  28179280429056. 

gür  bie  ^täiiieffnte  ^ottn^  ift: 
A  =  16784084 ;  B  =  1 14888745. ;  C  =  2829365286 ; 
D  =  281792804». 
A*  =  281703797, ;  2B  =228777« ;  A«— 2B  =  281475019« 
B«  =  130847845,4;  2AC  =  9497682u ; 
B«-2äC+2D=  121850213u; 
2D  f)at  leinen  Sinßu^  mel^t  auf  ben  ^usbrud. 
C«  =  800530756,8 ;  260=6446784,«;  C«-2BD=794083972,8 
D«  =  794071845,8. 

gfflt  bie  }tt)eiunbbteigtafte  ^oten}  ifi: 
A  =  281475019«;  B  =  121350213,4;  0  =  794083972,8; 

0=794071845,8. 

A»  =  792281860«,;  2B  =  242«o;  A«-2B  =  7922816184o 

8ofl.  ^tetbon= 28,8988796 
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B«  =  147258739m  ;  2AC  =  44702986 ; 

2D  ffat  feinen  Stnfluft  nie^r  auf  ben  ^uSbtud,  ba^er: 
ß»-2AC+2D  =  146811710.,.  Sog.  ^ietbon  =  44,1667606 
C«  =  630569354*6 ;  2BD  =  19272*6 ;  C*— 2BD=  630550082«. 

8oö.  53  7997195 
D«=  630550956«.  ßog.  §ietbon  =  53,7997200. 

3Btt  tx^aÜtn  alfo  fflt  bie  32.  ^otenj,  toenn  mir  bie  @oeffi« 
cienten  but^  i^re  Sogarit^men  auSbräcfen,  fotgenbe  ®l.: 

X«  — 28,8988796x«+44,1667606x»— 53,7997195x+ 

53,7997200  =  0. 
t)a^et  ifl: 
logo  =  28,8988796 :  32  =  0,9030900  =  log  8 
log  ß  =  (44,1667606— 28,8988796) :  32  =  0,4771213  =  log3 
logy  =  (53,7997195  -  44,1667606) :  32  =  0,3010800  =  log  2 
logcJ  =  (53,7997200  -  53,7997195) :  32  =  0,0000000  =  log  1. 

aWit^in  iji:  o  =  8,  ß=S,  y  =  2,  d:r=l. 
14.     2.  5potenj:    x«  —  76x«+1584x— 5184  =  0 

4.       „         X»  -  2608x«+  1721088X  -  26873856  =  0 
8.       „         x»-3359488x*+2821969870848x— 

722204136308736  =  0 

(  X»— 5642219880448x«+795866141,«x— 
,ß  I  521578813«  =0 

io-      "      \  x»-12,7514498x»+24,9008400x— 

l  29,7173200  =  0 

X»  —  159171921i,x*+6334028664ix  - 

27204376061=0 
X«—  25,2018664x» + 49,8016800x  — 

59,4346400  =  0 

Säknn  bie  beiben  SBurjeln  «  unb  ß  tniebet^olte  SButjeln 
jinb,  alfo  a  =  +  /?,  jo  i^  bet  jioette  ßoefpcient  «•"  unb 
et  \D&i)1t  ballet  bei  ^inteic^enbet  @töge  bom  m  quabtatifd^, 
roorauS  man  etfennt,  bafe  in  Sejiel^ung  auf  biefe  SBurjeln 
bie  Ouobriruna  ni(^t  weitet  fottgejej^t  ju  weiben  btoud^t. 
5)er  etfie  ©oefficient  ift  obet  in  biefem  gafle  «">+/?«'=:  2a"' 
unb  es  Mä)^  bie  {)älfte  beffelben  quabratif^,  toel^eS  ba3 
3ei(i^en  füt  gleite  SButjefn  iji.  9lun  iji  in  bet  16.^oten$: 
2a'«  =  5642219880448;  a"  =  5642219880448  :  2 ;  ba^et: 
loga««  =  12,7514498— 0,3010300=  12,4504198. 
3n  bet  32.  ^otenj  iji: 
2a»«  =159171921,,;  «w  ^  159m921i7  .  ^j^^^. 

log  a»«  =  25,2018664  -  0,3010300  =  24,9008364. 


32. 
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^tnott»  folgt,  böfe  bie  ^ftlften  btt  erften  ßoeffidenten  tn 
bet  16.  unb  32.  ^otett)  no^r}u  guabrattjd^  mac^fen.  2)a  nun 
ble  itteiten  unb  btitten  ßoefficienten  in  benjelben  5ßotenjen 
quabtattf(!^  tta^fen,  bte  erfien  aber  ni$t,  fo  jc^Iiegen  teit 
ifUtani  auf  jtDei  %Ux(S)t  SEßurjeln  unb  eS  i{l  alfo: 
log«  =  log/? =(25,2018664  -  0,3010300) :  32  =  0,7781512 
logy  =  59,4346400-49,8016800) :  32  =  0,3010300 

Sa^et  tft  mit  md[\<Sii  auf  baS  3et(!^tn  beS  }tt)(iten  @IiebeS 
bet  Stammgleid^uns: 

c  =  numlog  0,7781512  = +  6  unb  /?  =  — 6 

y  =  num  log  0,3010300  =  +  2. 

15.      ,  x*-(2«+2.11)x»+(ll«+2.2.6+2.2)x«— (6*+ 
2.  ^ot. )  2.H.2)x+2«  =  0  ober : 

|x*— 26x'+ 149x»-80x+4  =  0 

,  X*— (26»-2.149)x«+(149«—  2.26.80+2.4)xa— 
4.  ^ot.)  (80«-2.149.4)x+4«  =  0  obet: 

\  X* — 378x»+ 18049X«  ~  5208x+ 16  =  0 

X*— (378«  -  2.18049)x»+(18049«-  2.378.5208+ 
8.  5Bot.|  2.16)x«-(5208«  — 2.18049.16)x+16«  =  0 

?x*— 106786x»+321829185x«-26545696x+256=0 
,  X*  -  (106786«  —  2.321829185)x» + (321829185« — 
l     2.106786.26545696+2.256)x«— (26545696«— 
)  2.321829185.256)x+ 256«  =  0  obet : 

16.  5ßot.<x*  -  107595148X»+ 10356835428X« — 704509199,x+ 
j  65536  =  0  . 

f  X*— 10,0317957x» + 17,0152268x«— 14,8478866x+ 
V  4,8164800  =  0 

f>af)n  ifl: 

loga  =  10,0317957 :  16  =  0,6269872 
log/J  =  (17,0152268-10,0317957) :  16  =  0,4364644 
log  y  =  (14.8478866 — 17,0152268) :  16  =  1,8645413 
log  d  =  (4,8164800 — 14,8478866) :  16  =  1,3730371 ;  alfo : 
a  =  numlog0,6269872  =  +  4,2363 
ß  =  num  log0,4364644  =  —  2,7319 
y  =  numlogJ,8645413=  +  0,7321 
d  =  num  log  1,3730371  =  —  0,2361. 
16.     2.  m.  X*  -  14084X»  +  59802694X«— 82848900996X  + 

26075984796225  =  0 
4.  «ot.  X*— 78753668x»+1294826337X«-374511211,8X 

+679956984«  =  0 
8.  «ot.  x*-3612488797X»+108805262,8X«- 

122653223s5X +462341498«  =  0 
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16.  5ßot.    X*- 10873975l88X»+ 1095242548,1«— 

1494320287»x+213758660m  =  0 

X*-  116052850x'+119630648i,«x«— 

223296990„4X+456927650m,  =  0 

X*  -62,0646555x»+  120,0778422x«  - 

172,3488868x+214,6598496  =  0      . 

Sa^et  iji: 
loga  =  62,0646555 :  32  =  1,9395203  =  log  87 
log/S  =  (120,0778422-62,0646555) :  32  =  1,8129121 = log  65 
log  y  =  (172,3488868—120,0778422) :  32 = 1,6334701 = log43 
log(J=(214,6598496— 172,3488868):32=l,3222175=log21. 

«Ifo  a  =  87,  /J  =  65,  y  =  43,  <J  =  21. 

17.  @ebt  man  in  bet  borgelegten  @Iet(!^uns  }ut  SBemtetbung 
bet  ödsten  Studie  x:3432V»  jlott  x,  fo  einölten  toit  fol- 
genbe  @Ietd^ung: 

x^— V».3432Vtl«+«''/u.3432'/'x6— »«/68.3432'/'x*+ 
"Vi4..3432*''x»-«V«M.3432*/'x«+ V«..3432'/'x-l  =  0. 
Säeted^net  man  bie  Soefficienten  btefer  @Ietd^ung  logaritl^« 
mtjdSi,  fo  toirb: 
logA=log    7+V7log3432— log    2^1,0491462;  num  ^tertoon  =11,19814 
logB=log  63+V7log3432-log  13=1,6955535;    „  ,      =49,6082 

logC=logl75+''/7log3432-log  52=2,0422693;    „         „      =110,2222 
logD=logl75+V7log3432— logl43=2,1080148;    „  „     =128,2374 

logE=log  63+V7log3432-log286=l,8683655;    „  „      =73,85255 

logF=log    7+«/7log3432-log429=l,2431099;    „  „      =17,50289 

63  i|l  ba^et: 
x'— ll,19814x«+49,6082x»— 110,2222x« + 128,2374x»- 
73,85255x«+ 17,50289x— 1  =  0 ; 
ober.  Wenn  mir  bie  ©oefficienten  burd&  i|te  Sogorit^men 
auäbtüden : 
x'-l,0491462x«+ l,6955535x»— 2,0422693x<  +  2,1080148x«— 
l,8683655x«+ l,2431099x— 0  =  0. 
Sered^net  man  bie  ©oefpcienten  für  bie  itteite  ^potenj,  fo 
etl^alten  mit: 

A«  =  11,19814«  =  125,39852;  2B  =  99,21640 ; 

A«—2B  =  26,18212;  Sog.  ^ietoon  =  1,4180048. 

B«  =  49,6082«  =  2460,9735 ;  2 AC  =  2468,570 ; 

20  =  256,4748;  ba^et: 

B«-2AC+2D  =  248,8783;  Sog.  ^ietoon  =2,3959870 

C«  =  110,2222«  =  12148,946 ;  2BD  =  12758,257 ; 

2AE  =  1654,024;  2F  =  35,005 ;  C«— 2BD+2AE-2F  = 

1044,708;  Sog.  l^ietöon  =3,0189948 

D«=  128,2374«  =  16444,836;  2CE  =  16280,389; 
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2BF  =  1736,574;  2AG  =  22.396;    D«— 2CE+2BF— 2AG  = 

1878,625;  Sog.  ^ieröon  =3,2738401 
E«=73,85255«=5454,199;  2DF=4489,052;  206=220,444; 
E»-2DF+2CG=  1185,591;  Sog.  ^ietoon  3,0739348 
F«  =  17,50289»  =  306,3513 ;  2EG  =  147,7051 ; 
F«-2EG  =  158,6462;  Sog.  ^ietöon  =2,2004297. 
^ür  bie  )nieite  $oten}  erhalten  mir  alfo  bte  ®Iet(^ung: 
x'-26,18212x«+248,8783x»-1044,708x*+1878,625x'- 
1185,591x«+158,6462x-l  =  0. 
$tfl(!en  tt)»  bie  Soefftdenten  Iogarit^mtf(|  aud,  fo  ^aben  toir: 
x'-l,4180048x«+2,3959870x'— 3,0189948x*+3,2738401x»— 
3,0739348x«+2,2004297x— 0  =  0. 
SBie  bie  jtDeite  ^oten}  toetben   aud^  alle  folgenben  ^O' 
teitjen  beregnet  unb  btüden  wir  bie  ßoefficienten  fowo^l 
butcl^  il^te  Sd^^Icn  «"^  o»^  ^u'^  ^¥t  Sogaritl^men  aus, 
toobet  toir  ed  untetlaffen,  bie  feblenben  ©teilen  bur^i  an< 
gehängte  ^a.i)ltn  an}ugeben,  toeil  bie  ^nja^I  bet  ©teilen 
aus  ben  winnjiffetn  bet  Sogattt^men  etfi^tlid^  tfi,  fo  et« 
l^alten  toit  fät  bie  t)et{(|iebenen^otenien  foIgenbe@Ieid^ungen: 
X»— 187,7468x«+10992,31x»-218082,2x*+ 

1130954,6x»— 811641,5x«+22797,44x-l  =  0 
X'— 2,2735725x«+ 4.0410890X»— 5,3386202x« + 
6,0534451x»-5,9093642x«+4,3578860x— 0  =  0 
x'-  13264,23x«+41204360x»— 2300097x*+ 

8255501x'-6071965x«+518099900x— 1  =  0 
X»— 4,1226820x«+7,6149432x»-10,3617461x*+ 
ll,9664000x'-  ll,7833293x«+8,7144135x— 0  =  0 
xT-93530960x«+1089471x»— 4527872x*+ 

8287092X»— 3677286x«+2684262x— 1  =  0 
X'— 7,9709554x«+15,0372157x»-20,6558941x*+ 
23,9184022x'— 23,5655274x»+17,4288249x— 0  =  0 
x'-6569099x«+1102249x'»— 2032105x*+ 

6864260x»-1352239xM-7205262x--l  =  0 
x''-15,8175058x«+30,0422797x'»— 41,3079675x*+ 
47,8365937x'-47,1310534x«+34,8576498x— 0=0 
i7_4094857x«+1212283x»-4129706x<+ 

4711806x»-1828549x2+5191580x-l  =  0 
x»-31,6122387x«+60,0836040x»— 82,6159191x*+ 
95,6731874x»-94,2621068x«+69,7152996x— 0  =  0 

X'— 1676785x«+  1469627x»-  1705447x< + 

2220112X'— 3343594xH2695250x— 1  =  0 
x'— 63,2238491x« + 120,1672071x»— 165,2318382x* 
+ 191,3463748x«-  188,5242136x«+  139,4305992x 

-0  =  0. 


4.  ^ot. 


8.  ^ot. 


16.  ^ot. 


32.  ^ot. 


64.  ^ot. 


128.5ßot.<^ 
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Salbet  \%  toenn  toit  iebeemal  ben  Sogatitl^tnuS  bon  3432*'« 

=  0,5050782  fubtto^iren: 

log«  =  63,2238491 :  128  =  0,4939363—0,5050782 

=  -0,0111419  =  1,9888581;  bo^ei: 

0  =  0,9746711. 

log/?=(120,1672071  -  68,2238491):128=0,4448699-0,5050782 

=  —0,0602083  =  1,9397917;  ba^et : 

/S  =  0,8705460. 

logy  =  (165,2318382—120,1672071) :  128  = 

0,3520674-0,5050782  =  -0,1530108  =  1,8469892;  bo^er: 

y  =  0,7030548. 

log<J  =  (191.3463748—165,2318382) :  128  = 

0,2040198-0,5050782  =  -0,3010584  =  1,6989416 ;  bo^er : 

d  =  0,5000000. 

löge  =  (188,5242136-191,3463748)j  128  =  — 

0,0220481-0,5050782  =  -0,5271263  =  1,4728737;  bol&et: 

6  =  0,2970802. 

log  ^  =  (139,4305992—188,5242136) :  128  =  — 

0,3835438—0,5050782  =  -0,8886220=1,1113780;  bo^t: 

C = 0 1292343. 

log*  =  (0,0000000—139,4305992)  ^28  =  — 

1,0893015—0,5050782  =  —1,5943797  =  2,4056203;  olfo : 

d  =  0,0254461. 


XnPfintgeii  bcr  ©(ei^mtgen  (ton  ^^tm  @nibeii  «rit 
wtfttnta  nttüefannten  @rügen. 

(^i8  §.  104.) 

§*  513.  1.  ©od  aas  {toet  ©letd^ungen,  bte  in  Sejug  auf  x 
nid^t  bon  bemfelben  ®tabe  ftnb,  eine  neue  ®l  abgeleitet 
merben,  rottet  bon  einem  um  eine  Sinl^eit  niebtigeten 
@tabe  i%  als  bie  l^ö^ete  bet  beiben  ®I.,  fo  multi))licite 
man,  toenn  bie  Soefftcienten  bet  p#en  ^otenjen  bon  x 
ungleid^  finb,  }unö4)ft  iebe  bet  beiben  ®l.  mit  bem  ßoeffi« 
cienten  bet  ^ö^ßen  ^otenj  in  bet  anbetn  unb  bie  @(.  bon 
ntebtigetem  @tabe  mit  bem  Ouotienten  au8  ben  ^ö#en 
^Potenjen  bon  x;  babutii^  et^alten  mit  jwel  neue  ®l,  in 
benen  bie  l^öd^fien  ^otenjien  bon  x  fo  mie  il^te  Soefftcienten 
einanbei  glei^  Pnb.  Sie  S)iffetenj  biefet  beiben  m.  gibt 
eine  @I.,  »ottn  bet  ^ö<I^Pe  @it)onent  bon  x  um  eine  gin» 
l^ett  niebtiget  i|t.  Obet  man  muIti|)Hcite  jebe  ®l.  mit  bem 
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Äbfolutglteb  bet  onbctn  unb  btutbire  bie  S)ijf etenj  ber  beibcn 
obgelettcten  ®I.  bur^  x. 

2.  Um  au§  ben  beiben  botgelegten  ®I.  eine  brüte  abjuleiten, 
in  meieret  x  im  4.  Srabe  Dorlommt,  multiplicire  man  (1) 
mit  m  unb  (2)  mit  ax»,  fo  »irb: 

(3)  amx'^4-bmx*+cmx'+dmx^+emx+fmy  =  0 

(4)  ainx*^ + anx* + apy^x'  =  0. 
Slimmt  man  jtt)if(|en  (3)  unb  (4)  bie  ©ifferenj,  fo  entpel^t 
bie  verlangte  ®I.: 
(bm  —  an)x*+ (cm  —  apy2)x'+clmx*+ emx+fmy  =  0. 

3.  aRuItipIicire  (1)  mit  7  unb  (2)  mit  2x\  ]o  mirb: 

(3)  14x*— 21x»y+28xV-35xy»+42y^  =  0 
(4)  14x*  —  16x^—  18x  V  =  0. 
©ubttttl^ite  (4)  Don  (3),  fo  entjiel^t: 
(5)  —  5x»y+46x«y«— 35xy»  +  42y*  =  0  ober  burd^  y  bibibirt: 
(6)  -  5x»+46x2y-35xy«+42y»  =  0. 
9nuUii)licire  jefet  (6)  mit  7  unb  (2)  mit  5x,  \o  iji: 
(7)  -35x«+322x«y-245xy«+294y»  =  0 
(8)  +35x»— 40x«y-45xy«  =  0. 
Die  ©umnw  bon  (7)  unb  (8)  bibibire  bur<|  2y,  jo  entfielet 
bie  berlongte  ®I.: 

141x«-;l45xy+147y«  =  0. 

4.  Um  ou8  }tt)ei  ©leld^ungen  mit  jtoei  Unbefonnten,  toeld^e  in 
Sejug  auf  bie  ju  eliminirenbe  ©röfee  öon  bemfelben  ©rabe 
finb,  biefe  ©röfee  gänjlid^  }u  eliminiren,  !ann  man  auf  bie 
oben  angegebene  SBeife  berfal^ren,  inbem  man  nämlid^  nad^ 
unb  naq  ben  @rab  ber  ©leid^ungen  berart  erniebrigt,  ba| 
jule^t  bie  )u  eliminirenbe  @röge  in  jtoei  t)erf(|iebenen  ®I. 
nur  no(i^  in  ber  erften  $oten}  borlommt.  SBerben  bann  bie 
SBertl^e  für  biefe  @röge  au§  biefen  beiben  ©leid^ungen  ein« 
anber  gleit^gefteüt,  fo  refuttirt  barauS  bie  berlangte  @nb* 
gteiii^ung. 

5.  ®oD  aus  ben  beiben  ®l.  x  gän}Ii(|  eliminirt  »erben,  \o 
multi})licire  man  (1)  mit  a'  unb  (2)  mit  a,  fo  loirb: 

(3)  aa'x«+a'bx+a'c  =  0;  (4)  aa'x«+ab'x+ac'  =  0. 
Subtral^ire  (4)  Don  (3),  jo  toirb: 

(a'b-ab')x+(a'c-acO  =  0;  alfo:  ^  =  ^E^' 

aHuItii)Iicire  ferner  (1)  mit  C  unb  (2)  mit  c,  ]o  erl&ält  man: 
(5)  ac'x2+bc'x+cc'  =  0;  (6)  a'cx«+b'cx+cc'  =  0. 
®ie  ©ifferenj  jmijd^en  (5)  unb  (6)  biöibire  bur^  x,  \o  mirb: 

Kp' hV 

(a'c-ac')x+(b'c-bc')=0;  alfo  x  =  ^|rr^- 
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@e^e  bie  betben  füt  x  gefunbenen  SBertl^e  etnanbet  glei$/ 
\o  etl^dlt  man  bie  @ttbgletd^ung,  tootouS  x  gonj  eliminirt 
ifi,  nämlid^:  ac'— a'c__bc^— b^c    .     ^ 
ab'— a'b^ac'— a'c  ^   ^* 
(ac'-a'c)«-(ab'— a'b)(bc'— b'c)  =  0. 

6.  Snon  leite  aud  ben  beiben  gegebenen  @I.  }unä(i^{]l  }toei  an« 
bete  ab,  »eld^e  öon  einem  um  eine  (Sini^eit  niebrigeretn 
©rabe  finb.  Qu  bem  @nbe  mu(tii)Iicirc  man  (1)  mit  a' 
unb  (2)  mit  a,  fetner  (1)  mit  d'  unb  (2)  mit  d*  Sluf  biefe 
SBeife  erl^alten  mir  folgenbe  öier  @I.: 

(3)  aa'x»+a'bx*+a'cx+a'd  =  0^  Stimm  bie  ©ifferenj  }tt)if(|ett 

(4)  aa'x>+ab'x«+ac'x+ad'  =  0  I  (3)  unb  (4),  fomie  jmij^en 

(5)  adV+bd'x2+cd'x+dd'  =  0f  (5)  unb    (6)   unb   biDibire 

(6)  a'dx»+b'dx«+c'dx+dd'  =  Oj  festere  burd^  x,  fo  ifi: 
(ab'— a'b)x«+(ac'— a'c)x+ (ad'— a'd)  =  0 

_  (ad'-a'd)xH(bd'-b'd)x+(cd'— c'd)  =  0. 
©e^t'man  nun  ab'— a'b=a,  ac'— a'c=/5,  ad'— a'd=y, 
bd'— b'd  =  <J,  cd'— c'd  =  c,  jo  öermanbeln  f4  bie  ®L 
(7)  unb  (8)  in  bie  beiben  folgenben: 

(9)  ax2+/?x4-y=0;  (10)  yx«+<Jx+€  =  0. 
9)JuIti^licirt  man  (9)  mit  y  unb  (10)  mit  a,  ferner  (9)  mit 
€  unb  (10)  mit  y,  nimmt  jebeSmal  bie  Eifferenj  ber  beiben 
erhaltenen  ©leid^ungen  unb  biöibirt  bfe  le^te  burd^  x,  fo  er« 
galten  mir: 
(11)  (ad-/?y)x+(a€-y?)  =  0;  (12)  («€— y2)x+(/?fi— yd)  =  0. 
©e^t  man  au§  (11)  unb  (12)  bie  SBert^e  für  x  einanber 
gled^  unb  entmicfett  bie  &l,  fo  l^at  man: 

(y2— «€)(«€— y2)~(y<J—/?€)(a<J—/?y)  =  0  ober: 
aey^—y^ — ah^+aey^—ayd^+ßy^d-^aßde—ß^ye  =  0. 
Stun  ift: 

afiy«  =  (ab'— a'b)(ad'-a'd)2(cd'— c'd) =A 

_y*  =  — (ad'— a'd)* =  B 

— a2fi«=-(ab'-a'b)»(cd'— c'd)« =C 

+a€y2=  +  (ab'— a'b)(cd'—c'd)(ad'—a'd)«  .  .  .  .  =D 
-.ayd2  =  — (ab'— a'b)(ad'—a'd)(bd'—b'd)'^.  .  .  •  =E 

+/?y2(j  =  (ac'— a'c)(ad'-a'd)2(bd'-b'd) =F 

+aßde  =  (ab'— a'b)(ac'— a'c)(bd'— b'd)(cd'— Cd)  =G 
~/j2yfi=:— (ac'— a'c)2(ad'— a'd)(cd'-c'd)  .  .  .  .  =H 
A+D  =  2(ad'— a'd)2(ab'~a'b)(cd'— c'd)  .  .  .  .  =  I 
C+G  =  (ad'— a'd)(bc'— b'c)(ab'— a'b)(cd'— c'd) .  =K 
E+F  =  {(ad'— a'd)(ac'— a'c)-(ab'-a'b)(bd'— 

b'd)}(ad'-a'd)(bd'— b'd)  =L 
I+L  =  {2(ab'— a'b)(cd'— c'd)+(ac'— a'c)(bd'— 

b'd)}  (ad'-a'd)«-(ab'-a'b)(bd'-b'd)«  =M. 
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©ämmtltd^e  ^u^btüde  bon  A  6t§  M  l^oben  ben  t^oltot 
(ad'— a'dj,  bcr  bal^er  au§8ef(|ieben  »erben  fann.    ©c^en 
tt)ir  nun  biefe  3lu§brü(fe,  nad&bem  bic  SSotjeid^cn  öerönbcrt 
toorben  ftnb,  jufammcn,  fo  erl^alten  toir  bie  ©leiti^unfl: 
B— M+H~K  =  0  ober: 
(ad'-a'd)»—  {(ac'— a'c)(bd'— b'd)+2(ab'-a'b)(cd'~c'd)}  x 

(ad'— a'd)+(ab'-a'b)(bd'~b'd)« 
+(ac'— a'c)«(cd'-c'd)— (ab'— a'b)(bc'— b'c)(cd'— c'd)  =  0. 

7.  aäJenn  man  jtoiWen  jtoei  (Sleid^ungen -eines  beliebigen  ©ro» 
beS  mit  jtoei  unbclannten  ©röpen  eine  berfelben  eliminirt, 
fo  lonn  ber  ©rab  ber  ©nbgleid^ung  niti^t  p^er  fein,  als 
baS  5ßrobuft  ber  ©rabe  ber  beiben  ®Iei(|ungen  unb  er  ift 
biefcm  ^robulte  genau  gleid^,  menn  bie  beiben  gegebenen 
©Icid^ungen  bie  aflgemeinfie  Q^orm  il^reS  ©rabeS  ^aben. 

8.  @oH  an^  ben  beiben  gegebenen  ©I.  y  eliminirt  merben,  fo 
multiplictre  man  (1)  mit  p'  unb  (2)  mit  —  p,  fo  er* 
Italien  mir: 

(3)  mp'x*+np'xy+pp'y2+p'qx+p'ry+p's  =  0 
(4)  — m'px*— n'pxy— pp'y«— pq'x— pr'y— ps'  =  0. 
®ie  ©umme  bon  (3)  unb  (4)  ift: 

(5)  (mp'— m'p)x2+(np  — n'p)xy + (p'q— pqOx+(p'r— prOy 

'    +(p's— psO==0  ober: 

(6)  {(np'-n'p)x+(p'r-pr'))y  =  (ps'-p's)-(p'q-pqOx 

— (mp'— m^p)x2;  bal^er: 
_  (ps'—  p's)— (p'q— pq'jx— (mp'— m'p)x' 
y~  (np'~n'p)x+(p'r-prO 

©efee  ps' — p's  =  A,  p'q  —  pq'  =  B,  mp'  —  m'p  =  C, 
np'— n'p  =  D,  p'r— pr'  =  E  unb  fubfiituire  ben  SQBertl^ 
für  y  in  (1),  fo  mirb: 

(mx«+qx+s)(Dx+E)2+  {fnx+r)(Dx+E)  + 
p(A-Bx-Cx2)}  (A~Bx-Cx«)  =  0. 
ßntmiclelt  man  biefelbe,  fo  erl^ält  man  bie  Verlangte  ©I., 
mlä)t  inSejug  auf  x  Dom  öierten  ©rabe  iji,  meil  bie  bei^r 
ben  borgelegten  ©leidfeungen  bie  ollgemeinfie  Srorm  il^reS 
©rabeS  l^aben. 
{mD«+(pC-nD)C}x*— {(nD— 2pC)B+(nE+rD)C-(2mE 
+qD)D}x'+{(nD-pC)A-(nE+rD— pB)B-(rE+pA)C 
+(qE+sD)D+(mE+qD)E}  x^—  {(pB— rD)A 
+(rE4-pA)B— (qE+2sD+iiA)E}x+sE»+(rE+pA)A  =  0. 
©e^t  man  l^ierin  bie  SBert^e  für  A,  B,  C,  D,  E,  entmidelt 
alsbann  bie  einzelnen  ^uSbrüdfe  unb  bbibirt  bie  gan}e®I. 
bur(^  p,  fo  erpit  man  bie  in  ^eis'  Sammlung  angegebene 
Slnttoort. 
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9.  @olI  aus  ben  beibnt  Sletii^ungen  x  elimimti  toerben,  fo 
multiblictte  man  (1)  mit  3  unb  (2)  mit  2  unb  tott  et^falten: 

(3)  6x«-9x»y+12xy*— 156  =  0; 

(4)  6x»-8x«y+10xy«— 132  =  0. 
%\t  3>iff(ten}  btefer  betben  @I.  gibt: 

(5)  -x«y+2xy«— 24  =  0. 
3e6t  mu(tit)(ictre  man  (1)  mit  33  unb  (2)  mit  22,  {o  toirb: 

(6)  66x»— 99x«y+132xy»-1716  =  0; 

(7)  78x»— 104x»y+  130xy«-1716  =  0. 
S>tt>tbire  bie  2)iffeteni  biefet  beiben  @I.  but$  x;  \o  et« 
Balten  mir: 

(8)  -12x«+5xy+2y«  =  0. 
aRuItipIidte  (5)  mit  12  unb  (8)  mit  y,  fo  »irb: 

(9)  —12x«y+24xy«— 288  =  0; 

(10)  — 12x«y +5xy«+2y'  =  0. 
Sie  ©iffeienj  biefet  betben  @L  gibt: 

(11)  19xy«-2y'-288  =  0;  bo^ei  x  =  ^±^. 

©e^e  biegen  SBett^  für  x  in  (8),  fo  iji: 
WlSy^S   2y'+288 
19y»    j^^y*    19y«    ^"^       "* 
Sntwidele  biefe  ®I.,  fo  l^at  man: 
-48y«— 13824y»-995328+ 190y«+27360y*+722y«  =  0. 
864y«+13536y»— 995328  =  0;  but(^  288  biöibirt,  gibt: 
3y«+47y'— 3456  =  0. 

10.  Um  X  aus  ben  beiben  @Ieii$ungen  }u  eliminiten,  mutti« 
plicire  @I.  (2)  mit  x— y,  fo  wiio: 

(3)  x»+3x«y— 6xy»— 10x+2y»+10y  =  0. 
9limm  bie  SJiffetenj  swifi^en  (1)  unb  (3),  fo  iji: 

(4)  -9xy«-10x+2y»+10y+98  =  0  ober: 
(5)  (9y«+10)x-(2y'+10y+98)  =  0;  folgliii^: 

2y'+10y+98 
^~      9y«+10     * 
®e|e  biefen  Sßertl^  für  x  in  ®I.  (2),  fo  l^at  man: 
/2y.+i0y+98Y         2y'  +  10y+98    , 
V     9y«+10     ;^*^-    19y«+10        ^^ +^"^     "' 
gnttoirfele  biefe  ®I.,  fo  etl^ält  mon: 
76y«+480y*+3920y»+500y«+5880y+9604-(162y«+1170y* 
+2000y«+1000)  =  0 
— 86y*— 690y*+3920y»— 1500y«+5880y+8604  =  0 
ober  enblid^: 
43y«+345y*— 1960y»+750y*-2940y— 4302  =  0. 
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11.  t>nx<!i  Umformung  bet  Betben  ®I.  erhält  mon: 

(1)  x»-x{y+l)-2(y+l)«  =  0; 

(2)  x«-x(3y-l)+2y(y-l)  =  0. 

Sie  Siffeceti}  biefet  beiben  ®I.  gibt: 
x(3y-l)— x(y + l)-2(y + l)«-2y(y-l)  =  0  ober : 

2x(y-l)  =  2(2y«+y+l);  oljo  x  =  ?^^tZ±^. 

©e|e  ben  SBert^  für  x  In  @I.  (1),  fo  totrb: 

C-^-^yV-^^-i-^-i-2(y-i)»=o 

(2y«+y+l)«-y(2y«+y+l)(y-n-(2y«+y+lXy-l) 
-2(y+l)«(y-l)»  =  0 

(2y»+y+l)(y«+y+2)-2(y«-l)«  =  0 

3y»+10y«+3y=0  ober  y(3y*+10y+3)  =  0;  olfo: 

yi  =  0,  3y»+10y+3  =  0;  fol9li(^  y,  =  —3,  y»  =  —  Vs. 

9lutt  ifl  x  =  ^^^;  für  yj  =0  tfi  Xi  =  -1;  für 

y,  =  -3  ip  xs  =  -4;  für  y.  =  — Vs  iji  x.  =  — «/s. 

12,  SKultiHlicIre  (1)  mit  2  unb  (2)  mit  21,  fo  Wirb: 

(3)  42x«-2x(26y— 11)+ 16y«— 12y-4  =  0; 

(4)  42x«-21x(3y— 2)+21y«-84  =  0. 

S)te  S>iffereni  jtoif(|en  (3)  unb  (4)  gibt: 

(5)  21x(3y-2)— 2x(26y-ll)— 5y»-12y+80  =  0  ober: 

(6)  x(lly-20)  =  5y«+12y-80;  olfo  ^  ^  5y«+^gr-80_ 

@e^e  ben  SDßert^  für  x  in  (2),  fo  »irb: 
»/5y»+ 12y-80Y    »^  5y« + 12y-80  ,  ^  5y«+12y-80 
\     lly— 20     /      '^''     lly— 20     '^'^     lly-20 
+y2— 4  =  0. 
(5y«+12y-80){2(5y«+12y-80)-3y(lly-20)+2(lly-20)} 

+(y«-4)(lly-20)»  =  0 
(5y«+12y-80)(— 23y«+106y-200),+(y«-4)(lly-20)»  =  0 
-115y*+254y»+2112y«-10880y+ 16000+ 121y*— 440y» 
— 84y«+1760y— 1600=  0 
6y*-186y»+2028y8— 9120y+14400  =0  ober: 
y*-31y'+388y«— 1520y+2400  =  0. 
Söfen  mir  biefe  ®I.  mit  §.  508  auf,  fo  finb  bie  2:i^ei(er 
beS  abfolutgliebe«  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10,  12, 16,  20,  24, 
25,  30,  32,  40,  48,  50,  60  u.  f.  ».    Um  bie  J^eiler  in 
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engere  Otenjen  etnjufd^Iiefeen,  fe^e  mon  y  =  z+l;  als- 
bonn  toirb  baS  Sbfolutglieb : 

1—31+338—1520+2400  =  1188. 
J)ie  Jl^eiler  ^lett)on  ftnb:  1,  2,  3,  4,  6,  9,  11,  12,  18, 
22,  27,  33,  36,  44,  54  u.  f.  tt).    Sßermel^rt  man  biefe 
Steiler  um  1,  \o  erhält  man:  2,  3,  4,  5,  7,  10,  12,  13, 
19,  23,  28,  34,  37,  45,  55  u.  f.  to.    SBir  brQU(J6en  alfo 
blod  ben  SBet{u^  ju  mod^en  mit  2,  3,  4,  5,  10,  12. 
gfür  a=  2  tt)irb qi=1200,  q2=— 160,  q8=+89,  q4=+29,  q6>0 
„    a=  3   „    qi=  800,  q2=— 240,  q»  leine  ganje  3a5I 
,,    a=  4   „     qi  =  600,  q2=-230,  q3=+27,  q4=— 1,  q*  =  0 
,,    a=  5    „    qi=  480,q2=— 208,q8=+26,q4=— l;q6  =  0 
„    «=10   „    q,=~240,q2=-128,q8=+21,q4=~l,q5  =  0 
,r    «=lS   /.    qi=  200,q2=— 110,q8=+19,q4=— l,q6  =  0. 
^letQuS  folgt,  bafe  4,  5,  10,  12  bie  SBurjeln  ber  ®I.  in  y 
pnb;  mitl^in  ijl: 

yi=4;  72  =  5;  y8  =  10;  y4  =  12. 

©eften  toit  biefe  berfd^iebenen  SBertl^e  in  x=-^^^  ^^T    , 

\o  toirb  xi  =  2;  x»  =  3;  Xa  =  6;  X4  =  7. 

13.  Dutd^  Umformung  bet  erflen  ®Iei(i^ung  etl^ält  man: 
(x-y)a  =  (14)t;  ba^et  X— y  =  ±l,l;  alfo  x  =  y±l,l. 

©efeen  toir  biefen  SBettl^  für  i  in  bie  ©leid^ung  (2),  fo  ef 
l^alten  toir: 
1085(y±  l,l)«-2258v(y  ±  l,l)+338,8(y±l,l)+689y« 

+3388y-7174,09  =  0 
1085y2±2387y+1312,85— 2258y«  +  2483,8y+338,8y 
±372,68+689y2+3388y— 7174,09  =  0. 
hieraus  ergeben  \iäf  bie  beiben  ©leid^ungen: 
a)  -484y2+3630y— 5488,56  =  0  ober: 
y^—7,5y +11,34  =  0. 
ß)  — 484y«+3823,6y-6233,92  =  0  ober: 
y*— 7,9y+12,88  =  0. 
«US  biefen  beiben  ©lei^ungen  ergibt  [xif  y  =  3,75  ±1,65 
unb  y  =  3,95  ±1,65;  mitl^in  ^aben  bie  beiben  ©röfeen  x 
unb  y  folgenbe  SBertl^e: 

Xi  =  l,2;  x,  =  i5;  X8  =  6,5;  X4  =  3,2. 
yi=2,3;  y2  =  5,6;  y8  =  5,4;  y4  =  2,l. 

14.  9RuItii)Iicire  (1)  mit  5  unb  (2)  mit  2,  fo  toirb: 

(3)  50x«+345xy-30555x-630y«+27270y +1075500  =  0 
(4)  1148X«— 2174xy— 107858x+630ya+115602y+2419692=0. 

3)ie  ©umme  biejer  beiben  ®I.  liefert: 
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(5)  1198x«—1829xy—138413x+142872y +3495192  =  0  ober: 

(6)  (1829x— 142872)y  =  1198x*-138413x+3495192;  bolzet: 

_  11981»— 138413X+ 3495192 

y~  1829x- 142872 

@e^e  biefen  Sffiett^  für  y  in  bie  erfle  ®l.,  fo  »itb: 

(10x«-6111x+215100)(1829x— 142872)«+ {(69x+ 

5454)(1829x— 142872)-126(1198x«—  138413x+3495192)}  x 

(1198x«-138413x+3495192)+ 

{10.1829«+(1829.69—126.1198).1198}x*— {(2.10.142872+ 

6111.1829).1829+(1829.69-126.1198).138413— (1829.5454+ 

126.138413-142872.69).1198}  x»+  {10.142872«+ 

2.6111.1829.142872+215100.1829«+ (1829.69— 

126.1198).3495192-(142872.5454+126.3495192).1198- 

(1829.5454+126.138413- 142872.69).138413}x«— 
{(6111.142872+2.215100.1829  ).142872-(142872.5454+ 

126.3495192).138413-(1829.5454+126.138413- 
142872.69).3495192}  x  +  {215100.142872«-(142872.5454+ 
•      126.3495192).3495192}=0. 
Snitotdfelt  man  biefe  @t.,  fo  et^ält  man: 
3805504x*-1210150272x» + 139703857344x«— 
6980123935872X+ 127909687127040  =  0. 
3)iöibite  biefe  ®U  bmd^  3805504,  fo  wirb: 
X*— 318x»+36711x«-1834218x+33611760  =  0. 
Söfen  wir  biefe  ©leid^ung  m^  ber  ®räffe'f($en  SJlet^obe 
§.  512,  fo  erl^olten  wir: 

2.  5pot.  x*-27702x»+248358393x«-896513028804x+ 

1129750410297600  =  0 

4.  ^ot.  I*— 270684018x»+142709842gx«-242569625i5X+ 

12763359688  =  0 
8.  ^ot.  X*— 44727869l8X»+7489421624X«— 22410882788X+ 

16290334068  =  0 
16. 5pot.  X*— 18507938486X«+360761956mX«-25823729784X+ 

265374996i,j  =  0. 
32.  5pot.  x<— 34182225958x'+120590362,ijx«-475390597,7«x 

+704238877888  =  0 
64. 5pot.  x<-116842215i28x«+14509535384ex«-2090103358«ix 
+495952395«8  =  0. 
S)rü(fett  toir  bie  Soefficienten  ber  legten  ®l.  \>ux^  if)tt 
Logarithmen  aus,  fo  ifi: 
x*-133,0675996x'+254,1616533x«-369,3201676x+ 
481,6954204  =  0. 
hieraus  folgt: 
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log  a  =  2,0791812 ;  alf o  a  =  120 

log /J  =  1,8920945;  ,,    /?=   78 

logy  =  1,7993517;  ,,     y=   63 

logd  =  1,7558733;  „     ä=   57. 

©ttl^er  ift: 

xi  =  120,  X2  =  78,  X8  =  63,  X4  =  57  unb  bcSI^Q» : 

yi  =   54,  y,=  59,  ya  =  17,  j4  =  13. 

15.  ©ubtral^tre  bic  jtocite  ©teld^ung  bon  ber  crflcn,  fo  totrb: 
-3xy-3x  +  3y«-3  ober -x(y +  l)+(y+l)(y- 1)  =  0. 

C)ierQU«  folgt  {(y— 1)  —  x}  (y+1)  =  0;  mitl^in  ifl  fotool^I : 
y+l  =  o  oIS  aud^  (y  — 1)  — x  =  0;  ballet: 

yi  =  —  1;  fetner  y  —  1  =  x.  ^ 

@e|e  ben  SJertl^  für  x  in  bie  erfte  gegebene  ©leid^ung,  fo 
erl^ält  man: 

(y  —  l)«+4y  (y  —  l)+(y  —  1)  -r-  4y«+6  =  0  ober: 
y*"-5y+6  =  0;  ba^er  y«  =  2  unb  y8='3;  folgli^: 

Xi  =  1  unb  Xa  =  2. 
©ubßituirt  man  ben  2Bert§  für  y  =  —  1  in  bie  erfie  ge» 
gegebene  ©leidfeung,  fo  ifi: 
X«  —  3x+2  =  0;  l^ierauS  folgt  x  =  1  unb  x  =  2. 
©al^er  finb  bie  juJQmmenge^öngen  SSBert^e  für  x  unb  y: 
Xi  =  1,  Xa  =  2,  Xs  =  1,  X4  ==  2 

yi  =  —  1/  y«  =  —  1/  ys  =  2,  y^  =  3. 

16.  gformt  man  bie  beiben  (Sleid^ungen  um,  fo  erhält  man: 

(1)  (x«+y«)x  =  5;  (2)  (x«+y«)y  =  3. 

©ibibire  (1)  bur^  (2),  fo  mirb  (3)  -  =  Vs;  olfo  x=  Vsy ; 
©efee  bicfen  SBert^  für  x  in  (1),  fo  mirb:  (V8y)»+V8y*  = 

8 

5  ober  34y8  =  27 ;  ba^er  y  =  1/27  :  34.    Slun  ifi: 

8  3 

1/27734  =  8/84 .  K342  ==  8/84. 10,495084622  = 

0,92603687849;  ^ienod^  ift:  yi  =  0,92603687849 

unb  ba^er  ijt  xi  =  1,54339479748. 

17.  «)  §at  man  jmei  ®l.  mit  jtt)ei  Unbelannten  x  unb  y,  unb 
nimmt  man  an,  man  l^abe  auf  anbcrem  SQßege  für  x  unb 
y  annä^ernbe  SBertl^e  gefunben,  fo  fragt  eS  [xä),  meldte 
©orreftionen  bamit  vorgenommen  mcrben  muffen,  um  bem 
magren  SBertl^e  öon  x  unb  y  näl^er  ju  lommen.  ©efe^t, 
man  l^abe  burd^  a5erfu(|e  «  al§  ungefähren  SBertl^  für  x 
unb  ß  für  y  gefunben,  fo  fe^e  man,  um  einen  genaueren 
SBert^  ju  erhalten,  x  =  a4-h  unb  y  =  i(9+k  jn  ben  beiben 
gegebenen  ®I.   unb  behalte  bei  ber  Sntmidfelung  nur  bie- 
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icnigctt  ©lieber  lex,  toorin  h  unb  k  Mo9  in  bet  erfien  $o- 
tenj,  ni(^t  ober  otö  ^robulte  unb  l^öl^ere  ^otenjen  bor« 
lommen.  ^teburd^  erhalten  totr  jtoei  neue  ®l,  toorin  bie 
ßoefficienten  belonnte  ^a^lm  jtnb.  Seftimmt  mon  l&ierauS 
h  unb  k,  fo  l^at  mon  bie  ©orreftionen  ber  SBertl&e  a  unb  ß 
unb  fomit  oud&  bie  Slftl^erungStoert^e  ber  Unbefonnten, 
nämIi(J5  x  =  a+h  unb  y  =  ß+k,  bie  ben  »ol&ren  ffiertl^en 
bon  X  unb  y  fdpon  näl&er  fommen.  SSerfäl^rt  mon  mit 
ben  ouf  biefe  ffleife  gefunbenen  SBertl^en  ebenfo,  toie  bor- 
l^in  mit  a  unb  ß,  fo  erhält  mon  eine  neue  ©otreftion  unb 
fomit  ein  $oor  neue  9lä^erungStt)ertl^e  für  x  unb  y,  bie 
ben  tool^ren  SBert^en  biefer  ©rö^en  noäf  näl^er  lommen. 
9?un  fe^e  mon  biefe§  SBerfol^ren  fo  longe  fort,  bis  mon 
(inlängltd^  genoue  Stäl^erungSmertl^e  erlgoUen  l^ot.  SBenben 
mir  boS  ©efogte  ouf  bie  unter  «)  gegebenen  ©I.  on  unb 
fejen  a+h  on  ©tefle  bon  x  unb  ß+k  on  ©tefle  bon  y, 
f  0^  mirb : 

(1)  (a+h)^-5(a+h)«.(/?+k)*+1506  =  0 

(2)  (ß+k)^  -  3(a+h)*.(/9+k)  — 103  =  0. 
gntmidfeln  mit  biefe  ©I.  unb  bernod^Iäffigen  bie  ^robulte 
fomie  bie  l^öl^ern  ^otenjen  bon  h  unb  k,  fo  mirb: 

(3)  (aT+1506~-5a2/?*)+(7a«— 10a/«*)h— 20a«/»T£  =  0 

(4)  (/?»— 103-3a*/^-12a»/9h+(5/?*— 3a*)k  =  0. 
3)ur(i  ©ubftitutionen  in  ben  gegebenen  ©I.  finbet  mon, 
bo6  bie  SBertl^e  für  x  jmifd^^n  2  unb  16  unb  bie  für  y 
}mif(J5en  1  unb  20  liegen,    ©e^t  mon  bol^er  in  (3)  unb 
(4)  a  =  2  unb  ß  =  S,  fo  erl^ält  mon  oIS  erfie  Korreftion  : 

(5)  14-1172h— 2160k  =  0 

(6)  -4-288h+357k  =  0. 

«u§  (5) unb  (6)  folgt  h=— 0,0035,  k= +0,0084;  bo^er: 
X  =  2-0,0035  =  1,9965;  y  =  3+0,0084  =  3,0084. 
©efet  mon  iefet,  um  eine  fernere  ßorreftion  ju  erl^olten,  in 
(3)  unb  (4) 

a  =  1,9965  unb  /?  =  3,0084, 
fo  erholten  mir  jur  S3efiimmung  bon  h  unb  k  bie  beiben 
®Iei(3^ungen : 

(7)  +0,0515+1192,0373h+2170,5780k  =  0 

(8)  +0,0261-287,2927h+361,8903k  =  0. 

«US  (7)  unb  (8)  folgt  h  =  +0,000036,  k  =  —0,000043; 

bo^er:  xi  =  1,9965+0,000036  =  1,996536; 

yi  =  3,0084-0,000043  =  3,008357. 

©ejt  mon  nun  meiter  in  (3)  unb  (4)  «==  —  2  unb 
ß=+S,  fo  erl&olten  mir  olS  erjie  ©orreltion: 
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(9)  — 12H-1034h-1080k  =  0 
(10)  -4+288h+357k  =  0. 
^mauS  folgt  h= +0,0698  unb  k  =  — 0,0451;  olfo: 
X  =  -2+0,0698  =  -1,9302;  y  =  3-0,0451  =  2,9549. 
©eje  je^t  In  (3)  unb  (4)  a  =  —1,9302  unb  ß  =  2,9549, 
fo  (ntpe^t  bie  gueite  Sotteftion: 

(11)  -14,007+1833,544h-1922,485k  =  0 

(12)  -0,7722 + 254,9946h+339,5478k  =  0 ; 

folglid^  h=  +0,005608,  k  =  — 0,001937;  bo^er: 

I,  =  —1,9302+0,005608  =  —1,924592 

y,  =  +2,9549-0,001937  =  +2,952963. 

©ejje  ferner  a=— 3,  ß=—l,  fo  erpit  mon  auS  (3) 

unb  (4)  als  et|!e  Sotteltion: 

(13)  — 242-1711h+60k  =  0 

(14)  +139-324h-238k  =  0; 
fol9lt($  h=  +0,12702.  k=  +0,41114;  bo^et: 

X  =  -2,87298,  y  =  -0,58886. 

©efee  in  (3)  unb  (4)  «=—2,87298,  /»  = -0,58886,  fo 
entjtelöt  bie  gtoeite  ßotteftion: 

(15)  -114,541+3939,803h+33,70788k  =  0 

(16)  +17,2838— 176,568h— 203,785k  =  0; 

folglich  h  =  +0,028546,  k=  +0,061341;  bol&er: 

x=  -2,84444,  y  =  -0,52752. 
©efee  «  =  -2,84444,  /?  =  — 0,52752  in  (3)  unb  (4),  fo 
entftefit  bie  btitte  ©otreftion: 

(17)  -3,662+3709,82h+23,754k  =  0 

(18)  +0,556-145,684h— 196k  =  0; 

foTgIi(|  h  =  +0,000959,  k=  +0,002123;  bo^et: 

x.  = -2,843481,  y8  =  — 0,525397  u.  f.  tt. 

17.  ß)  gtl^ebe  bie  ©ummengleid^ung  ouf  bie  7**$otenj,  fo  witb: 
(3)  (x-+y')+7xy{(x»+y'>)+3xy(i>+y')+5xy(x+y)}  =a'. 
©e^e  in  (3)  bieSBett^e  für  ±'+j''  ouS  (2)  unb  für  x+y 
aus  (1)  unb  bibibire  alsbonn  bie  ®(.  but4  7,  fo  nirb: 
(4)  xy{(x»+y»)+3xy(x'+y')+5axV}  =V7(a'-b). 
(Stielt  bie  ©ummengleiii^ung  auf  bie  5*«  unb  3**  ^otenj 
unb  fe^e  borouS  bie  SBert^e  für  x*+y»  unb  für  x'+y*  in 
(4),  fo  erhalten  toir: 

(5)  xy{a&— 2xy(a»— 3axy)— 5axV)  =  »Afa'- b). 
^nttoidelt  man  biefe  ®l.,  fo  erhält  man: 

(6)  (xy)«-2a«(xy)Ha*(xy)  =  ^ 

©efet  mon  l^ierin  a  =  1  unb  b  =  127,  fo  »trb : 
(7)  (xy)«-2(xy)«+(xy)+18  =  0. 
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3)ic  Sl^eiler  bcS  SlbfoIutaltcbeS  ftnb  ±2,  ±3,  ±6,  ±9. 
Sfür  xy  =  — 2  töirb  bic  ®Iei(3^ung  onnullirt;  bibibircn  toir 

bicfelbc  inxäi  xy+2,  \o  entfielet:  

(8)  (xy)«-4(xy)+9  =  0;  alfo  xj  =  2±V-B. 

SBir  l^abcn  alfo:  

(9)  xy  =  -2;  (10)  xy  =  2±V'~5. 
9lun  ifi  ferner  (1)  x+y  =  l;  mitl^in  finb  in  (1)  unb  (9) 
unb  (10)  bie  Summe  unb  boS  ^robult  ber  Unbelonnten 
gegeben;  bol^er  erl^olten  ton  aus  (1)  unb  (9): 
Xi  =  2,  yi=— 1;  X2  =  — 1,  y2  =  2. 
«US  (1)  unb  (10)  folgt; 

y3  =  V2I 1 +l/"-7  + 41/^:5}  =  0,5+1/"- V4  + 1/=5. 
3)er  ffiert^  für  xa  unb  ys  Wpt  p*  no^  §.  339  I.  S^eil 
umformen.    f)ter  iß  nämlici^: 

m  =  -V4;  m«=*Vi6;  |/ii  =  l/~5;  n  =  — 5; 

m2-n=*Vi6+5=i2Vi6=8,0625;l/m«— n  =  2,8394541729; 

Vsm+VsVmS— n  =  0,5447270865;  j/Vain+Val/m^^  = 

0,7380562  unb  l/^Vsra-Val/m«-!!  =  l,514835l/-T. 

$iernad&  ifi  alfo,  »enn  loir  bie  entfpre(3^enben  SBertl^e  ein» 

fe^en,  xs  unb  ys  leidet  ju  befiimmen. 

18.  3la(fi  ber  britten  gegebenen  ®I.  ijl : 

a"^         a"'        ....    .„  /a\"^     /a\°^  /xV 

b"  _  a"  ,  M^srM"  /'y.Y 

C"  a"  {'^Y—(-Y  f-Y 

^s^-x™!-'    "    "U/~W*W* 

Sutd§  ^bbitton  bet  brei  ®(ei4iungen  et^dten  mit: 

©e^en  toir  in  (4)  auS  (1)  Den  Bertis  für  bie  (inle  Seite 
unb  aus  (2)  ben  SBert^  für  x°+y°+z^  fo  toirb: 

(5)  1  =  -^  .5:^  ober  x"»+"  =  a°»d\ 
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Sielten  toir  ou8  (5)  bie  (m+n)*«  Sffiurjel  unb  potenjlten 
bic  erl^altenc  @f.  mit  n,  fo  tolrb: 

n 

(6)  x°  =  (a"d")°»+°. 

Snttoidclt  man  au8  ber  btittcn  @I.  ebenfo  bie  SBertl^e  für 
y^  unb  z",  tt)ic  er  für  x«*  enttoidelt  toorben  ip,  fo  er* 
l^alten  toir: 

n  n 

(7)  j^  =  (b"»d°)^+'^;  (8)  z°  =  (€"^0«^)"»+". 

©e^en  »ir  bie  in  (6),  (7)  unb  (8)  gefunbenen  fflert^e  für 
r",  y^  z^  in  bie  }»eite  ®U  fo  toirb: 

n  n  n 

(9)  d"  =  (a'M")"'+°+(b^d")"+°+  (c"'d")"+"  ober: 

(mn  mn  mn  \       nn 

a^a+b°^+*^+c"*+^).d"+°. 

^otenjire  (10)  mit  m+n,  fo  toirb: 

(\m+n        /       mn  mn  mn  \m-fn 

d")      =(  a^^+^+b^'+^+c"^)      .d°°. 

3)iefe  ®l  burd&  d"^  biblbirt,  gibt  fiä^Iiefelid^: 

(jpn  mn  mn  Xm+n 

a»+»+b«'+"+c"+")     • 

S   

19.  68  fei:  \/'&+hV—l  =  i+jV—i;  olsbann  ijl: 
a+bl/=:i  =  (x+yl/=l)^ 

=  x»-3xy«+(3x«y— y»)l/— 1. 
©ej^t  man  nun  bie  reeDen  unb  imaginären  ©töfeen  einonber 
9lei4  fo  iji: 

(1)  X»— 3xy«  =  a;  (2)  3x»y-y*  =  b. 

©e^e  0U8  (2)  ben  SBert^  für  x  =  l/E5  i„  (i)^  fo 

toirb: 


j/f^^Y-3y«.l/y^  =  a.    3n3  Quobrot  erhoben  flibt: 

fe*-»K#+v.^-.-=o .... 

(3)  64y»+48by«— (27a«+15b«)y'+b»  =  0, 
©e^e  y*  =  z,  fo  erl^oUen  toir  folgenbe  cu6if4)e  ®l: 

(4)  64z'+48bz«-(27a«+15b«)z+b'  =  0. 
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gür  a=2,  b  =  ll  erl^olten  toir: 

(5)  64z»+528z^-1928z+1831  =  0. 
2)iefe  @Iei(]^ung   ^at  eine  reeQe  pofitiDe  SBunel,  nttmlidb 
z  =  l;  folglidö  iji: 

jr*  =  1 ;  bol&er  yi  =  1;  mithin  xi  =  1/4  =  2. 
®ibibitt  mon  ®{.  (8)  but(3^  y'—l*  fo  erhalten  toir  fol* 
genbe  ®I.: 

(6)  64y«+592y»— 1831  =  0.    j^inanQ  folgt: 
(y»+**V64)^  =  ('^/64?.8;  mithin: 

y8  =  V8(±30|/3-37);  y  =  V2K-87±30|/8. 
Um  ju  unterfudöen,  ob  \\ä)  ouS  —37  ±301/3  bie  gubil- 
tourgel  QUdiie^en  laffe,  oerfal^re  man   auf  Al^nlid^e  SBeife 
toie  in  §.  491.  11.    6S  fei  alfo: 

8 

a±|/b  =  l/(a»+  8ab)±(3a2+b)|/b. 
©e^t  man  ^iet  a»  +  3ab  =  A  unb  (8a«  +  b)|/b  =  |/B, 
fo  toirb: 

a±|/b  =  l/A±|/B.    5Run  iji: 

A«  =  a«+6a*b+9a2b«  unb 

B  =  9a*b+6a«b«+b*;  olfo: 

A«— B  =  a«-3a*b+3a«b«— b*  =  (a«-b)» ;  mitl^in : 

1/A«— B  =  a«-b.    iSc^t  man  a«— b  =  m,  fo  ift  b  =  a«-m. 

©ubjiituirt  man  biefen  ffiert^  für  b  in 
a»+8ab  =  A,  fo  toirb: 
(7)  4a»— 3am— A  =  0. 
f)at  biefe  @(.  eine  rotionale  SBurjel,  fo  pnb  bie  ©rö^en 
a  unb  b  ebenfalls  rational.    9iun  ift: 

A  =  — 87;  B  =  2700;  A2=1869;  alfo  ift: 
A2-B=-1331. 
S)ied  ift  ein  t)oafiänbiger  @u6u3;  benn  ed  ift: 

1/Ä^=B  ==  1/=I331  =  m  = -- 11. 
Sabur(3^  oertoanbelt  ftd^  ®I.  (7)  in  folgenbe: 

4a»+33a+37  =  0. 
®iefe  ®I.  l^at  eine  reelle  negatibe  SBurjel,  nämlidd  a=— 1; 
bal^er  ift: 
b  =  a«-in  =  (-l)M-ll)  =  12;  mithin  ift: 

3   _ 

TA-37±30|/3=-l  +  ^/12  ober  =-l±2|/3;  bo^et  ift: 
y=— V«(l+2l/3);  folglich  y,=  1,2320508,  y,=— 2,2320508. 
9lun  iji  fernet: 
x=V«(2±k'3);  olfo  x,=l,8660254;  X8=0,1339746. 
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20.  SluflSfung  bermtttelji  ber  f^mmctrifiä^en  g^unftionen.  Unter 
f^mmettifdöen  gunftioncn  ber  SBurjeln  Der|!el^t  man  jcbcn 
olgcbroifd&cn  SluSbrucI,  morin  biefc  SBurjeln  unter  pd^  ober 
mit  anbern  (Srö^en  auf  gleid&c  SBeife  berbunben  borfommen* 
©0  ift  bie  Summe  a+ß+y+d-h  ...  ber  SBurjeln  einer 
®(.,  bie  ©umme  aß+ay+ad ...  ber  ^robulte  an^  je  jtoei 
berfelben,  bie  Summe  ber  ^robufte  aßy+aßd ...  auS  je 
breicn  i^rer  SBurjeln  u.  f.  tt).  eine  f^mmetrifd^e  g^unftion 

berfelben.    ©inb  A,  B,  C,  D bie  ßoefpcienten  einer 

©leid&ung,  fo  finben  nad&  §.  480  jtDiid&en  ben  SBurjeln  unb 
ßoefficienten  bie  ^Relationen:  a+ß  +  y+d+  . .  .==  A; 
aß+ay+ad+  .  .  .  =  B  u.  f.  m.  flatt  unb  eS  fann  jebe 
rationale  f^mmetrifd^e  Qfunltion  biefer  SBurjeln  ebenfalls 
bermittelji  ber  ßoefficienten  ber  ®I.  auSgebrüdtt  toerben. 
3)ie  einfad^pen  f^mmetrifd^en  gunftionen  unb  jugleid^  bie, 
bermittelft  meld^er  man  afle  übrigen  bHben  fann,  finb  bie 
©ummen  ber  gleid^  l&o&en  ^otenjen  ber  SBurjeln,  toie 
a+ß+y+d+  . . .,  a^+ß^+f+d^+  ...  u.  f.  to.  ©inb 
nun  bie  ©ummen  ber  gleidj  l&ol^en  ^otenjen  ber  unbe,« 
lannten  SBurjeln  gegeben,  aljo  befannt,  fo  laffen  \\äf  barau§ 
bie  unbelannten  ßoefficienten  A,  B,  C,  D . . .  auSbrüden. 
2)enn  e§  fei: 
(1)  x'^H- Ax'^-i+Bx'»-2+Cx'»-3+Dxn-4^ +F  =  0 

bie  gegebene  ©leid^ung,  bie  toir  mit  X  unb  beren  SBurjeln 
mir  mit  a,  ß,  y,  d,...  bejeid^nen.  ©iöibirt  man  X  burd^ 
jeben  ber  n  §fattoren  be§  erftcn  ©rabeS  x— a,  x—ß,  x—y...., 
fo  erbält  mon  bie  berfd^iebenen  Quotienten: 


fx^-i+a 

xn-»+a« 

x"-*+a« 

x»-*+a* 

+A 

+Aa 

+Aa« 

+Aa» 

+B 

+Ba 

+Ba« 

+c 

+Ca 

^   . 

+  D 

x"-»+. 


x-ß 


rx°-i+/j 

x°-»+/J* 

x°-8+/9» 

x^+ß* 

+A 

+A/? 

+A/9« 

+Aß» 

+B 

+Bß 

+B/9« 

+c 

+Cß 
+D 

'+. 


unb  fo  fort  für  feben  ber  galtoren  x— y,  x— d....  u.  f.  ». 
S3ilbet  man  nun  bie  ©umme  biefer  n  Quotienten  unb  fe^t 
ber  ftürje  toegen: 
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fo  crl^ält  man  ojfenbot,  tocnn  toir  bicfc  ©umtnc  mit  Y 
bcieid^ncn  unb  jtc  ote  erfteS  obgcIcitctcS  ^ol^nom  betrodjten: 

(2)   Y=;    "^        ■       ^        *        ^       •  ^ 


HT 


+nA 


X  —  a    X  • 

x'^-^+Sa 
+Asi 
+nB 


ß'x-y 


X  — V 


rll— 8 


+  S8 


rn-4 


+  84 


rll— 6. 


+  A82  +A88 

+Bsi         +Bs2 

+nC         +Csi 
+nD 

3)enlcn  mir  uns  nun  in  ®l  (1)  x+h  ftatt  x  gefegt,  unb 
entmidcin  bicfc  ©Icid^ung,  fo  erhalten  mir: 
(3)  {x'»+Ax'^-i+Bx'^-2+Cx'^8+..+Sx+T}ho+ 
{nx^-i+Cn-ljAx'^-^+Cn— 2)Bx'^-3+(n— 3)Cx'»-*...}h'+ 

+h"  =  0. 

f)icr  iji  bcr  ßocfficicnt  bon  h^  nid^ts  anbcrS,  als  bcr  crfic 
S^cil  bcr  gegebenen  ®I.  unb  bcn  ßoefficientcn  bon  h'  lönncn 
mir  als  baS  erftc  abgeleitete  ^ol^nom  betrad^ten.  |)ierna(^ 
ifi  aud^: 

(4)Y=iix"-^  +  (n— l)Ax^-2+(n_2)Bx^-«+(n— 3)Cx"-*+ 

SSergleid^t  man  bie  beiben  ibentifd^en  SluSbrüde  (2)  unb  (4) 
ber  ©umme  ber  n  Quotienten  ©lieb  für  ©lieb,  fo  erl^ält 
man  folgenbe  älelationen: 
Si  +nA  =  (n — 1)A  ober  (5)  A +Si  =  0 
S2+Asi+nB  =  (n— 2)B  ober  (6)  2B+A+82  =  0 
S3+As2+Bsi+nC=(n  —  3)C  ober  (7)  3C+As2+Bsi+S3=0 
S4+As8+Bs2+Csi+nD'=(n— 4)D  ober  (8)  4D+AS8+B82 

+CSi  +  84  =  0. 


9lun  feien  x,  y,  z,  u  bie  SBurjeln  ber  ©leid^ung: 

(9)  x*+Ax»+Bx2+Cx+D  =  0.. 
3)ie  Söertl^e  für  bie  ©oefficienten  A,  B,  C,  D  merben  nod^ 
ben  ®l  (5),  (6),  (7),  (8)  beftimmt,  menn  mir  auS  ben  4 
gegebenen  ©I.  bie  SSßert^e  für  Si,  s»,  ss,  84  einfe|en.    3)a 
nun  Si  =  a,  82  =  b,  88  =  c,  84  =  d  ift,  fo  ifi  na($  (5): 
A+a  =  0;  alfo  A  =  — a. 

diulanb,  SlitPftmgett  m.  23 
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3ta^  (6)  i|i:  2B— a«+b  =  0;  olfo:  B  =  »/«(»»— b). 
3la(S)  (7)  ip:  3C— ab+V«a(a«— b)+c  =  0;  oI|o: 
C  =  -V6(a»— 3ab+2c). 
^a^  (8)  ip:  4D-ac+Vjb(a*— b)-V.a(a»-3ab+2c)+d=0; 
olfo:  D  =  VM(a*-6a«b+3b«+8ac— 6d). 
©e^en  »tt  btefe  aßert^e  füi  A,  B,  C,  D  in  ®I.  (9),  fo 
fül^rt  bie  Elimination  auf  folgenbe  @I.  bom  4.  ®rabe: 
X*  -ax'+Vj(a*— b)x«— »Ma»— 3ab+2c)x+ VnCa*— 6a*b  + 
3b»+8ac-6d)  =  0. 
gut  a  =  10,  b  =  30,  c  =  100,  d  =  354  et^alten  wir : 

X*  -  10x'+35x«-  50X+24  =  0. 
3ta<S)  §.  508. 9.  flnb  bie  SButjeln  biefet  ®Iei(i^uttfl  1,  2,  3,  4. 


Sbttoenbnngen  bet  @(eii!§ttttgen  tion  pi^ent  ©robni. 

(^ri»  §.  106.) 

513.  1.  S>ie  30^1  Ult  X'  fo  i|l: 

V2X.V8X.V4X+5  =  6;  alfo:  x»  =  24;  ballet: 

X  =  1/24  =  2^'3  =  2.1,4422495703  =  2,8844991406. 

2.  @r  ^abe  x  Äötbe  mit  Steffeln  gelauft;  bann  ftnb  in  iebem 
flotbe  75x  «epfel,  alfo  in  x  Äörben  75x»  «epfel.  3n 
iebem  Äotbe  ftnb  "/loox  =  »Ax  mal  100  Slepfel.  S)a  et 
nun  für  je  10  ?lepfel  fo  biet  "^l  bejal^lt,  olS  j|eber  Äotb 
100  «epfet  enthält,  fo  bejo^It  er  für  75x«  «epfel  au^ 
'VioX».V4X  =  *V8x''  ^f.  Sa^er  ifi:  «/»x»  =  2880;  olfo 
V8X»=8«;  x»=8»;  x=8  ftörbe ;  bemnoc^  finb  75.8*=4800 
Slepfel  gefouft  Morben. 

3toeite  ?lufl.  (Sv  ^obe  x  ^tepfet  gelouft.    fjierfüt  ja^It 

er  2880  5pf.,  olfo  für  10  Slepfel  15:?§§2  sp^.  9ju„  enthält 

jebcr  Äorb  fo  oft  mal  100  «epfel,  al8  er  für  10  Slepfel 

5Pf.  bejop;  mithin  finb  in  iebem  Äorbe  100.^^'^^^'^  = 

100«.288«^.,     .,,.».».    «*t-    «             100».288 
Vlejjfel  unb  eS  ftnb  ber  Äörbe  tm  ©onjen  x: 

X* 

=  iQng  oaa'  ^^  """  i*^*'^  ^°'^  '^^  "'"'^  ?**  **'*''  3le})fet  ent» 

1 AQ2  Ogg 

l^ält,  olS  flörbe  bor^onben  finb,  fo  finb  oud^  — W —  Äörbe. 
'jbtmnaä)  iß: 
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1002.288 


ober  .:n^,-p^=  100^.288;  ba^er: 


1002.288  ■"■     75x      ""''    100.496 

X»  =  100».48»;  dfo  x  =  100.48  =  4800  «cpfel. 

3.  ©teilen  bic  3  ©eiten  beS  reti^ttoindfeligen  ^orancIej)it)eb§ 
im  SBcrl&ftltmfe  tote  3:5:7,  ]o  x%  toenn  bic  erfte  ©citc  x^"' 
beträgt,  bie  jtocitc  Vsx  unb  bie  britte  Vex*""*  lang;  ber 
förpcrlid^c  3n$alt  beffclbcn  olf o  x. Vsx-Vax  =  »Vsx»  ©ubil* 
ccntimcter.  g§  \ftal\o:  »V9X«=  230685  ober  V9X»  =  6591; 
olfo  x3=39»;  bo^er:  x=39«°^  bie  etfte,  V3.39=65^«^  bie 
jtoeite  uttb  V8.39  =  91*^  bie  britte  ©eite. 

4.  3[t  ber  größere  SBürfel  x  2Metcr  long,  fo  ip  fein  Snl&olt 
X';  bemna(3^  ift  ber  äfnl^olt  be§  Ileinern  VsiX^,  aljo  feine 
©eite  «/sx.  3)ie  Dberflätöe  eineS  jeben  ffiürfete  befielt  aus 
6  gleid^en  Duabraten;  fie  beträgt  halber  bei  bem  großen 
6x2  unb  beim  öeinern  O.VsX^  =  Vsx^  Quabrotmeter.  3)a 
bicfcr  480  Quabrotmeter  loeniger  Oberfläd^e  l^at,  als  ber 
größere,  fo  ift:  6x2—73x2=480;  x2=122;  oIfox=12«^ 
©eite  beS  größeren  SBürfelS ;  bal^er  2/3.12  =  8^  ©eite  bcS 
Ileinern.  3öre  bejüglid^en  Sn^alte  finb  8»  =  512  unb 
12»  =  1728  gubifcentimeter. 

5.  ©tel^t  baS  Kapital  ju  xo/o  öuS,  fo  toirb  im  erften  Sal&re 
aus  jebem  ©ulbcn  beS  ©apitals  l+0,01x  ®lb.  mit  ben 
3infen,  alfo  in  3  Sauren  (l+O^Olx)»  ®lb.;  bemnad^  toar 
baS  Kapital  mit  ben3infen  in  ben  3  3al&ren  iu  192000  x 
(l+0,01x)^  ©Ib.  angetoai^f en ;  ba  baffelbe  [id^  in  ber  an» 
gegebenen  geit  buri^  bie  3infen  unb  ginfeSjinfcn  um  14763 
@lb.  öerme^rt  l^atte,  fo  betrug  baS  Kapital  nebft  ben  3infen 
206763  @Ib.    es  ift  ba^er:    . 

192000(1 +  0,01x)»  =  206763;  burd^  192  bibibirt,  gibt: 

1000(l+0,01x)»  =  1076,890625  ober: 

10»(l+0,01x)»  =  10,25» ;  ba^er: 

10(l+0,01x)  =  10,25;  alfo  x  =  2,5  ^rocent. 

6.  SQßerben  jebeSmal  x  ^\h.  meggenommen,  fo  mar  bei  ber 
erjien  SBegnal^me  nod^  81  — x^fb.  ©ilber  öorl^anben.  2)a 
nun  baS  ^el^Ienbe  burd^  ftupfer  erfe^t  mirb,  fo  finb  in  81 

?fb.  ©emifdö  81 -x  $fb.  ©ilber,  alfo  in  1  ?fb.  ©emifc^ 

gl Y 

■  ^^  •  3)arauS  folgt,  bafe  bie  ®üte  beS  ©ilbcrS  nod&  ber 

gj ^ 

erften  Wifd&ung  um  -gT—   ?fl>-  fd&Ied^ter   gemorben  ift. 

3)a  man  nun  Don  biefem  fd^led^ter  gemorbenen  ©ilber 
|um  jtoeitenmale  x  ^fb.  toegnimmt  unb  bafür  fo  Diel 
Äupfer  l&injufefet,  fo  berfd^led^tert  fid&  baS  ©ilber  abermals 
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gj j 

in  bemfclbctt  aSctl^ältnife  lote,  jubor  unb  jtoar  um  — qt— 

mol  pro  ^fb.  unb  loeil  biefe  Operation  auf  biejelbe  ffieife 
oietmal  mieberl^oft  toirb,  fo  oerfd^üntmert  ftd^  bad  Silber 


m 


mal  pro  ^fb.    3)a  jule^t  nur   no($   16  ^fb. 


reine§  ©über  in  ber  SKifd&ung  entl^alten  pnb,  fo  toar  aI[o 
in  jebem  ^fb.  nur  nodt)  ^Vsi  $fb.  ©über  entl^alten,  mitl^in 
l^atte  lidö  ^^^  ©über  um  ^Vsi  mal  t)erf(3^limmert.  ©al^er  ip: 

(^J="/8i;  fol9li(3&  ^"^  =  78;  olfo  x  =  27  m 

7.  3)ie  beiben  Sö^'^tt  feien  x  unb  y,  fo  foll  nad&  ber  ?Iuf«' 
iaU  fein: 

y — X  =  -  =  x2+ y*.    ^ierouS  ergibt  fid^ : 

j 

(1)  y-x  =  ^  unb  (2)  y-x  =  x8+y«. 

«US  (1)  folgt:  X  =  -^rr  ®«^<^  *>i^^n  SBertl^  für  x  in  (2) 

unb  enttoidele  biefe  @l,  fo  erhält  man: 
y»+y«-V2  =  0. 

©oD  biefe  cubifd^^  ®I-  na<5  ber  ©arbanifd&en  gormel  §.  489 
aufgelöft  toerben,  fo  mufe  mon  jubor  baS  jmeite  ©lieb  y* 
eliminiren.  ©efet  man  ba^er  y  =  z  —  Vs,  fo  erhalten  loir 
folgenbe  @I.  in  z: 
z»-V3Z-"/64  =  0.  ^ier  ifi  p  =  Vs,  q  =  *754;  ba^er  iji: 

8 8  

z  =  l/"  V2.^754±  |/ViFÄIP=V;i^^ 

3  

=  1/0,212962962962±0,209717623201 

3  3 

=  1/0,422680586163+1/0,003245339761 
=  0,750477+0,148053  =  0,898530 ;  ba^et : 

y  =  z  -  0,333338  =  0,565197 ;  folglich : 
0,565197« 

^       1,565197       "'''"*^*' 

8.  ®ie  ©eite  beS  SBürfelS  fei  x,  fo  beträgt  fein  gubilin^alt 
K»  unb  bet  Ouabratinl^olt  feinet  Oberfläd^e  6x*.  ®ü  nun 
bei  ©ubilinl^olt  ben  Ouobrotin^oÖ  ber  Oberpäd^e  um  100 
überjieigt,  fo  tp: 

x»—6x«— 100=0. 
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©ejen  toir  x  =  6,  fo  toirb  N  =  — 100 

x  =  7,   „     „     N  =  —  51 

x  =  8,  „  „  N  =  +  28. 
S)emna(i&  liegt  ber  5H5ert^  für  x  jtoijd^en  7  unb  8  unb  jtoot 
näl^er  bei  8  oI§  bei  7.  @e|en  toir  bal^er  x  =  7,5  unb 
x=7,6,  fo  erl&alten  toir  bei  oiefer  Slnno^me  qp'=— 15,625 
unb  qp"  =  — 7,584;  ba^er  ift  nadft  ber  regula  falsi 
x=:  7,694  ©efeen  toir  ferner  x= 7,694  unb  x  =  7,695, 
fo  tt)irb  g?'  =  +  0,280795384  unb  w"  =  +  0,366077375; 
bol&er  x=7,69070.  ©efte  jefet  x=7,69070  unb  x=7,69071, 
fo  toirb  (p'=— 0,0003928254  unb  g?"  =  +0,0004586668; 
ba^er  x  =  7,69070450. 

3toeite  3lufl.  ©oH  bie  ®l.  nod^  ber  ßorbonifd^en  fjormel 
gelöji  »erben,  fo  fd^offe  man  ba§  stoeite  ©lieb  fort.  3" 
bemßnbe  fet>e  man  x  =  y  +  2  unb  toir  erl^dten  bie  @L: 

y»—12y— 116  =  0. 
^kx  iji:  p  =12,  q=  116;  alfo: 

3  8 

y  =  ]/58±VW^¥=  1/58  +  57,445626291300;  ba^er: 
y  =  4,869217+0,821487  =  5,690704;  folglici^: 
X  =  5,690704+2  =  7,690704. 

9.  3|i  bie  Seite  beS  SBütfelS  x<^,  fo  ijl  bie  ©umme  ollet 
ftanten  12x,  bie  ©umme  ber  ©eitenflä^en  6x»  unb  bet 
6u6iHn]&alt  beS  SBürfelS  x*.    ®emnod&  iji: 

x»+6x«+12x  =  100  obet: 

x»+6x2+12x-100  =  0. 
@efee  }ur  gfottjd&offung  beS  jtoeiten  ©liebeS  x==y— 2,  fo 
^at  man:  x«+6x«+12x-100  =  y»— 108  =  0;  ba^er: 

y»=108;  y=T/IÖ8^3l/4=3.1,587401=4,762203;  folglici^: 
X  =  4,762203-  2  =  2,762203. 

10.  3ji  bie  btitte  Seite  x  gentimetet  long,  fo  ijt  bie  etfie 
x+4  unb  bie  jweite  x+16  ©enttmetet  long;  folgIid|  bet 
Utptxl\i)t  3fn]&olt  beS  Steines  x(x+4)(x+16);  mit^m  ift 
nad^  ber  Ingobe: 

x(x+4)(x+16)=6409  ober: 
x»+20x»+64x  —  6409  =  0. 
man  fefee  x  =  V8(y— 20),  fo  et^oöen  wir: 

y»_624y- 168563=0. 
gSBeit  p  =  624  unb  q  =  168563,  fo  ifi: 

y  =  |/"Va.l68563  +  ^/(«»«68/J,)s_208' 

y  =  KV2.168563±  Vsik'28413484969 — 35995648 
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=  1/V2(168563  ±  16845646439003) 

=  55,234+3,766  =  59 ;  bo^er : 
x=V8(59-20)=13^°»;  olfo  bic  crfic  Seite  13+4=17^°» 
unb  bie  jtoeite  13+16  =  29^^"^ 

3toeite  ^ufl.  2)a  baS  ^bfolutglieb  ba3  ^tobult  aller  3 
SBurjeln  \%  fo  müjfen  bie  ju  Ju^enben  SBurjeln  3:i^eUer 
Don  6409  fein.  9iun  iji  6409  =  13.17.29;  folglid^  mufe 
6409  burdö  13,  17  unb  29  t^eilbar  fein.  @e|^t  mon  bo^er 
X  nad^einanber  gleid^  13,  17,  29,  fo  toirb  bie  ©leiciöung 
x»+20x«+64x— 6409  =  0  in  3l\xU  beriöanbett ;  foIflli(| 
pnb  bie  SBurjeln  ber  ®I.  13,  17,  29  unb  e§  ift  alfo: 

x(x+4)(x+16)  =  13(13+4X13+16). 

11.  2)ie  C>^^^  ^^^^^  u^  ^  SJleter  berlängert,  fo  toirb  bie 
Sreite  um  2x"'  bemiel^rt  unb  bie  Sänge  um  3x"*  üer* 
minbert;  boburd^  tt)irb  bie  neue  ^ö^e  4v4+x,  bie  Sreitc 
7V2+2X  unb  bie  Sänge  8V4  — 3x  TOeter;  ba^er  iji  ber 
lörperlid&e  3n§oIt.(4V4+x)(7Vt+2x)(8V4— 3x)  6u6i!meter, 
unb  weil  fid^  in  biefem  Solle  ber  3n]&oIt  um  47«V82  ßubil» 
meter  üerminbert,  fo  ift: 

(4V4 +x)(7 V2+2x)(8»A-3x)=(4 V4  x  7  V2  x  8V4)-47«V82  ober : 

X'+ «  ViaX«- "V48X  -  "V64  =  0. 

©efet  man  in  biefer  ®l  x  =  y— «Vss/  fo  l^ot  man: 

y»-"«Vio8y+*^«»V29i6  =  0. 
SBir  löfen  biefe  ©leid^ung  auf  nad&  §.  495.  V.     9lun  ift 
p  =  "«Vio8,  q  =  *'«»V29i6,  unb  toeil  V27P»  >  V4q^  fo 
finb  bie  gormeln  jur  9luflöfung: 

3q     1  . 

sin3€  =  — -j^^  unb  y  =  l/V8p.sin(60o— c). 

Sie  beiben  anbern  äßertl&e  für  y  finb  unbraud^bar. 
9lun  ifi:  logsin3€  =  9,7627452—10 
3«  =  3502311,34" 
€  =  11047'43,78" 
600-6  =  48oi2'16,22" 
loggin  (600— g)  =  9,8724642 — 10 ;  l^icrau  abbirt: 
logKV8P  =  0,6646550 

gibt  logy  =  0,5371192;  alfo  y=  3,4444;  ba^er: 
X  =  3,4444—1,6944  =  1,75  =  1«A  TOeter. 

12.  Siennen  mir  bie   Ileinjie  3<^5l  x,  fo  l^eifeen  bie  3  anbern: 

x+1,  x+2,  x+3;  bal^er  ift: 

x»+(x+l)8+(x+2)8+(x+3)«  =  (x+9)»  ober: 

x»—3x«—67x  — 231  =  0.  Sefee  x=y+l,  fo  toirb: 

y»-70y— 300  =  0. 
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^let  ifi:       p  =  70,  q  =  300;  bal^w: 

8  8 

y  =  l^l50+l/150«-C«/8)»  =  l/150±98,726241 

3  8 

y =1/248,976241 +1^51,023759 = 6,291 +3,709  =  10;  olfo: 
x==ll;  mithin  l^cigen  bic  biet  Sa^lcn  11,  12,  13,  14. 
Siöibitt  mon  bie  ®I.  x»  — 3x«  — 67x  — 231  =  0  burd^ 
X— 11,  fo  ffüt  mon: 

x2+8x+21  =  0.  

«US  biefer  ®I.  ergibt  ft(3^  x  =— 4  +  1^—5;  mithin  pnb 
bie  biet  Säulen  anif  -i±V—5,  — 3±l/--5,  -2±l/— 5, 

-i±i/=5: 

13.  S)er  Satten  lüiege  x  ^fb.  SebeS  ^fb.  beffelben  entl&ält 
ebenfo  biel,  olfo  x  Sotl^  ©übet,  olfo  entl^olten  x  ^fb.  anäf 
x^  2ot^  teineS  ©ilber.  SBoIIte  mon  für  jebeS  ^fb.  feines 
©etoidÖtcS  4  5ßf.  bejol^Ien,  fo  müfete  mon  4x  $f.  bofüt 
geben;  bo  er  nun  20  ^f.  pro  8otl&  mel^r  bejop,  fo  foftet 
bo§  8ot§  reines  6ilber  4x  +  20  =  4(x  +  5)  $f.;  folglid^ 
foftet  boS  ©über  bcS  S3orrcnS  4x2(x+5)  ^f.    aWit^in  ift: 

4x2(x+5)==  405000  ober  x*+5x2— 101250  =  0. 
Diefe  ©leid^ung  ^ot  nur  eine  mögli(i^e  SQßurjel,  nämlid^  45 ; 
folglich  x  =  45  ?fb. 

14.  ®ie  Slnjol^I  berSfugeln  in  ben  berfd&iebenen  ©(i^id&ten  »er- 
ben, Don  ber  oberften  on  gered^net,  burd^  bie  ©reiedfSjol^Ien 
1,  3,  6,  10,  15 . . .  ongegeben.  3)ie  n**  ©reiedSjo^l  iji  bie 
©umme  ber  n  erften  notürIi(3^en  S0^^f  ^^^^^  l>i^  ^** 
©reiedSjol&I  =  V^fn  +  l)n  iji  unb  fo  biel  Äugeln  liegen 
oudÖ  in  ber  n*^"-  ©d^i^t  einer  boflftänbigen  breifeitigen  ^^^^ 
romibe.  Um  nun  fämmtlid^e  ßugeln  einer  folti^^n  ^ß^romibe 
Don  n  ©d^id^ten  ju  finben,  mufe  bie  ©umme  ber  n  «öd^id^ten, 
b.  f).  bie  ©umme  ber  n  erften  SJreiedSjo^Ien  gefud^t  toer= 
ben.    ©iefelbe  ift  nod^  §.  475: 

n(n+l)(ii+2) 
1.2.3 
S)o  ftd&  nun  im  ©onjen  4495  Äugeln  in  ber  ^^romibe  be- 
finben,  fo  iji: 

n8+3ii«+2n— 26970  =  0. 
©ud^en  toir  bie  Steiler  beS  9lbfoIutgIiebeS  ouf,  fo  finben 
mir,  bofe,  bo  26970  =  2.3.5.29.31  iji,  bie  einfod^en  S)it)i» 
foren  ber  3o^l  2,  3,  5,  29  unb  31  finb;  unter  biefen  ifi 
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29  bicicnige,  todi^e,  für  n  in  bie  ®lei(]Jung  eingefc^t,  bie 
©Icid^ung  auf  3lull  rcbucirt;  folglid^  iji  n  =  29;  cS  logen 
alfo  29  ftugeln  on  jebcr  ©eite.    8ö|i  man  aber  bie  @l. 
auf  nad^  §.  489  unb  fefet  n  =  y— 1,  fo  erhalten  toir: 
y*—y- 26970  =  0.    f)ier  tfi  p  =  1,  q  =  26970;  alfo  ifl: 

8    

y  =  1/13485  + 1/13485«  — (Vs)"  = 

8    

1/13485  +  13484,99999986255 
=  29,999+0,001  =30;  alfo  n  =  29  Wie  oben. 

15.  3n  ben  bterfeiligen  ^^ramiben  bilben  bie  ©d&i(3^ten  fömmt« 
lid^  Quabrate  unb  bie  j^ugeln  toerben  in  ben  Derfd^iebenen 
©d^id^ten,  t)on  ber  oberfien  an  gered^net,  burd^  bie  Quabrat« 
jal&Ien  1,  4,  9,  16,  25  u.  f.  ».  angegeben.  SQßir  foDen 
alfo  l^ier  bie  ©untme  einer  S^eil^e  t)on  Quabratjal^Ien  fin« 
ben,  b.  f).  bie  SReil^e  l«+22+3«+4«+...+n2  fummiren. 
2)iefe  Aufgabe  finbet  i^re  Söfung  in  §.  410.  22  unb  in 
§.  472.  9.    $iernad&  iji  biefe  ©umme: 

V«n(n+l)(2n+l)  =  90000  ober  n'+»/jn«+V«n— 270000=0. 
^ter  iP  offenbot  n»<  270000  unb  (n+l)»>270000  ober 

n<  1/270000  unb  (n+l)>l/27ÖÖÖÖ.  S>arou8  folßt,  ba| 

8 

n  ^ier  um  feine  ganje  ginl^eit  bon  1/270000  berfd^ieben 

iji;  folglidj  iji  bie  ganje  3a]&I,  bie  un§  1/270000  gibt,  ber 
SBert^  für  n,  ben  man  bur(|  bie  gforinci  V6n(n+l)(2n+l) 
prüfen  mu|,  um  j|U  entfd^eiben,  ob  90000  aud^  eine  toirl* 
lid^e  uieredtige  ^^ramibalgal^I  ift.  3^^^^^  ^^^  ^^^  We  ßubil» 
tourjel  au«  270000,  fo  erl^ält  man  64  ©anje;  toeS^alb 
n  =  64.  ©ejen  mir  biefen  SQBertl^  in  obige  gormel,  fo 
l^aben  mir: 

V6.64(64+l)(2.64+l)  =  V6.64.65.129  =  89440, 
mithin  ift  90000  feine  bieredtige  ^^ramibaljal&l  unb  eS  finb 
l^ieran '90000—89440  =  560  ju  biel. 

16.  3Ran  gibt  ben  ffugell^aufen  aud^  oft  bie  gform  bon  Siedet« 
eden.  3n  ber  oberjien  ©d^id^te  ober  im  Slüden  befinbet 
fid^  aisbann  nur  eineSieil^e  bon  mffugeln;  biefe  liegen  auf 
jmei  Stetigen,  jebe  bon  m+1  ßugeln;  biefe  mieber  auf  3 
aieil^en,  febe  bon  in+2  ffugeln  u.  f.  m.,  nämlid^  in  jcber 
f olgenben  ©dpid^te  eine  9teil^e  unb  in  feber  Sieil^e  eine  Jtugel 
me|r.  S9ei  biefer  ^norbnung  merben  a(fo  bie  ©d^id^en  nad^ 
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ber  Stdl^^nfolge  folgenbc  Slnjal^I  bon  ftugeln  ^aben:  m, 
2(m  + 1),  3(m  +  2),  4(m  +  3)  u.  f.  tt).,  olfo  in  ber  n*«« 
Bäjxäfi  n(m+n— 1).  ©ud^en  ton  nun  ju  bcfiimmen,  toie 
bie  jluge(n  in  bem  ganzen  Raufen  Don  n  B(S)\(S)kn  Hegen, 
©e^t  man  in  ber  ibentijd^en  ®I. 
6y(m+y— 1)  =  y(y+l)(2y+3m— 2)-(y~l)y(2y+8m— 4) 
nad^  unb  na^  y  =  1,  2,  3,  4  . . .  n,  fo  erl&alten  totr  fol* 
genbc  ®lei(j^ungen: 

6.1.m        =  1.2.3m— 0 
6.2.(m + 1)  ==  2.3.(2  +  3m)  -  1.2.3m 
6.3.(ra+2)=3.4.(4+3m)— 2.3.(2+3m) 
6.4.(m+3)=4.5.(6+3m) -8.4.(4+3m) 


6n(m+n— l)=n{n+l)(2n+3m— 2)— (n  — l)n(2n+3m— 4). 
©ummiren  toir  biefe  ©leid&ungen,  fo  l^aben  toir: 
6{l.m+2(m+l)+8(m+2)+  ....  +n(m+n  — 1)} 

=  n(n+l)(3m+2n— 2);  folglid^: 

l.m+2(m+l)+3(m+2)+ ....  +n(m+n— 1)  = 

D(n+l)(3m+2n  — 2) 

1.2.3 

3)iefe  S^ormel  brüdt  bie  Slnja^I  ber  ftugeln  ou§,  bie  fid^ 
in  einem  bierfeitigen  länglid&en  ftugel^aufen  befinben.  Se«» 
[timmen  toir  jefet  bie  SBert^e  für  m  unb  n.  3n  unfrer 
Slufgabe  l^ot  bie  SajiS  17  ftugeln  in  ber  Sänge  unb  fte 
l^abe  X  ßugeln  in  ber  ©reite;  bonn  fann  ber  ftugel^aufen 
aud&  nur  x  ^äiiäfkn  l&oben;  ba^er  ifi  n  =  x.  3n  ber 
©d&id&te  ber  SafiS  liegen  nun  17x  Äugeln  unb  nod^  ben 
oben  ongefiellien  ©etrad^tungen  liegen  a\x^  in  ber  unterflen 
Bäf\^t  n(m+n— 1)  Äugeln;  bo^er  iji: 

17x  =  n(m+n— 1)  ober  n  =  x  gefegt: 
17x  =  x(m+x— 1);  folgndö.m  =  18— x. 
3n  ber  oberften  ©djid^t  ober  im  SRüden  liegen  olfo  18— x 
Äugeln,  ©e^en  toir  nun  bie  3&txif)t  für  ra  unb  n   in  bie 
obige  gformel,  toeld&e  bie  anjal^I  ber  im  $oufen  befinblid&en 
Äugeln  ouSbrüdft,  fo  ^aben  mir: 
V6n(n+l)(3m+2n-  2)  =  V6x(x+1)(52  — x). 

3lun  fofl  ber  $oufen  1183  Äugeln  enthalten;  eS  ifi  böiger: 
V6x(x  +  1)(52— x)  =  1183  ober: 
X»  — 51x2— 52x+ 7098  =  0.  ©efee  x=y+17,  fo  mirb: 
y»  —  919y— 3612  =  0. 
$ier  iji  p  =  919  unb  q  =  3612  unb  4p8  >  27q2;  bal^er 
nod&  §.  495.  VI  oufjulöjen.    es  ift  oljo: 
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P  1/V.P 
unb  toeil  y  nut  einen  neflotiben  SBetil^  I^a6en  lann: 

y  =  — l/*/»p.8ine.    9lun  ip: 
logsinSe  =  9,5274264-10 
3e  =  19«41'4,54- 
e=:6«33'41,51- 
logsin«  =  9,0579328  — 10\    ... 
logT/y;^  =  1,5441271         /  ^^^"^ 
log(-y)  =0,6020599;  olfo  (-y)=4;  y=- 
g8  ifl  bo^et  x  =  y+17  =  17—4  =  13;  folglii]^  liegen  13 
Äugeln  in  bet  Steife  unb  18  —  13  =  5  im  Mdm. 

17.  Do  ber  Küdfen  11  ftugeln  enthält,  fo  ip  m  =  11.  Siegen 
in  bet  Steite  beS  |>aufen8  x  Ihigeln,  fo  enthält  betreibe 
aud^  X  ©d^i^ien,  ba^et  n  =  x.  Stad^  bem  botigen  Seift)ie(e 
liegen  in  bet  ©tunbfläiiöe  n(m+n— 1)  ftugeln;  lefeen  »it 
l^ietin  bieSBetl!^e  füt  m  unb  n,  fo  et^olten  Wit  x(x+10) 
migeln  in  bet  @tunbflä(]^e  unb  bet  gan»  Äugel^aufen  l^ai 
bo^et  V«x(x+l)(2x+31)  Äugeln.    S>a|et  Vjt: 

V«x(x+l)(2x+31)  =  2856  obet: 
x»+»V«x"+»V2X-8568  =  0.   ©e|e  x  =  V«(y— 11),  fo  toitb: 
y»-_301y— 66564=0.  $iet  ifi  p=301,  q=66564;  bo^et  ifi: 

y  =  1/33282  ±  1/33282»— (»»V,)« 

8^ 

=  1/33282  ±  V» .  299401,404039794 

3  8 

=  ^^66548,822671082+1/15477328917 
=  40,524+2,476  =  43;  ba^ct  x  =  V2(43  — 11)  =  16. 
®ic  »reite  ber  SaftS  ent^ä»  al]o  16  Äugeln  unb  bie  SapS 
x(x+10)  =  16.26  =  416  Äugeln. 

18.  ®ie  Heinere  ber  beiben  boflftönbigen  Äugelp^ranttben  f)ait 
X  ©d&id^ten,  fo  f^at  bie  größere  x+6  ©d&id^ten;  benmad^ 
enthält  bie  Heinere  Äugelp^rontibe  V6x(x+l)(x+2)  unb 
bie  größere  V6(x+6)(x+7)(x+8)  Äugeln.    68  ifi  alfo: 

Vex(x+  l)(x+2)+  V6(x+6)(x+7)(x+8)  =  3269  ober: 
x»+12x«+74x— 9639  =  0. 
©ej^e  x  =  y  — 4,  jo  iji: 

y'+26y— 9807  =  0  ober; 
y(y2+26)  =  21(21«+26);  ba^er  y  =  21;  mithin  x=17. 
5)ie  Slnja^I  ber  Äugeln  in  ber  Keinen  ^^ramibe  beträgt 
alfo:    76.17.18.19  =  969  unb  In  ber  großem : 
3269-969  =  2300. 
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19.  Siegen  In  beiben  ^^tamtben  on  febet  Seite  x  Äugeln,  fo 
finb  na(|  5Rto.  14  in  ber  breifeitigen  Äugelp^ramibe 
V6x(x  +  l)(x  +  2)  unb  mäf  5Rro.  15  in  ber  bierfeitigen 
V6x(x+l)(2x+l)  Äugeln.  2)a  nun  in  biejer  816  Äugeln 
nte^r  finb,  qIS  in  jener,  \o  ift: 

V6x(x+l)(2x+l)~V6x(x+lXx+2)  =  816;  ^ierauS: 
x8-~x  =  4896  ober  x(x«-l)  =  17(172—1); 

folglidö  X  =  17.    €s  liegen  alfo  an  jeber  ©eite  ber  beiben 
^^ramiben  17  Äugeln;  mitlöin  entl&ält  bie  bicrfeitige  Äugel« 
t)^ramibe  V6.17.18.35  ==  1785  unb  bie  breijeitige 
1785  —  816  =  969  Äugeln. 

20.  2)er  Se^ölter  fönne  burd^  bie  erfte  fRöl^re  in  x  ©tunben 
gefußt  toerben,  fo  wirb  er  burd&  bie  jtoeite  in  x+4,  burd^ 
bie  britte  in  x+8  unb  burd^  bie  öierte  in  x+12  ©tunben 
gefüllt  toerben. 

?)ie  erfte  m^xe  fußt  bann  in  1  ©tunbe  -  beS  33e^dfter§; 
ff    gnieue   „        „      ,,      ,,         /, 


britte 
öierte 


x+4 

1 
x+8 

1 


"      "       "  "'.      x+12  " 

SQßerben  nun  aße  4  fRöl^ren   eine  ©tunbe  lang  jujammen 
geöffnet,  fo  toirb 

1.1.1.      1 


~+ 


^  be§  Schalters  gefußt. 


X  x+4^x+8^x+l 
5Run  wirb  in  115V5  Minuten  =  ^^26  ©tunben  ber  Se«' 
^öJter  bon  aßen  4  mfjxtn  gefußt,  alfo  in  1  ©tunbe  »V^s 
be§  SepUerS;  e§  ijt  ba^er: 

4x»+72x2+352x+384       „,,      ..       ^ 

x^+l4x«+176x2+384x="/-^^  5terau§: 

(1)  25x*+408x'+944x2—7296x— 18432  =  0;  oI[o: 

(2)   X*  +  ^0V26X»+«*V26X«-''2«V26X~  ^»*32/j,^  =  0. 

Um  bie  SGßurjeln  biefer  ®I.  ju  finben,  muffen  bie  Srüd^e 
aus  berfelben  fortgef^afft  »erben.  2)ieS  mirb  aber  nur  ba^ 
burd^  bemerfftefligt,  bafe  mir  bie  @I.  mit  einer  gal^I  multi« 
pliciren,  bie  burd|  bie  9lenner  ber  JBrüd^e  t^eilbar  ober  ein 


Digitized  by  VjOOQIC 


^-^ 


364    - 


SBielfad^cS  bct  9lcnnct  tp.  3)abct  borf  ober  x*  feinen 
6oef ficicnlcn  erl^alten.  ©leS  lejterc  toitb  nur  bann  ber  ^aU 
]m,  tocnn  man  für  x  bie  gorm  eines  Srud^eS  toäl^It.  ®o 
bic    9lenner   bcr  Srüi^e   üfle  =25   jtnb,   fo  fcj^e  man 

x=^  unb  bic  ®I.  (2)  bcmanbell  pd^  in  folgenbe: 

y*  ,408  3    944  ,     7296     18432      ^    . 
&+25iy  +25-'y'-W---25r  =  0  ober: 
y^H-408y'+25.944y«— 25«.7296y-25M8432  =  0  ober: 
y^H-408y»+23600y*-4560000y-288000000  =  0. 
Unter  ben  Qfaltoren  beS  abfolutgliebes  ifi  100  berjenige, 
ber,  tt)enn  er  on  ©tefle  bon  y  ge{efet  toirb,  bie  ®I.  in  yiuü 
berwanbcll;  folglidö  iji  y=100unb  bo^jer  x=  100:25=4; 
mithin  toirb  ber  Söel^äller  in  4  ©tunben  bur^l  bie  etjlc 
»ö^re  gcfüHt. 

Um  ben  Sert^  für  x  in  ®I.  (1)  ju  ermitteln,  ^«ie 
man  aud^  öuf  folgenbe  SQBeife  berfo^ren  fönnen.  ÜKan  gebe 
ber  ®I.  (1)  junäd^fi  folgenbe  ^form: 

25x^+2».51x»+2^.59x2— 2'.57x— 2".9  =  0. 
©e^t  man  l^ierin  x  =  2*.z,  fo  erl^alten  toir  aus  borftel^en» 
ber  ®I.  folgenbe: 

25.2«.z^+2».51z»+28.59z2-2».57z— 2".9  =  0. 
Diefe  @I.  burd&  2»  bibibirt,  gibt: 

25z*+2.51.?+59.z2— 2.57z— 2».9  =  0  ober: 
25zH102z'+59z«— 114z— 72  =  0. 
5luS  biefer  ®I.  folgt,  bafe  für  z  bie  einjige  pofttibe  SBurjel 
nur  1  fein  fann;  folglid^  ift  x  =  2*.l  =  4. 
21.  9lad^  §.  422  5Rro.  48.  a)  erl&alten  toir,  toenn  k  =  28000, 
p  =  X,  n  ~  3  unb  u  =  4000  gefegt  mirb,  folgenbe  ®I. : 

28000(l+0,01x)»— ^55^{(l+0,01x)»— 1}  =  1980372. 

entmidelt  man  biefe  ®I.,  |o  erl^ält  man: 

0,056x» + 16x2 + i440x  =  7607  ober : 
7x»H-16.5».x2+288.5^x  =  7607.5». 
©e^e  l^ierin  x  =  5.z,  fo  mirb: 

7.5^z'+16.55.z2+288.5^z  =  7607.5»  ober: 
7z»+16.52.z2+288.52z  =  7607. 
9luS   biefer  ©leid^ung  ge^t  ^erbor,  bafe  z  nur  ben  SBert^ 
1  l^aben  fann;  folglid^  ift  x  =  5.1  =  5;   alfo  fianb  baS 
Kapital  JU  50/0.    3)ie  ©leid^ung  in  ß)  ergibt  fi(j  auS  §  422 
3lx.  48.  ß)  unb  finbet  in  bem  |)anbbud^e  i^re  griebigung. 
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22.  9Iu8  §  385  Jir.  178  unb  179  etgtßt  fid^,  baß  bct  mittlere 
3ü^IungStertnin,  iDeun  toir  annehmen,  boß  nü(3&  xSal&ten 
bte  bret  ©umtnen  auf  einmal  ju  erlegen  ftnb,  o6ne  SRüd«« 
fid^t  auf  ben  fRabatt  ju  nel^men,  au§  folgenber  ®I.  refultitt: 
(1000+500+500)x  =  1.1000+3.500+6.500  ober 

2000x  =  5500;  alfo  x  =  2V4. 
SQSir  feigen  l^ierauö,  baß  x  jmild&en  2  unb  3  liegt.  Um 
nun  einen  genaueren  SBertl^  für  x  ju  erhalten,  fud^en  toir 
ben  SOßertl^  ber  einjcinen  ®at)italien  beim  mittleren  3^^* 
lungStermin  mit  SBered&nung  bes  ^Rabatts.  Sejal^It  er  bie 
1000  9Har!,  bie  er  nad^  1  3a^re  ju  jal^Ien  l^at,  erjl  nad^ 
xSö^ren,  fo  beja^It  er  fte  x  — 1  Sal&r  ju  fpät.  gür 
biefe  Seit  foD  er  5  o/o  pro  3a^r  JKabatt  bergüten.  gür 
bieie  gelt  beträgt  ber  Slabatt  5(x  —  1)  %.  Semnadö  mad^fen 
100  aKarl  in  x~  1 3a^r  ju  100+5(x- 1);  alfo  1000  aWarf 

ju  ^^^-^^^^^-^-1000  m.  an.  5)ie  jtoeite  ©umme  i)at  er 

über  3  ^af)xt  ju  bejal&Ien ;  mitl&in  bejal^It  er  biefelbe  3— x 
3a]&re  ju  frü^.  2Benn  iöm  nun  geftattet  ijl,  5  o/o  giabatt 
auf  100  ju  red&nen,  fo  beträgt  bie  jtoeite  State  bei  ber  9lb' 

ja^Iung  ^QQ^^.g_  x'500  SKarf.    ebenfo  ergibt  fid|  für 

bie  britte  3late  bon  500  2Hart   bie  erji  nad^  6  3a^ren 

fäflig  ^^  100 4,^^(6  „xV^^^  ^^^^'  ®*^  ®""^^^  ^^^^^^  ^ 
burd&  ben  9labatt  bermel^rter  bejüglid^  berminberter  3laten 
barf  nun,  ha  für  ben  ©d^ulbner  toie  für  ben  ©laubiger 
toeber  SSortl^eil  nod^  9lad^t]^cil  entjiel&en  foD,  nid&t  größer 
unb  aud^  nid&t  Heiner  fein,  als  Die  ©umme  ber  fRaten 
1000+500+500  =  2000.    ®a^er  ift: 

{100+5(x  ~  1)}  1000         100.500 
^^^  100  ^100+5(3 -x)^ 

100.500  ^r.r.r. 

2000. 


100+5(6  ~x) 
®§  muß  alfo  ber  9labatt,  ben  bie  1000  9»ar!  in  x  —  1  3a^r 
bringen,  bem  3labatt  gleid^  fein,  ben  bie  beiben  anbern 
Kapitalien  Don  Je  500  SKarf  in  3  —  x  bejüglid&  in  6  —  x 
3a^ren  bringen.  5Run  bringt  1  9Kar!  in  1  Sa^re  Vioo, 
alfo  1000  ÜW.  in  x—1  Salären  Vioo.lOOO(x— 1).  »on  ben 
ju  frül§  bejal^Iten  ßat)italien  bringt  ba§  erfie 

100+5(3 -x)^QQ^^-'> 
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unb  boS  jtoette  ^QQ^»e_    v-500(6-i)  9K.  3la5ott. 

mWfim  iß: 
.,      ,nAA/        ,^        5.500(3  — x)    ,    5.500(6 -x)     . 
'/-•1000(^-l)  =  löö+V(3^+iöö+F(6=^  ob«: 
M     lAAA/        1^      5/        500(3  — X)     ,,,         500(6- x) 

V.o«.iooo(x  - 1) = V.oo-pjr^g^^+V.oo.i^.^^^^e  _-; 


böiger  iji 

(2)  2ooox+Vxoo»jj:^;^^+v,oo.^;— e2^) 


500(3-x)j_^,,^,    500(6-x)«   ^^^^q^ 


3ebe  ber  beiben  ©(etd^unßen  (1)  unb  (2)  gibt  enttoidelt: 

(3)  X»  —  70i»+ 1227x  -  2758  =  0. 
@e^en  toir  jur  ^ottfd^affung  beS  jmeiten  @Iiebe3: 
x  =  V8(y+70),  jo  erholten  toir: 
y'—3657y+ 12544  =  0. 
gßeil  4p9>27q«,  fo  finbd  l^ier  §  495  V  ?(ntoenbung,  unb 
e§  iji: 
in3e=:      3q     ^       3.12544      _^      12544 
^'°  *      pl/%P     36571/^,3657     12191/4876* 
9Jun  ip :    log  sin  3«  =  9,1684005  — 10 
3«  =  8049'29,25" 
e  =  2<>49'29,25" 
60»+«  =  62049,29.25" 
logsin(60o+e)  =  9,9492024  — 10 
logV4876=  1,8440318 
log(-y)  =  1,7932342 

y  =  — 62,1204;  olfo: 
X  =  1/8(70  —  62,1204)  =  2,6265. 
23.  9k(iö  ber  @l.  (2)  in  ber  bor^erge^enben  ?lufgo6e  ^aben 
roir  dfo: 

(a+a'+a"+..+b+b'+b"+..)x+T2^- — ^^"~^^'    + 

l+j2g(u-x) 

_p_     b'(tt'— x)«         p      b"(u"-x)« 

=  (at+a't'+a'T'+..+bu+bV+b"u"+4 
©c|t  man  l^icrin  a+a'H-a"+..=S(a);  b+b'+V'+..= 
S(b);  at+aTH-an"+..=S(at);  bu+b'u'+b"u"=S(bu) 

unb  iAA  =  '^/  \o  erl^altcn  toir: 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    367    — 

+^l+k"tt"-x)+"  =  S(at)+S(bu)  ober: 

^■*"S(a)+S(b)a+k(u-x)"^  H-k(u'-x)"^  H-k(n"-x)'*'- i 
_  S(at)+S(bu) 
-  S(a)+S(b)  ■ 

24.  ©e|t  tnoit  ben  SSßett!^  beS  unenbli(|en  ftettenbtu^eS = x,  \o  ifi  ; 

a+ 1/  -=  X  ober  x  —  a  =  1/  -  ;  ^inaaS  (x  —  a)*  =  -.. 
©tefe  ®I.  gibt  enttotifelt  x»  — 2ax*+a«x  — b  =  0. 

3  8  3 

25.  man  tc|c:  l/(a+|/[aH-l/(a+..)])  =  x.  |o  ift: 

a+l/(a+l/[a  +  J/(a+..)])  =  x». 
2)a  nun  bcr  irrattonülc  Sl^cif  ber  linfen  ©citc  bicfet  ®f. 
=  x  tft,  ]o  fiaben  toir:  a+x  =  x®  ober  x'  —  x  =  a,  eine 
®lei(|ung,  burd&  meldte  man  ben  SOBertl^  ber  angegebenen 
unenbli(3^en  Steige  erl^ält: 

26.  6§  ^anbelt  pd^  junäd^ft  bei  biejer  Slufaabe  barum,  ben  SQßert^ 
ber  3a]^I  456356  in  unferm  belabijd^en  gal^Icnf^fiem  fefl« 
juüeDen.  5Run  ift  in  jebem  Sa^Ienf^fiem  ber  fflertl^  ber 
erPen  l&öl^ern  ©inl^eit  ber  ©runbjal^I  ober  S3aft§  gleid^ ;  bie 
jttjeite  ^otenj  ber  ©runDjal^I  gibt  bie  jmeite  l^ö^ere  @in= 
|eit;  burd^  bie  britte  ^oteng  ber  ©runbgal^I  entjlel&f  bie 
britte  l&öl^erc  ßinl^eit;  burd^  bie  n*'  ^otenj  entfielt  bie 
n*'  l&öl^ere  ginl^eit.  3ft  alfo  x  bie  SaftS  eines  beliebigen 
3a^Ien|^fiem8,  fo  ijl: 

xi=     10  =  ber  Sinl&eit  ber  erjien  pl^ern  Orbnung; 

•*■      ^~        IVV  —      ff  ff  ff  ff  ff  ff 

x»  =  1000=  „        ^        ,,    jtoeiten    ,, 


-*    —        •*-v   ff  ff  r/      "  ff  n 

©oH  nun  bie  3o§I  456356,  beffen  SapS  x  fei,  in  unfer 
befabifd^e«  Sal^Ienj^Pem  überfe^t  werben,  fo  bepimme  man 
junäd^P  bie  SBertl&e  ber  @inl§eiten  l^öl^erer  Drbnungen,  olfo 
|ier  xS  x*,  x»,  x*,  x*^  unb  nel^me  jeben  biejer  SBertl&e  |o 
oft,  als  bie  9J?enge  ber  (Sin^eiten  biefer  Drbnung  anjeigt. 
|)ienad&  ip  bie  fraglid^e  3ö^I,  toeld^e  4  einleiten  ber  fünften, 
5  ginl^eiten  ber  bierten,  6  ginl^eiten  ber  brüten,  3  fein- 
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Reiten  bet  }toeUen  unb  5  Sinl^etien  bet  etflen  l^öl^ernOrb« 
nung,  unb  6  ginl^citcn  bcr  0^  Orbnung  ffai,  in  unfetnt 
belQbifd&cn  3o]5Ien|#em  =  4x*+5i*+6x»+3x«+5ii+6io 
unb  rocil  biejelbc  in  biefem  ©Aftern  81479  aMmaift,  fo  ift : 
4x*+5i^+6x*+3x«+5x»+6xo  =  81479  ober 
4x*+5x*+6i'+3x«+5x-81473  =  0. 
2)qS  «bfolutglifb  biefer  ©(cid&ung  l&Qt  bic  3a^Ien  7,  103, 
unb  113  ju  I^ciletn.    ©c^cn  toit  in  obige  ®I.  x=7,  fo 
mirb  bie  ©leid^ung  auf  3l\xü  tebucirt;  folglid^  iß  bie  Der« 
langte  33Q[i8=7. 
27.     9lQd^  §.  414  9tt.  14  ^oi  man  }ur  Seßimmung  be§  @i^po« 
nenten  e  folgenbe  @Ieid^ung  aufgulöfen: 

e  — 1      a 

©ejen  toir  in  biefe  ®I.  bie  ongegebenen  aßertl^e,  fo  et» 
l^alten  toir,  menn  a=l,  s=31,  n=5,  e=x  gefej^t  toirb: 

^^^—81/1  =  0  ober 
X  —  1 

x*+x»+x«+x--30=0. 

3)ie  Steiler  beS  «bfolulglfebes   finb,  2,  3,  5,  6,  10,  15. 

Unter  benfelben  ift  nur  2,  toeld&er  ber  ®Iei(5ung  genfigt; 

folglt^l  ijl  ber  ©jponcnt  ber  geometri|4ien  ^rogrejfton,  alfo 

xi=2;  bie  ^rogrejfion  l^cigt  oljo  1,  2,  4,  8,  16. 

2)a  nun  2,   eine  SBurjel  bcr  ©leid&un^  ift,   fo  ijl  bie« 

felbe  burdö  x — 2  tl^eilbar.   9le^men  toir  biefe  Sibifton  bor, 

fo  erl^alten  toir: 

x»+3x«+7x+15=0. 

Um  l^ieraud   baS  }tt}eite   ©lieb  toeg^ufd^affen,    fe^e  man 
x=y— 1,  unb  h)ir  erl^alten: 

y»+4y+10=0. 
Söfen  mir  biefe  ®I.  m^  §.  495  I  auf,  fo  toirb,  ba: 

tang  «=^l/VS.  tang/?=l/tang »/»« iP,  7=  —V*/bJ>  cotq2/?. 

9lun  ift ;         logp  =  0,6020600 
Jog3q  =  1,4771213 
T/log  V8P  =  0,3634993 
logtang  a  =  9,4884380—10 
a  =  17«6'52,73" 
V»  a  =  8«33'26,36" 
log  tang  Vj  «  =  29,1774613—30 

8 

logl/tang  Vj«  =  log  tang  ß  =  9,7258204 — 16 

/?  =  28«>0'28,75" 
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2/9  =  56<>0'57,5" 
log  cotg  2ß  =  9,8287262  - 10 
logT/Vtf^  =  0.3634993 
log(~y)=  0,1922255 
y  = -1,556773;  ba^et  X2=-2,556773. 
•S)cmno(5  l&eifet  in  bicfcm  gallc  bic  ^rogrcjpon  1,  —2,556773, 
+6,537086,- 16,71383^+42,73334. 
©ibibttc  \t%i  bic  ©Icid^ung  x8+3x2+7x+15=0  butd^  x+ 
2,556773,  fo  cr^t  man  bic  quübrati|d^c  ®I.  x«+0,44323x 

+5,866763;  ^icrauS  folgt,  bafe:  

xs  unb  X4=— 0,221615±2,41198l/-  1. 
28.  a)  A  fommt  24  SBod^cn  länger  aüd  olS  6,  unb  ba  B  40 
SQSod^cn  länger  auSlommt,  oIS  C,  fo  fommt  A  24+40 
=  64  SQBo(ä^cn  länger  aus  als  C.  |)abcn  nun  bic  Slrmee« 
lorps  B  unb  C  jufammen  x  ^Regimenter,  fo  pnb  im  ®an« 
jen  x+5  ^Regimenter.  Diefc  fommen  mit  bem  SSorratl^  36 
SBo4icn  auS;  bemnad^  mürbe  1  ^Regiment  mit  bemfclben 
SBorratl^  36(x+5)  SBod^cn  auSrcidöcn;  mitl^in  lommen  bie 

5  ^Regimenter  bon  A  — ^ — ^  SBoiJ^en  bamit  auS.    SSßeil 

nun  A  begüglid^  24  unb  64  SSßo^icn  länger  bamit  aus« 

fommt  als  B  unb  C,  f o  fommt  B  ?g^>-24=^^<^^"^^^ 

unb  C  ^6(x+5)_g^^  4(9x-35)  ^^^^^  j^^^  ^^^^^  ^^^ 

5 

Sie  ^Regimenter  bon  A  berje^rcn  fomit  in  1  SBod&e  og/    .  kn 

5 
beS  aSorratl^eS,  bie  ^Regimenter  bon  B  io/q    xk\  ^'^^  ^^^ 

5 
bon  C  i/Q  _Qg•^  ^^^  35orrat^eS.   5Run  berje^ren  fämmtliije 

SRegimenter   ber  3  SlrmeeforpS,  ba  ber  SBorratl^  für  36 
aBoc^en  auSreid)t,  in  1  SBod&e  Vse  beSSSorratl&eS;  bal^er  ift: 

36(x+5)'*"l2(3x+5)'''4(9x-35)  ~  '*•  " 
1  1       a.     1     -1/ 


9(x  +  5)^3(3x+5)^9x— 35 

©ntmidtelt  man  bicfc  ©leid^ung,  fo  erl^ält  man: 
27x8-330x2— 1225x+1500=0. 
©e|e  l^ierin  x^y^j,  fivtoitb: 

ys—  330y2— 33075y+ 1093500  =  0. 

mnlanh,  «uflöfungen  m.  24 
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@eM  tnon  Wetin  t  =  z+110,  fo  refultirt: 

z«  -  69375z — 5206750 = 0. 
3n  biefet  ®I.  \ft  4p«>27q«,  bo^er  ^o6en  mit  no$  §.  495  VI: 

s\nSe=^'j7==  unb  z  =  +l/*Äp  8in(60»+«). 
P    v  7«P 
9lun  IP:  p= 69375  unb  q= 5206750;  bo^er  3q  =  15620250; 

•log  ^  =  2,3524850. 
P 

logl/V8P  =  24830708 
logsin  3«  =  9,8694142  — 10 
3€  =  47o45'28,48" 
fi  =  15055'9,49" 
60o+€  =  75ö55'9,49" 
log  sm(60«+fi)  =  9,9867511  — 10 
logl/^  =  2,4830708 
log  z  =  2,4698219 
z=295;  bo^cr  y=295+110  =  405;  folgltd^ 
x=405: 27=15;  bcmnod^  fommcn  bte  5  Sttegimentet  bort 

A  ?5ü|±^=i44  2Bo<5cn  mit  bcm  »orrot^  ouS.    S)ic 

ö 

aiegtmetttct  bon  B  toürbcn  mit  beut  SSorratl^  — ^  ^      ^ 

=  120  unb  bte  bon  C  ^^^^I1^=  80   SOBod^cn    qu3« 

reid&ctt.  ®ic  SRegimcntcr  bon  A  bctjc^rcn  al\o  in  1  SDßodJc 
Vi44=V7«o.  bie  oonB  Viao=V72o  unb  bic  bonCV8o=V72o 
beSSorratl^eS;  bcmnad^  berjcl^rcn  5  Slcgintcnlcr  V720;  folg« 
li(§  toerben  7720  bcS  S3onotl&c3  öon  6  unb  V720  bon  9  SRc«* 
gimcntcrn  bcrjc|rl. 

Ober:  2)ic  anjal^I  bcr  ^Regimenter  ber  3  SltmeeforpS 
jlel^t  im  umgelel^i^ten  ajerl^ä(tnif[e  ju  ber  3^it/  We  jiebeS 
}ur  ^ufje^rung  beS  SSorratl^eS  gebraud^te.  @d  ift  bal^er, 
toenn  B  x  unb  C  y  ^Regimenter  l^atte: 

144: 120= x: 5;  alfo  x  =  6  3legimenter  für  B  unb 
144:  80=y:5;  „  y=9  ,  .  „  C. 
3tt)eite  auflöjung.  Da  bie  ^Regimenter  bon  A  24  SBod^en 
länger  als  bie  bon  B  unb  64  SBod^en  länger  auS!ommen, 
als  bie  bon  C,  fo  folgt  Daraus,  bafe  B  unb  C  begügli(§ 
mel^r  SRegimentjr  f)abm  muffen  als  A.  IRun  ffobt  B  x  unb 
C  y  {Regimenter  mel^r  als  A;  alsbann  l^at  B  5+x  unb  C  5+y 
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9tegimenter:  bemnod^  bettagen  bie  Ste^imentet  ber  39tmee« 
!ort)S  gujatnmen  x+y+15.  Sin  ategiment  toflrbe  olfo  mit 
bem  Sortatl^c  36(x+y+15)  Sod^en  auSfommen;  fofglid^ 
bie  5  »egintenter  Don  A 

36(x-H^+15),.^,^„B36(x4-^y+15)^ 

unb  bie  Slegimenter  Don  C 

36(x  +  y+15)      „.     36(i+y+15) 
5 ■ x+5 

3-g^p:J5)^64=^^(^+i,^^^  ober: 
5  y+5 

(1)  3x2+3xy+85x— 50=0. 

(2)  9y2+55y+9xy— 400=0. 

©efet  nton  aus  (1)  ben  ifflett]^  für  y  in  (2)  unb  enttticfelt 
biefe  ®I.,  \o  toitb: 

3x«+2x2—  155X+150  =0. 
2lu§  biefet  ®I.  folgt,  baB  x  nur  ben  SBertl^  1  l^aben  !ann, 

K/\  qO 

htmnai^  x  =  l  unb  bal^er  y= — ^ —  =  4;  l^ienad^  l^at 

bo§  9lrmeeforpS  B  5+1=6  unb  baS  Don  C  5+4=9 
Slegimenter. 
28*    ß)  aSenn  A  x,  B  y  unb  C  z  SBoi^en  mit  bem  ^roöiant  aus* 

fommt,  fo  fommen  A  unb  B  in  1  SBoie  mit  -+-  =  ^-tZ 
'  ^  X    y        xy 

be§  ^roöiantö  aus,  alfo  mit  bem  ganjen  ^roöiant     ^ 
Sod^en;  ferner  fommen  B  unb  C  in  1  SBod^e  mit  -  +  - 

=  ^ — -  be§  ^roöiants  au§,  alfo  mit  bem  gangen     ^ 

2Bo4icn.    3)a  nun  B  unb  C  9  SBod^en  länget  mit  bem  ^ 
S^orratl^  auSlommen,  als  A  und  B  fo  iß: 

^^^x+y+^-y  +  z 
A  unb  C  fommen  mit  bem  gangen  Sorrotl^  ^ 


11     x  +  z 
X      z 


unb  B  unb  C  -^ — ^= Jf—  SBod^en  aus  unb  »eil  A  unb 
11     y  +  z 

y     z 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    372    — 

C  15  SBod^en  länger  mit  bem  SonotB  au3fommen,  of§ 
B  unb  a  \o  ifl: 

(2)  -?^==_y?_+i5. 

"^  ^  X  +  z     y  +  z 

3n  1  2Bo(^c  betgc^ren  A,  B,  C  }:+l+l=^I±Il^ 

X    y    z  xyz 

bcö  SortQtl^eS,  ba^er  ben  aamen  aSonntfi  in  — ^^^ — 

xy+yz+xz 
SBod^en  unb  tueil  ba§  30  SBod^en  auSmod^t,  fo  iß: 

stelle  bie  ou8  (1),  (2)  unb  (3)  gefunbenen  SBert^e  füt  i 
einanber  gletd^,  fo  ift: 

y(yz— 9y-  9z)  _        30yz 


(4) 


y*+9y+9z        yz-30y— 30z 


,g.  z(yz + 15y + 15z)  _        30yz   

'^  ^     z»— 15y— 15z        yz-30y— 30z' 

gnttoidfelt  man  biefe  bciben  ®k\^mam,  fo  etbolten  wir: 
(6)  y(z*-69z+270)  =  3z(13z— 90) 
(7)  y''(z-15)-45y(z+10)-450z  =  0. 

©e^e  oiiS  (6)  ben  SBert^  für  y  in  (7)  unb  enttoidcle  biefe 

©(eic^ung,  fo  toirb: 
(8)  19z«— 3720z«+54900z— 162000  =  0  ober: 
.Q,    .     3720z«  .54900z     162000     „ 
(9)  2  -- T9~+~19~~  ~19~=^- 

©e^e  z  =  V>»u,  fo  toirb: 

(10)  u»—3720u«+1043100u— 58482000  — 0. 

©e|e  u=v+1240,  fo  erhalten  toir: 

(11)  V»— 3569700V— 2578286000  =  0. 

SDßeil  4p''>27q«,  fo  iji  biefe  ®I.  nod^  §.  495.  VI  oufiu= 

löfen.    @ä  ifl  ba^er: 

sin3e  =  ?2.     1_;  aI|o  v  =  l/v;;^.8in(60<>+c).    Sinn  ift: 
P  VVsV 
p  =  3569700,  q  =  2578286000 ;  olfo: 
3q  _  3.2578286000  _  25782860 
p  3569700      ~    11899"* 

log3q  =  7,4113311 
logp  =  4,0755105 
logKV8P  =  3,3387852 
log  sin  3«  =  9,9970354 — 10 
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3e  =  83ol8'46,66" 
€  =  2704615,55" 
600+ß  ■=  8704615,55" 
logsin(60o-i-€)  =  9,9996712  — 10 

logKVsP  =  3,3387852 
log  v  =  3,3384564 
v  =  2180;  ba^er  u  =  2180+1240  =  3420;  fofglidb: 
z  =  3420:19  =  180  9aßo(^en.    9lu«  (6)  folgt: 
_  3180.(13180-90)  _  1215000  _^ 
y  ~  1802-69180+270  "~ '  20250  ~"  ^^  ^^^^"• 
9lu§  (3)  ift: 

_  30.60180  _  30.60180  _  ^ 

^"60.180-30.60-30.180^    20180    —  ^^  -^«>^^«- 

3tt  1  SQßod^c  bcrje^ren  A,  B,  C  Vao  +  Veo  +  Viso  =  Vso, 
alfo  in  6  SBod&cn  6.V3o  =  V6  bcS  aSorrat^S;  mithin  märe 
nad6  6  SBo(!^en  no6)  Vs  be§  äJorrotl^S  übrig,  mcnn  mä)i 
Vio  l&ierbon  bcriorcn  gegangen  märe,  meSl^alb  je^t  ber  Sor» 
rotl^  nur  nod^  Vs— Vto  =  V2  beträgt. 

gerner  ber^ält  fid&  bie  anjal^I  ber  @olbaten  mie 
V9o:V6o:Vi8o  ober  mie  24:36:12.  5Run  berliert  A  Vs/ 
B  Ve  unb  C  V4  feiner  ©olbaten.  3luf  je  24,  36,  12  9Kann 
bott  A,  B,  C  fommen  bol^er  je^t  21  für  A,  30  für  B  unb 
9  für  C.  9Kit^in  fommen  auf  je  24+36+12=  72  TOonn 
bor  bem  ©efed^te  nur  je  21+30+9  =60  Wann  naä)  bem 
©efed&te.  SKit^in  ift  ba§  »er^Huife  ber  3lngo^I  ber  ©olbaten 
bon  frül^er  gegen  je|t  mie  72:60.  3&enn  nun  72  SKann 
in  6  SBod^en  Vs  be3  aSorratl^S  berje^rten,  fo  fragt  e§  fid^ 
ie^t,  in  meld&er  3^'*  60  SDlann  bie  noi^  übrige  ^älfte  bc§* 
felben  aufjel^ren?  9lad&  §.  243  erl^alten  mir,  menn  bie  ge= 
iud^te  3eit  x  SQßod^en  beträgt: 

(60.V6):(72.V2)  =  6:x;  alfo  x  =  18  SSJod&en. 

6   

29.  SSßenn  man  l/a'^+b  =  a+x,  fe|t,  mobei  x  nod^  näl^er  ju 

beftimmen  ift,  fo  erl^ält  man: 
a^+b  =  (a+x)«^=  a»+5a*x+10a3x2+10a2x3+5ax^+x^ 
aSernad^Iäffigt  mon  x^  fo  mirb: 

a*+b  =  a^+5a*x+10a3x2+  10a2x3+5ax^ 
5)ibibire  biefc  ®I.  burd^  5a,  fo  rejultirt: 

Vsa^ +^=  V6a*+a8x+2a2x«+2ax8+x^ 
3lbbirt  man  ju  beiben  ©eiten  V2oaS  fo  ift: 
V4a^ +^  =  V4aHa3x+2a2x2+2ax3+x*=(x2+ax+ V2a2)^ 
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Sielte  aud  beiben  X^etlen  bie  Ouabratmurjel,  fo  f^at  man: 
x«+ax+V«a«  =  j/v4a*+|^;  ^icrauS  folgt: 

(x+V2a)«  =  |/v4a*  +  |j-V4a«;  mithin: 


:=-V«a+|/|/^ 


X  =  -  V«a+ 1/  1/  V4a*  +  ^  -  »Aa«. 


®e|en  toit  btefen  SBettl^  füt  x  oben  ein,  fo  etJ^oIten  ait: 

l/äHPb  =  V«a+]/ ]/v4a^  +  ^  -  V4a«. 

30.  |)elfecn  bie  beiben  3öWen  x  unb  y,  \o  ip  (1)  x  =  y*  unb 
(2)  x  =  l/y.  «US  (1)  unb  (2)  ergibt  fid&  y*==kT;  *>ö- 
Ict  y«— 1  =  0,  dfo  yi  =  l.  5)ie  beiben  anbecn  SÖurjeln 
blefer  Oleid^ung  fmb  tn  bcr  ®I.  y*+y+l=0  entl^alten. 
Soft  man  biefe  quabtatijije  ®l  auf,  \o  pnb  bie  beiben  an» 
betn  SQBurjeln  y2  =  — VsCl— l/^)  unb 

ya  =  -  V,(l+l/=^) ;  Mer  Xi  =  1,  x«  =  V4(l  TV^)' 
ober  X8  =  — V2(l+K— 3)  unb  x«  =  —  Vad— 1/~3). 

31.  9iimmt  man  bie  SntmidEelung  beS  fragli^en  ^robufteS  \)ox, 
\o  U)itb: 

a«+2ya*b«— x«a*b2— 2xa«b*+y»a«b*— b«  =  a«— b«  ober : 

yWb*— 2xa«b*+2ya*b2— x«a*b«  =  0  ober  burdft  a«b«  bibibirt: 

y^b»— 2xb«+2ya«— x2a«  =  0;  alfo: 

b«(y«— 2x)+a«(2y— X«)  =  0. 

3laä)  §.  112  iji  fotoo^I  (1)  y2~2x=0,  afö  au(3&  (2) 

2y— X»  ==  0. 
©ejt  man  aus  (2)  ben  SBertl^  für  y  in  (1),  fo  l^at  man: 
X*— 8x  =  0  ober  x(x»— 8)  =  0;  ba^er  Xi  =0  unb 

x3— 8  =  0;  aI|o  X2  =  2. 
S)ie  beiben  anbern  SBertl^e  für  x  ergeben  fi(%  auS  ber  qua» 
bratif(!^en  ®I.: 

x2+2x+4  =  0  ober  (x+l)2=— 3;  folglich: 
X8  =  -(l+l/=3),  x4  =  3^1-l/=3);  ba^er^_ 
y,  =  0,  y,  =  2,  ys  =  -(1-1/-3),  y4  =  -(1+1^-3). 
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E.    %xan»\ttnitntt  ©leid^uitgem 

(§ci§  §.  106.) 

§•  514*  3«  l>cn  tronSjcenbcntcn  ©leid^ungen  gcl^ören  bic 
(&lpontntxaU,  logaritj^mifd^c  unb  triflonometrifdjic 
®I.  ffommt  in  einer  ®I.  eine  belannte  ©röfee  mit  einem 
unbe!annten  ©j^ponenten  bor,  fo  ift  eö  eine  gjponentiol» 
©leid^ung.  ©old^e  ©leid&ungen  lommen  in  Den  §§.  384, 
387,  392  unb  400  Dor.  erjd^eint  bie  unbelonnte  ©röfte  x 
unter  ber  ©efiolt  logx  in  einer  ®I.,  ^o  ifi  e§  eine  loga« 
ritl^mifd^e,  j.  8.  x*+^i<>8*  =  c.  SBenn  enblid^  bie  unbe» 
tannte  ©röfee  unter  bem3^i$fn  irgenb  einer  trigonometrifd^en 
Sinie  ße^t,  fo  fann  man  bie  ®l  eine  trigonomeirif^e 
im  toeiteften  ©inne  beS  SBorteS  nennen,  obgleich  {oI(|e 
®l.  nidjit  notl^menbig  trigonometrif(]&e  ©egenftänbe  betreffen. 
3.  S3:  asinx+bcosx  =  c. 

2)ie  91uflö|ung  ber  folgenben  Aufgaben  gej^liel^t  bur^i  bie 
regula  falsi,  toeld^e  in  §.  409  näl^er  bargeftellt  toorben  ift. 
S)iefelbe  filiert  jtoar  nur  bann  mittelfl  einmaliger  Slntoen« 
bung  jum  toal^ren  SBert^e  ber  Un6e!onnten,  toenn  bieje  in 
ber  erflen  ^otenj  oorfommt;  lommt  biefelbe  aber  in  einer 
l&ö^ern  ^otenj  oor,  fo  gibt  bie  einmalige  Slntoenbung  ber 
Ülegel  nur  9lä^erung§tDert]^e.  ®iefe  entfernen  fi^i  aber  bom 
tt)a|ren  SBertl^e  um  fo  weniger,  je  Heiner  ber  gel^Ier  ber 
©ä|e  ift  unb  hierin  liegt  ber  Sorjug  biefer  »egel,  toeil  fie 
burd^  toieberj^olte  2lnmenbung  ben  maleren  2Bert§  ber  Unbe* 
!annten  in  immer  engere  ©renjen  einfö^Iiefet. 

1.  «)  ©rücttman  bie  gegebene®!.  logarit^mifi^  auS,  fo  toirb: 
xlogx  =  loglOO  ober  xlogx— 2  =  0. 

Um  bie  ©renjen  be§  SBßertl^eS  bon  x  ju  finben,  fe^e  man 
nad&einanber  x  =  0,  1,  2,  3,  4,  fo  geben  er|i  bie  ©ubfti» 
tutionen  oon  3  unö  4  9lefultate  mit  entgegengefefeten  3^i<5^n. 
®enn  für  x  =  3  bejüglid^  4  h)irb : 

^'  =3.0,4771213-2  =  — 0,56863 
(p-  =  4.0,60206  -  2  =  +  0,40824. 

S)emnad&  liegt  ber  SBert^  oon  x  imif^ien  3  unb  4.  Um 
nun  einen  genauem  SBertl^  für  x  ju  erl^alten,  finben  toir 
bermittelft  ber  regula  falsi: 

_  —0,56863.4  -0,40824.3  _  349926  _  o  kq 
^^    -0,56863-0,40824    ~  97687  "" '^'^^• 
9lun  f e|e  man  toeiter  a'  =  3,58  unb  a"  =  3,59,  fo  toirb : 
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q>'  =  3,58.0,553883  -  2  =  -  0,0171 
o)"  =  3,59.0,555094-2  =  -0,0072;  ba^ct: 
_-~0,0171,3.59+0,0072.3,58  _  356,16  _  ^  ^^„ 
^~        -0,0171+0,0072        ~     99     —  ^'^^'• 
Sfetncr  fefec  man:  a'  =3,597  unb  «"  =  3,598,  fo  totrb: 
q>*  =  3,597.0,5559404—2  =  -0,0002823812 
(p"  =  3,598.0,5560612  -  2  =  +  0,0007081976 

-^  0,0002823812.3,598—0,0007081976.3,597 
^  ■"  —0,0002823812  -  0,0007081976 

_  35633943,248  _    .0790^:08 
=  "9905788- =  ^'^^^^^^^^- 
©iefer  SBcrtl^  für  x  t|i  in  bcn  7  etjicn  Decimalen  rid^tig. 
Sine  noi^moli^e  ^ntoenbung  ber  Stegel  tofltbe  eine  no$ 
größere  ©enautgfeit  liefern. 

1.  ß)  ©rüdt  man  bie  ®(.  burd^  Sogaritl&men  aus,  fo  wirb: 
xlogx  —  logOJ76  =  0  ober  xlogx+0,110138  =  0. 
Seftimmen  toir  je|t  bie  ®ren;(en  beS  aBertljeS  für  x. 
©e|t  man:  x  =  0,0  fo  toirb  9)  =  +  0,110138 
X  =  0,1  „      „    g)  =  +  0,010138 
X  =  0,2  „       „     q)  =  —  0,029656 
x  =  0,3  „       „    g)  =  — 0,046725 
x  =  0,4  „       „     9)  =  — 0,049038 
x  =  0,5  „       „    9)  =  — 0,040377 
x  =  0,6  „      „     9)  =  — 0,022971 
X  =  0,7  „       „    o)  =  +  0,001707. 
hieraus  folgt,  bafe  x  jtoet  5Bßertl^e  l^at,  mobon  ber  erfte 
jmif(5en  0,1  unb  0,2  unb  ber  ittjcite  jtoiftä^en  0,6  unb  0,7 
liegt,  ©ud^en  mir  ben  erjten  in  engere  ©renjen  ju  jiel^en, 
fo  ift,  meil  a'  =  0,l  a"  =  0,2: 

_  0,010138.0,2+0,029656.0,1  _  49932  _ 
^ ""       0,010138+0,029656       ~  397940~"  "'^'^' 
©e^e  a'  =  0,12,  fo  mirb: 

q>*  =  0,121og0,12+0,110138  =  —  0,000360. 
9lun  fe^e  man  meil  (p*  negatib,  alfo  ber  SBertl^  für  &  ju 
grofe  genommen  ifi,  q)"  =  0,11,  f 0  mirb : 
cjp"  =  OJl  log  0,11  +0,110138  =  +  0,004692 ;  ba^er : 
_  —0,000360.0,11  —  0,004692.0,12  J  60264  _  ^  ^goo 
-  0,000360-0,004692         ""  505200      ^'^^^^®- 
S)iefer  SBertl^  für  x  ift  f(|on  in  ben  4  erften  ©ecimalfteüen 
genau,    "^an  fefee  ferner: 

a'  =  0,11928  unb  ö"  =0,11927,  fo  mirb: 

9)'  =  0,119281og0,11928+0,11013827  =  —0,00000874 

(p"=0,119271og0,11927+0,11013827=— 0,00000385. 9lun  ifl: 
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m'a"  =  —  0,00000874.0,11927  =  -  0,0000010424198 

ffl)"o'  ==  —0,00000385.0,11928  =  —0,0000005831918 

<p'a"  —  (p"a'=— 0,0000005831918 

(p'  —  g,"  =  —  0,00000489 ;  bo^ei : 

^'  =  ^^0  =  <^'1192621. 

SBeted^nung  be§  jtteitm  SBertl^eS  für  x,  mli)et  jwifri^eii 
0,6  unb  0,7  Hegt. 

gfüt  a'  =  0,6  unb  a"  =0,7  wirb  <p'  =  —0,022971  unb 
«)''  = +0,001707;  bo^et: 
_  —0,022971.0,7  —  0,001707.0,6  _  171039  _ 
**  ~       —  0,022971 — 0,001 707       ~"  246780  ~   '"  "*• 
^tiAt  a'  =  0,693  unb  0*  =  0,694,  fo  Wirb: 
<p'  =  0,693  log  0,693 +0,11013827  =  —0,00023360 
9)"  =0,6941og0,694  + 0,11013827=  +0,00004175 
y'o"  =  -0,00023360.0,694  =  —0,00016211840 
y"a'=  +0,00004175.0,693=  +0,00002893275 
<p'a"  —tp'a'  =  —0,00019105115 
y'—y"  =  - 0,00027535;  bol&et: 
^       19105115  _.„__,_ 
''»^  27535005==  ^'^^^^^• 
2.  68  iji  cinleud^tcnb,  bafe  in  biefet  ©(eid^ung  x  junä^j!  ben 
SHJettl^  öon  3  ^ai;  weSl^db  Xi  =  3.  Um  ben  jtoeiten SQßettl^ 
füt  X  ju  etl^alten,  poienjite  man  juetfl  bie  @I.  mit  x,  bann 
mit  3,  fo  erlalten  mit: 

X«  =  3»;  ba^er  xlog3— 31ogx  =  0. 
©e|t  mon  ber  Steige  na$  x  =  l,  2,  2Vjo,  2«/io,  2Vio, 
2Vio;  2Vio,  fo  etpit  mon  etp  füt  bie  beiben  lej^ten  @ub= 
jiitutionen  SBettl&e  mit  entgegengefe^ten  '^txiivx',  mitl^in 
liegt  ein  jueitet  3Bett^  füt  x  {toifii^en  2,4  unb  2,5.  @e^en 
mit  olfo  a'  =  2,4  unb  a"  =  2,5,  fo  Wirb: 

q>'  =  +0,00445  unb  y"  =  —0,00102; 
bolzet  ip  ber  erfte  Siä^erungSWert^: 

_  0,00445.2.5 +0,00102.2,4 _  13573  _  ^  .„ 
**  ~       0,00445+0,00102       ~  5470  ~   ' 
3e^t  fe|e  «'  =  2,48  unb  «"  =2,47,  fo  wirb: 
9>'.=  2,481og3— 31og2,48  =  —0,0000940 
9"  =  2,471og3—31og2,47=  +0,0003986;  alfo: 
fp'a"  =  —0,0000940.2,47  =  —0,000232180 
qt-cf  =  +0,0003986.2,48  =  +0,000988528 
9P'a"— y-o'  =  —0,001220708 ;  <p'—fp"  =  —0,0004926; 
bal^er  jwciter  9lä^erung8wert§: 
_  1220708  __ 

''*"  492600" -^'*^^"- 
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©e^e  tnmäi  a'  =  2,4780  unb  «"=2,4781,  fo  toirb: 

qp' =  2.4780  log  3— 31og2,4780  =  +0,0000026757 

(p"  =  2,4781  log3-3  log  2,4781  =  —0,0000022001 ;  olfo : 

(p'a"  =  +0,00000663065217 ;  (p"a'  =—0,00000545184780 

(p'a"— q>"a' = +0,00001208249997 ;  tp'— <p"  =  0,0000048758 ; 

ballet  btittet  Stdl^etungStoeitl^: 

_  1208249997  __, „„- 
""*- 487580000  =  ^'^^^^^^- 

3.  Um  bte  ©let^iung  10* =x"  oufjulöfen,  nimmt  mott  ouf 
beiben  @etten  bie  Sogatitl^men  unb  man  eil^ält: 

x  =  101ogx  ober  lOlogx— x=0. 
e§  ifl  lei^it  etfid^tli^  bag  ftti  x=10  bie  ®I.  annuaiti 
miib,  folgli^  xi  =  10.    UebetbieS  l^at  x  au$  no^l  einen 
jmifd^en  1  unb  2  liegenben  SBettl^;  l»'««  föt  x=l  wirb 
9>'=— 1  unb  für  x  =  2  mitb  9)"  = +1,0103.  aSermittelji 
bet  rcgala  falsi  erl^alten  mit  als  etßen  9iai^eruns3mettl^: 
__30103_-  . 
*'■"  20103  ~^'** 
©efet  mon  jefet  o'  =  l,4  unb  a*  =  1,3,  fo  wirb: 
y'  =  101ogl,4— 1,4  =  +0,06128 
V"=101ogl,3— 1,3 =—0,16057 ;  ba^er  jweitet  3lä^erunfl8»wtt^ : 
_  0,06128.1,3+0,16057.1,4  _  304462  _ .  „„g 
^  0,06128+0,16057       "221850"^ 

©efee  ferner  a"  =  1,372  unb  a"  =  1,371,  fo  toirb: 
ip'  =  10  log  1,372— 1,372  =  +0,001541 
9"  =  10 log  1,371— 1,371  =  -0,000625;  olfo: 
(p'a"  =  +0,002112711 ;  yV  =  -0,0008575 
g,'a"—ip"a'=  +0,002970211 ;  (p'—<p"  =  +0,002166; 
bal^er  britter  S^Al^erungStoertl^: 

4.  S)rü(It  man  bicfc  ©leid^ung  Io9orit]^mif(i&  üuS,  fo  toirb: 

xlogx  =  loglOO+logx  ober  (x— l)logx— 2  =  0. 
gfür  X  ==     0,1  toirb  (p  =  —    14 
,,    x=  0,01     .     (p  =  —  0,02, 
,,    x  =  0,001     „     9  =+0,997. 
hieraus  folgt,  bafe  jtoifd&en  0,01  unb  0,001  eine  SBurjcI 
ber  ©leid^ung  liegt.    Seftimmen  toir  biefelbe  genouer,  fo 
erl^alten  mir  oI§  erften  Släl^erungStoertll : 

—0,02.0,001 -0,997.0,01  _  9,99  _  ^  ^^^ 
^  -  -0,02-0,997         -  10l7  "  "'^^^^• 

©e|e  «'  =  0,0098  unb  a"  =0,0097;  fo  toirb: 
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«,'  =  (0,0098-1)  log0,0098  -  2  =  -  0,010912064416 

»"  =(0,0097-l)log0,0097— 2  =  —0,006300044219;  olfo: 

(p'a-  =  —0,000105847024;  q>''af  =  —0,000061740433 

y'«-— 9>"o'  =  -0,000044106591  )9'-<p"  =  —0,004612; 

ballet  ecl^alien  toit  da  jtoeiten  ml^etungStDettl^: 

^  =  ^^'-  =  0.009563. 

©efee  ie|t  a'  =  0,009563  unb  «"=0,009564,  fo  »tib: 

9'=  +0,0000942223346;  y*  =  +0,0000472371344 

ffl'o"  =  +0,0000009011424081144 

^«0'=  +0,0000004517287162672 

g,'a"—q)''a'  =  +0,0000004494136918472 

(p'-ip"  =  +0,0000469852302; 

bolzet,  ^oben  toit  ol8  btttten  Släl^erungäwert]^: 
4494136,918472      rtnnocß.c 
^'=      469852302     =^fi^^^^--' 
9iun  l&at  X  nod^  einen  jtoeiten  SButjelwett^ ;  benn  fefet  man 
X  naä)  einonbei  gteid^  1,  2,  3,  4,  5,  fo  finbet  etfi  für  bie 
beiben  le^tetn  ©ubjiitutionen  ein  Sei^entof^l^  Pott;  mit» 
"^in  liegt  ber  jtneite  SEßett^  für  x  jwifd^en  4  unb  5. 
©efeen  wir  «'  =  4  unb  o"=5,  fo  wirb: 
y'  =  31og4— 2  =  -0,19382;  f'a"  =  —0,9691 
g,"  =  41og5-2  =  +0,79588;  y'V  =  +3,1835 
f'a"—q,"a'  =  —4,1526 ;  y'— y"  =  —0,9897 ; 
ballet  jetflet  Släl^etungSuertl^ : 

41526       . ,o 
^«=989f  =  *'^^- 
©ehe  «'  =  4,19  unb  «"  =  4,20,  olSbttnn  toitb: 
<p'  =  3,191og  4,19-2  =  -0,01513734 
q,"  =  3,201og4,20-2  =  -0,00560320 
y'a"  =  —0,063576828;  <p"a'  =  -0,023477408 
<p'a"—q>"a'  =  —0,04009942 ;  (p'—fp"  =  -0,00953414; 
folgjid^  jweitet  Släl^erungStoett!^: 

4009942      .  „^-o_ 
^*=  953414  =*'2Ö^^^- 

©ehe  «'  =  4,20587  unb  «"  =  4,20586,  fo  »itb: 

<p'  =  3,20587  log4,20587— 2  =  +0,000000593546 

9>"  =  3,20586  log  4,20586-2  =  —0,000008850872 

(p'a"  =  +0,00000249637137956 

g,"«'  ==  —0,00003722561701864 

y'o"— y"«'  =  +0,0000397219883982 

(p'-g,"  =  +0,000009444418; 
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ballet  iß  bet  britte  9la]^(tung§toeTtl^: 

39721988,3982      .  „„KQ-,oß 
**  =  ~~9i44418~  ""  4,2058696  . . . 

5.  ^otenjirt  man  bie  ®I.  100^^x  =  x  mit  x,  fo  »irb: 

lOO^x  =  x^ 

©rüden  tt)ir  bicfc  ®I.  logarit^mijd^  ouS,  jo  ifi: 
xloglOO+logx  =  xlogx  ober: 
(x— l)logx  =  2x; 
l^teraud  toxxi,  »enn  n)ir  burc^  xbibibiren: 

^logx-2  =  0. 

.    ©e|t  man  x  =  0,l,  fo  toirb  9=  +7. 

,,    x  =  0,2,    ,     ,,     9  =  +0,79588 
«    x  =  OA    ,,     ,,     (3r)= -0,7799497. 
3»itöin  liegt  ito\](f)en  0,2  unb  0,3  eine  SBurjel  ber  ®l. 
Um  biefelbe  genauer  ju  bejiimmen,  l&aben  tt)ir  naiä^  ber  re- 
gula  falsi: 

_  0.7958.0,34-0,7799,0,2  _  3947,2  ^  ^  ^  c: 
^'""       0,7958+0,7799       "~  15757"        ' 
©eje  a'  =  0,25  unb  er"  =0,24,  fo  ttirb: 

tp'  =  ?^~i(_o,60206)— 2  =  -0,19382 

(p"=  ?^2^(_Q  6i97888)-2  =  -0,03734 

^'a"  =  —0,0465168;  y  V  =  —0,009335 
yV—qD'V  =  — 0,0371818;  9)'— 9"  =—0,15648; 
alfo  }meiter  SläJ^erungSmertl^: 

©e^e  «'  =  0,2376  unb  «"  =  0,2377,  fo  toltb: 
V'  =  ^^|^-.(-0,6241536)-2  =  +0,0027555 

y"=5^^^=i.(-0,6239708)-2=  +0,0010641 

g>'a"  =  +0,00065498235;  y"«'  =  +0,00025283016 
g)'«"—y"a'=  +0,00040215219;  q)'-g>"  =  +0,0016914; 
alfo  britter  SläJ^etungStoertl^ : 

X.  =^^1^=0,2377629... 
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$ie  ©(etd^ung  f)ai  nod^  einen  ittetien  SSutjelttieirf]^,  bet 
awtfd^en  100  unb  110  liegt,    ©enn  füt 

für  X  =  100  wirb  y'  =  —0,02  unb 
„   x=110     „    9"= +0,0228. 
©li&liefeen  »it  ben  SBertl^  füt  x  in  engete  ©tenjen  ein,  fo 
^at  man: 

Xj=:«8oo/^„=  104,6. 
©e^e  ie^t  a'  =  104,6  unb  «"  =  104,5,  fo  toirb: 

9>'  =  ^^^fc^.2,0195817— 2=  +0,0002245 
104,0 

9«  =  ^^^=^.2,0191163-2  =  —0,0002054 

(p'a"  =  +0,02346025;  y"«' =  —0,02148484 
y'a''—9)''a'= +0,04494509;  y-'—y"  =  +  0,0004299;  bo^et: 

x«  =  ^^^- 104,54778... 

6.  a)  ©e|t  OTon  x  =  0,  fo  tolib  y'  =  — 2;  fe^t  man  x=l, 
fo  wirb  gp"  =+l;  alfo  Hegt  jwifd^en  0  unb  1  einSBurjel« 
mertl^  ber  ®(ei($ung  unb  ein  erfter  9täl^erungSU)ettl^  t{}  ba> 
^et  x  =  %  =  0,6. 

Jlun  §aben  wir  bermittelji  Sogar it^men: 
log(2»+8»)— log4  =  0. 
©ehe  a'  =  0,6  unb  o"  =  0,7,  fo  wirb: 

w'  =  0,5376756—0,6020600  =  —0,0643844 

<p"  =  0,5777330—0,6020600  =  -0,0243270 

(p'a"  =-—0,04506908;  y'a'  =  —0,01459620 

(p'a"—q>"a'  =  -0,03047288;  q>'—ip"  =  —0,0400574; 

ba^er  jweitet  9läl^erung8wettl^: 

^      304728_„„„ 

"^  =  400574 -^'^^• 

eefee  «'  =  0,760  unb  «"=0,761,  .fo  wirb: 

q,'  =  0,6018612-0,6020600  =  -0,0001988 

y«  =0,6022641— 0,6020600  =  +0,0002041 

q,'a"  =  —0,0001512868;  q>"a'  =  +0,0001551160 

ip'a''-(p''af  =  —0,0003064028;  q>'—q)"  =  —0,0004029; 

bttl^er  britter  Sldl^erungswert]^: 

6.  ß)  ®iefc  ©lelci&ung  l^at  eine  SButjel  jtoijdften  0  unb  —1; 
benn  füt  x  =  0  toirb  9' =  4-2  unb  für  x  =  — 1  toirb 
9)"  =  — 6,633...    §ierouS  fte^t  l^erbor,  bog  bie  ffiurjel 
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näl^er  bei  0  al8  bei  —1  liegt.    S8etmitte!ji  Sogotttl^tnen 
l^oben  toir: 

log(5'+6»)— 21ogx— log?  =  0. 

©efeen  toir  nun  a'  =  — 0,3  unb  «"  =  — 0,4,  fo  wirb: 
a'  =  +0,280247;  y"  =  -0,043422;  ba^et: 
<p'a"  =  —0,1121388;  y"«'  =  +0,0130266 " 
y'a"- y"«'  =  —0,1251654;  y  — y"  =  +0,323669; 
ba^er  eißet  9{ä]^ecungStoert^: 

125165,4  „„„ 

^ 323669=-^'^^- 

©efee  fetnet  «'  =  —  0,386  unb  0"  =  - 0,387,  fo  mirb: 

q>'  =  —0,0020581 ;  (p'=  —  0,0050403 
A'o''=+0,0007964847;  9"«' =+ 0,0019455558 
q,'a"—(p''a'  =  —0,0011490711 ;  y'  —  y"  =  +  0,0029822; 
alfo  jtDeUet  9lä|etungSn>ett]^ : 

^~ 29822     =  —  0.38531... 

7.  ©eftt  mcfn  x  =  0  unb  X5=  1,  fo  toirb  9=  +  1;  fe|t  mon 
x  =  2,  fo  »itb  9=— 3;  mitl^in  liegt  jwifd^en  1  unb  2 
eine  SButjel  bet  @I.    SSeimittelft  Sogatit^men  f)ai  man: 

log(2»+3»)— xlog4  =  0. 

©efet  mon  a'  =  l,b  unb  «"  =  1,6,  fo  wirb: 

<p'  =  0,9044223—0,9030900  =  +  0,0013323 

9"  =  0,946084—0,9632480  =  —0,0172396 

y'a"  =  +  0,00213168;  9»"«'  =  -  0,0258594 

9'«*  —  9"«'  =  +  0,02799108 ;  <p'-g,"=r+  0,0185719; 

hdftt  erfier  ^ä^erungStoertl^: 

279910,8  _ ,  ,^,„ 
^=T857l9-  =  ^'^<^^l' 

9iun  feje  man  «'  =  1,5071  unb  «"  =  1,5072,  fo  »itb: 

9>'  =  0,9073694— 0,9073645=  +  0,0000049 

q>"  =  0,9074102-0,9074248  =  —  0,0000146 

(p'a"  =  +  0,00000738528;  9««'  =  —  0,00002200366 

9'«"— 9"«'=  +0,00002938894;  <p'-(p"  =  +0,0000195; 

ballet  {Meitet  IRäl^etungStoett]^: 

^  =  293g94_j^5Q^j26. 

8.  6in  SBurjetoettl^  bicfer  ®I.  liegt  jtoifi^en  1  unb  2.  Senn 
für  x  =  l  toirb  9p  =  —  1  unb  für  x  =  2  totrb  9  =  14. 
^terauS  folgt,  bag  ber  Sßurjetoert)^  nöl^er  bei  1  atö  bei  2 
liegt.    Sßermittelfi  Sogoritl^men  l&aben  toir: 

xlogx + log  log  X — log  log  2  =  0. 
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^e  a'  =  1,3  unb  a"  =  1,4,  fo  toitb: 

y'  =  I,3.0,11394+log0,11394-log0,30103 

=  0,14812  -0,94332+0,52139=  —0,27381 

y"  =  I,4.0,14612+log0,14612-log0,30103 

==  0,21458  -  0,83529+0,52139  =  -  0,09932 

(p'a"  = —0,383334;  (p"a'  =  —0,129116 

y'a" — y"«'  =  —  0,254218 ;  9' — y«  =  —  0,17449 ; 

bolzet  erjiet  Ml^etungSWert?: 

,_  25421,8      ,,^ 

^  =17449- =  1'^- 

©cfee  a*  =  1,45  unb  a"  =  1,47,  fo  toirb: 

<p'  =  l,45.0,161368+log0,161368— log0,30103 

=  0,2339836—0,7921826+0,5213902  =  -  0,0368088 

9)"  =  I,47.0,1673173+log0,1673173-log0,30103 
=  0,2459564  -0,7764592+0,5213902  =  -  0,0091126 

,,'««  =  —  0,054108936;  y"a' = —0,013213270 
y'a''—9)"a'  =  —0,040895666;  y'-y"  =  —0,0276962; 
itoeitet  ^äl^etungStoettl^ : 

408956,66. 
276962    —  ^'*'"*»- 
©e^e  o'  ±=  1,4765  unb  a"  =  1,4766,  fo  wirb: 
q>'  =  l,4765.0,1692335+log0,1692335— log  0,30103 
=  0,2498733  -  0,7715136+0,5213902  =  -  0,0002501 
y"  =  I,4766.0,1692629+log0,1692629-log0,30103 
=  0,2499336  -  0,7714382  +  0,5213902  =  -  0,0001144 
,D'a"  =  -  0,00036929766;  9)"a'  =  —0,00016891160 
(p'a"  —  f"a'  =  —0,00020038606;  f'—tp'  =  -  0,0001357 ; 
dfo  britter  IRfil&erungStoertl^ : 

.  =  ?<^  =1,476684. 

9.  6in   erjicr  9läl^crun9§tt)ert^  biefcr  ®I.  liegt  jtoifd^en   0,3 

unb  0,4,  bcnn  für  x=0,3  toirb  9)'=— 0,066  unb  für  x=0,4 

»irb  y"  =  +0,161;  ba^er  Iji  erftcr  ^lö^crungStoert^ : 

74  7 
^  =  -|7=<^'32. 

©ejen  wir  ferner  a' =  0,32  unb  a"=0,33,  fo  toirb: 
^'  =  —0,016498;  9"= +0,0074044;  mV  =—0,00544434 
(p''  =  +  0,002369408 
y'a"— 9'V  =  -  0,00781375;  y'— y«  =  —  0,023902; 
beider  jweiter  M^nmqmtttt): 
78^J5_ 
23902  —  "'^^-ä^y- 
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@€fce  fetner  a'  =  0,3269  unb  a"  =  0,3268,  fo  tojrb: 
9'  =  +  0,00005266919;  y-  =  —  0,0001853676;  olfo; 
m'a"  =  +  0,000017212291292 ;  (p'a'  =  -  0,0000605939944; 

9'a-  —  y"«'  =  +  0,000077805690732 

y'—y«  =  +0,00023802679;  bo^et  brittet  »ä^rimgStoert]^ : 

^       7780569,0732      ^„„.«„„a 

*•  =    23802679"  =  0,3268778. 

%üfin  biefem  SBettl^e  ^at  bte  ®l  no^  einen  }toeiien  SBurjeU 
toeit^,  bet  }Wtf4ien  12  unb  13  liegt.    Senn 
für  X  =  12  wirb  <p'  =  +  0,1290068 
,    x  =  13     „     y"  =  — 0,3673196. 
©u$en  toir  ben  SSJert^  für  x  in  engere  ©renjen  ju  {teilen, 
fo  6aben  wir: 

tp-a'  =  + 1,6770884;  <p'a'  =  —4,4078352 
y'o"  —  y"a'  =  +  6,0849236;  y'  —  y"  =  +  0,496264; 
bal^er  erfler  9lä^erungs»ertl^: 

_  6084923,6  _ 
**  ""496264"  ~^'*'''''' 
©efce  a'  =  12,26,  a"  =  12,27,  fo  Wirb: 

q,'=+  0,00359697;  y«  =  —  0,00127864 
tp'a"  =  +0,0441348219;  g>"a'  =  —0,01567615092 
<p'a'  -^"0'=  +  0,05981097282;  <p'— 9*  = +0,00487561 ; 
bal^er  }WeUet  Stäl^erungSWertl^: 
_  5981097,282  _ 
^«  =  -^87561 ^2'2^^^- 

10.  Siefe  ®l.  l&ot  eine  SButael  jwif(i^en  12  unb  13.    S)enn 
feben  wir  a'  =  12  unb  a"  =  13,  fo  wirb; 
»'  =  12- 1,0791812-11,1195413  =  —  0,1987225 
»"  =  13— 1,1139434— 11,6702518  =  +  0,2158048 
ffl'a«  =  —  2,5833925;  y-a'=  +  2,5896576 
9.'a-—9"a'  =  — 5,1730501;  cp'—ip"  =  -0,4145273; 
dfo  erjier  Släl^erunsSWert]^*. 

51730501^ 
^       4145273  ' 

©efee  a'=  12,47  unb  «"  =  12,48,  fo  Wirb: 
g>'  =  12,47—1,0958665— 11,3791232  =  —0,0049897 
ffl"  =  12,48  —  1,0962146-11,3846321=  -0,0008467 

a'a"  =  —  0,062271456;  g,"a'  =  -0,010558349 
yV— 9V  =  -0,051713107;  y'-y"  =—0,004143; 
jweiter  Släl^erungSWertl^ : 

x  =  51^^  =  12,4820436. 
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toirb.  S)emnQ4  ift  xi  =  0,  yi  =  1.  3nbeffcn  f)at  bic  ®I. 
no^  einen  }»elten  SQBurjetoettll,  ber  itolfd^en  0  unb  1  liegt. 
SSermittelji  Sogarit^men  erl^olfen  »ir: 
(1)  ylog3  =  rog(4-2*);  (2)  xlog5  =  log(7— 6^). 
Um  nun  x  unb  y  ju  bejiimmen,  feje  man  in  (1)  jmei 
SBertl&e  für  x  unb  oe|limme  l&ierauS  bie  SEßertl^e  für  y. 
hierauf  fubftituire  man  bte  auS  (1)  für  y  gefunbenen 
SQBettl^e  in  (2),  bered^ne  bie  in  gfolge  ber  fraglid^en  ©ubjHtu« 
tionen  fid&  ergebenben  2Bertl&e  bon  x,  beregne  bie  ©ifferenjen 
jttifd^en  ben  beiben  SBertl^en  bon  x,  toel^e  bie  gel^Ier  ber 
®l  finb,  unb  fuci^e  bann  l^ierauS  na$  ber  regula  falsi 
einen  Slftl&erungStoert]^  für  x  unb  y.    ©e^en  toir: 

X  =     0,5  =  «1  unb  X  ■=  0,6  =  a^,  \o  toirb : 

y  =  0,865  =  a'     „    y  =  0,828  =  0". 

©ubjiituire  biefe  Sffiert^e  für  y  in  (2),  fo  toirb: 
35966,97      ^^^, 
^  =  -69897^=^'^^*  =  "^ 

X  =  g^gg^  =  0,591  =  Of]  bal^er  ift: 

«)'  =  0,5— 0,514  =  —0,014 

tp'*  =  0,6-0,591  =  +  0,009 ;  alfo: 

y'öjrrr— 0,008274;  yVi=+ 0,004626;  9)'a2—y''oi=— 0,0129 

y'— 9)"=  — 0,023;  ba^er  iji  erPer  5Rft§erungStt)ert]^  für  x: 

X  =  ^=0,56;  ferner  ifi:   . 

y'a"  =  —  0,011592;  (p''a'=  +  0,007785 
y'o«—y"a'  =  — 0,019377;  baber  erjier  9läl^erungStt)ert§  für  y: 

y  =  ^  =  0,842. 

5Run  fe^e  man  ferner  x=0,56=ai  unb  x=0,5654=oj, 
fo  toirb: 

4023871      r.QAQoaA 
y  =  477l2r2  =  ^'^^^^^^  =  '^ 
4014355      AOiiof7A        // 
y  =  1771212=^'^^^^^^  =  "' 
@e^  ble|e  lBet%  für  y  in  (2),  \o  wirb: 

9htlaitb,  Slttflöfnngcii  III.  25 
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<p' = 0,56  -  0,561384 =—0,001384. 
a,"  =  0,5654—0,565440=  -  0,000040 
y'o,=  —0,000782558960;  y"o,  =—  0,000022455360; 
q>'aa  —  y"ci  =  —  0,0007601036;   g>'  —  9)"=  —  0,001344; 

ballet  }toeitet  9läl§frungStD.: 

x=  ^^5^=0,56555;  ferner  iji: 

9'a"=— 0,00116445608;  y"a'=— 0,00003373456 
yV— 9"«'=— 0,00113072152;  bol^er  jWeiterSläl^erunflS- 
»ertl^  für  y: 

^     1130,72152  _^„.,,. 

^"^ — 1344 — ='^'°*131. 

12.    ©efet  mon  in  (2)  y=3,  fo  »irb  x=|/3. 

y=2,    „      „    1=1/3  =  1,732 
y=l,    „      „    x=3. 

Sehtmon  ln(l)x=l,    ,      »    y=2 

x=l/3,  ,      „    y=l,493 
x=3     „      „    y=0,259. 

hieraus  folgt,  ba6  ^mifd^en  ^3  unb  3  ein  SBett^  bon  x 
unb  jroij^en  1  unb  2  ein  fold&er  bon  y  liegt.  Um  einen 
at)pro£imatiDen  9Bectl^  bon  x  )u  erhalten,  beftimme  man 
ouS  borfiel^enben  SBert^en  fflr  bie  fernere  Sered^nung  jwei 
SBertl^e  für  x.    5Kun  ift: 

9)'=2— 1,493  =  +  0,507;  9»"=  1  —  1,259=— 0,259. 
(p'ot  =  + 1,521 ;  y"oi= — 0,4485 ;  ip'a, — <f>"ai = 1,9695 ; 

IQßQ  \ 

^'—^''=0,766;  Qlfo  x=i^^^  =  2,5.  9le^men  »Ir  jcfet 

als  jtoeiten  Sßeitl^  fflr  x  baS  atitl^metifd^e  9Jlittel  gtoifd^en 
V^  unb  3,  fo  toirb  x=2,3. 

3)tU(ti  man  bie  betben  gegebenen  ®Ieid^ungen  logatit^« 
mif(^  au§^  fo  toitb: 

,1,  .=1^1  „^  <2,  ,=^ 

5Run  feje  man  in  (2)  x=2,5  unb  x=2,3,  fo  toitb: 
_4771212_-    Q_  , 
^"3979400  ~' 

477J212 
^ ~  3617278"  '  • 

©efee  biefe  SBert^e  für  y  in  (1),  fo  ttirb: 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    387    — 

^  _  3010300  _____ 

755470""  **'*'**""' 
3010300     „^^  „      .„ 

^~n72713       '         "*•    ^""'P  = 
9,'=2,5  —3,98=— 1,48;  9"= 2,3 -2,56 =-0,26 
y'a«=— 3,7888;  9)"a,=—l,0348; 9'a,-9."ai=— 2,754; 
9-'— ?>"=— 1,22;  olfo: 

x  =  -j^= 2,257.    getnet  iP: 

y'a"=— 1,9388;  9)"«'=- 0,3094;  q,'a"—a,"a'=- 
1,6294;  bo^ei: 

y=    122   ~  ^'^^^' 
gemer  feje  x=2,257  unb  x=2,240  in  (2),  fo  toirb: 

4771212  ,  ^,„^ 
y=35353T6=l'3^95  =  « 

4771212  •       , 

©e^e  Weje  mufft  für  y  in  (1),  fo  tnirb: 
_3010300 
^~1301729~'^'^^^^~"' 
3010300      _  _,_,  ^  ^     .„ 

^  "^  13^09  =  2,2424=a»,  ba^et  ip: 

9)'=2,257— 2,3125  =—0,0555;  »"=2,240-2,2424 

=—0,0024 
y'a,  = —0,1244532;  9)"c,=— 0,00555;  w'a,—m"ai  = 
—  0,1189032;  9»'— ?."=- 0,0531;  olfo: 

,  =  »^2^2,23928, 

(f>'a" = —0,0756021  ;a)' V =-  0,0032388 ;  q>'a"—q>"a' = 
—0,0723633;  bo^t: 

,=  ^i  =  W277. 

gfetnei  fe|e  x  =2,23923  unb  x  =2,23928  in  (2),  fotoiib: 
_4771212_ 
y  — 3500987  ~^''*^'^^^^~" 

_ 4771212 _ 
y  ~  3501084  ~  l'^**^^«!  -  «  • 
@e|e  biefc  SBert^e  für  y  in  (1),  fo  wiib: 
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^~  1344^  ~  ^^«9170  -«1 

a.'  =  2,23923—2,239170=  +0,000060 
a." = 2,23928—2,239371  =— 0,000091 
y'aj  = +0,00013436226;  9"a,=— 0,00020376447 
(p'aa—<p"at  ==  +0,00033812673;  y'— 9"= +0,000151; 
ballet: 

^_mm73_2,23925.   gemet  iji: 

y'a"=  +0,000081766860;  y'V  = —0,000124016529. 
yV'—y"a'= +0,000205783389;  mithin: 

7  =  225^^1,36280. 

13.  2)ie  Biet  gegebene  ®Iei(i^ung  briidEt  bie  9(ufga6e  aM:  3&tU 
d^er ftteidbogen  if}  feinem  @oftnuS  gleich?  SBit  l^aben  fonad^ 
bie  ®Iet$ung 

lOgX— 10gC08X=0 

aufjulöfen.     ginige  SBetfudde  geigen,  bog  ber  ÄreiSbogen 
jtoif^en  42  o  unb  43  <>  entl^alten  ip*).    9iun  ijJ: 
logarc42o  =  9,8651267  —  10 
logco842o  =  9,8710735  — 10 
bemno^  y'=— 0,0059468. 
Semer  ift :   logarc43o= 9,8753459  — 10 
log  cos  430=  9,8641275  ~  10 
bemnadd  g>"  =  +  0,0112184. 
9lun  iji:  9)'a"  =  -0,0059468.43  =  — 0,2557124 
(p^a'=  +  0,0112184.42=  +  0,4711728 
9)V'~y''a'=-  0,7268852;  9)'-9''=~0,0171652; 

alfo         x=  ^^y  =42,34644o=42o20'47". 

C)ierauS  folgt,  bofe  ber  SBertl^  für  x  jtoifd^en  42»  20'  unb 


*)  Um  btn  Sodartt^muS  ber  Sänge  A  eines  9ogen3  tion  a  Graben, 
*ober  a'  SJHnuten  ober  a"  6efunben  ]äjntU  la  bered^nen^  bienen  aud^  nad^ 
egen  IL  X^ell  6.  419  folgenbe  Sormeln: 

logA=loga—  1,75812263240917221545  ...=loga—  (log  180  —  logp) 
log  A  =:loga'  -  3,53627388279281584796 . . . 

=log  a' — (log  180 .  60  ■—  logp) 
logA=loga"— 5,31442613317645948047... 
=loga"—  (log  180.60'--  logp). 
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42»21'  Hegt,   man  feje  bo^er  a'=42<»20'  unb  a"=42o 

21',  fo  wirb: 

logarc  42»  20' = 9,8685598  — 10 
logcos  42020'=  9,8687851 — 10 
bolzet  ift  9P'=— 0,0002253. 
log  arc  42«21' =9,8687308 — 10 
Jpg  cos  42«>21'=9,8686700  — 10 
bo^ft  iji:  9>-=  + 0,0000608 
y'««=— 0,009541455;  9."«'= +0,002573867 

y'a"  — 95"«'=— 0,012115322;  9)'—^"=— 0,0002861; 

bolzet : 

2861 
6S  iji  alfo:  arcx=42o20'47,26"= 152447,26'';  ba^er: 
logarcx=log  152447,26—5,3144251 
=5,1831196 -5,3W4251 
=—0,1313055=1,8686945;  mithin 
arcx=num  log  1,8686945=0,7390851. 

14.  SBeil  im  erjien  Quabrantcn  tangx>x  unb  im  jtoeiten 
Quobronten  tangx  negatit)  ift,  \o  lann  in  bcn  beibcn  erften 
unb  überl^aupt  in  aQen  grab^al^ligen  Cuabranten  leine 
SBurjel  ber  ©leid^ung  liegen;  biefelben  befinben  [\ä)  im  3., 
5.,  7.,  9.  u.  f.  tt).  Cuabranten,  fo  ba|  alfo  x  unenbli(^ 
biele  SBertl^e  erl^alten  *Iann.  ©er  ©leid^ung  genügt  als 
erfter  SBurjetoertl^  x  =  0.  3taäi  einigen  SSerf ud^en  finbet 
man,  bag  ber  jmeite  SBurjeltDertl^  im  3.  Quabranten  jioi* 
f(j^en  257  ö  unb  258  o  liegt,  ©rüden  toir  bie  gegebene  ®I. 
bermittelji  Sogaritl^men  au§,  \o  fjaitn  toir: 

log  tangx  —  logx  =  0. 
5«un  iji  logarc  2570=2,4099331— 1,7581226=0,6518105 

logtang  2570  ==logtang  77« =  0,6366359  *);  bal^er: 

(T)'  =  0,6366359  -  0,6518105  =  —  0,0151746. 

Iogarc258o  =  2,4116197  -  1,7581226  =  0,6534971 

Iogtang258o=logtang78o  =  0,6725255 

o)"  =  0,6725255  —  0,6534971  =  +  0,0190284 

y'a-  =  —  0,0151746.258  =  —  3,9150468 

(p  V  =+0,01090284.257  =+4,8902988 

9'a"  -  9"a'  =  —  8,8053456;  y'  —  9"  =  -  0,034203; 


*)  2Benn  Q  ein  SBogen  x%  ber  aum  Cuabranten  geirrt,  fo  i{i  tang 
(2Q+a)  =  tanga:  9^ttn  ifl  2Q  =  ISO« ;  ballet  180<>  +  a  :5s  257*1  folgli^ 


a  =  77» 
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ba^et  etPet  SlSl^etungstoettl^: 

X,  =  ^^j^  -  =  257,44»  =  257026'. 

Wun  ff|e  man  fern«  x=257<»26'=o'  unb  x=257»28'=a'. 
logarc257»26' =logarc  15446'==4,1888160— 3,5362738 
=  0,6525422 
logtang257«26'  =  logtang77o26'  =  0,6518593 
log  arc257o28'=logarc  15448' =4,1888723—3,5362738 

=  0,6525985 
logtang257»28'  =  logtang77»28'  =  0,6530506;  bo|er: 
0)'  =  0,6518593  —  0,6525422  =  —0,0006829 
ip"  =  0,6530506  —  0,6525985  =  +  0,0004521 
m'a*  =  —  10,5494392;  <p"a'  =  +  6,9831366 
y'a"— 9)"«'  =  — 17,5325758;  9'  —  y«  =  —  0,001135; 
alfo  }t»ettct  9lä^rungSn>ettl^: 
X,  =  17532575,8  ^  15447  203'  =  257o27'12,2". 

Hob 

5lun  ip  arcx,  =  257<'27'12,2'' =926832,2". 
logarcx,  =  5,9670021  -  5,3144251  =  0,6525770 

arcx«  =  numlogO,6525770  =  4,493419. 
2)et  britte  SButjeltoett^  liegt  im  5.  Ouabtanten  unb  juiat 
SWif^en  442«  unb  443«: 
logarc442<>  =  2,6454223  -  1,7581226  =  0,8872997 

logtang442<>  =  logtang82<»  =  0,8521975 

logarc443«  =  2,6464037  —  1,7581226  =  0,8882811 

logtang443»  =  logtang 83»  =  0,9108562 ;  bo^et: 

w'  =  0,8521975  —  0,8872997  =  —  0,0351022 

tp'  =  0,9108562  —  0,8882811  =+0,0225751 

«'«"  =  -15,5502746;  g.'a' =+9,9781942 

ip'a"  -  (p'a'  =  —  25,5284688;  <p'—q,'  =  —  0,0576773; 

aI[o  erPei  Ütftl^etungdwett^: 

X.  =  ?^^  =  442.60»  =  442036'. 

SRon  feje  femer  x  =  442036'  =  a'  unb  x  =  442»40'i 
logarc442o36'  =  logarc26556'  =  4,4241627  —  3,5362738 

0  8878889 

logtang  442»36'  =  logtang  82o36'  =  0,8864667 

Iogarc442o40'  =  logarc26560'  =  4,4242281—3,5362738 

=  0,8879543 

logtang442040'  =  Iogtang82o40'  =  0,8904406;  bolzet: 

9'  =0,8864667  -  0,8878889  =  —  0,0014222 

<p"  =  0,8904406  —  0,8879543  =  +  0,0024863 
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q,'a"  =  —  37,7736320;  y-o'  ==+66,0261828 
9'a''—9V=  — 103,7998148;  y'— 9"=— 0,0039085; 
a(fo  }toetiet  9tä^etungdtt)ett]^: 

X8  =  ^^^3^9o^8^5^^  =  26557,455'  =  442<»37'27'' 

S)er  ftlerte  SButjeltoettl^  lifgt  im  7.  Ouabtonten  jtoif^en 

624»  itnb  625«: 

logarc  624»  =  2,7951846  — 1,7581226  =  1,0370620 

log  tang624»  =  logtang84»  =  0,9783798 

logarc  625»=  2,7958800  — 1,7581226  =  1,0377574 

logtaiig625»  =  logtang85»  =  1,0580482;  bol&er : 

q>'  =  0,9783798  — 1,0370620  =  —  0,0586822 

q>"  =  1,0580482  —  1,0377574  =+0,0202908 

9)'«"  =  —  36,6763750 ;  tp'a'  =  +12,6614592 

ip'a"  —  9)"«'  =  —  49,3378342 ;  <p'  —  q>"=  —  0,0789730 ; 

ba^ec  etftet  9lä^etung§U)ert^ : 

493378342      -.„,-,„      ^„,„,,, 
^  =  -7-8973r  =  ^2*'^^"  =  ^24»44' 

©cje  ferner  x  =  624o44'  =  a'  unb  x  =  624»48'  =  a"  j 
logarc624»44'  =  logarc37484'  =  4,5738459  — 

3,5362738  =  1,0375721 

logtang  624«44'  =  logtang  84»44'  =  1,0353612 

logarc624o48'  =  logarc  37488'  =  4,5738923  — 

3,5362738  =  1,0376185 

log  tang  624«48'  =  logtang  84»48'  •=  1,0409246 ;  bo^et : 

<p'  =  1,0353612  —  1,0375721  =  —  0,0022109 

q,"  =  1,0409246  —  1,0376185  =+0,0033061 

ffl'a"  =  —  82,8822192 ;  g»"«'  =+123,9258524 

y'a"  —  ^"0'  =  -  206,8080716 ;  y'  —  y«  =  —  0,0055170; 

ballet  jtoeiier  9{ä^erungetoeti^:' 

^  _  2068080716  _  ^^^g^  g,  _  624»45'36«. 
5517U 

®er  fünfte  SBuijelttettl^  liegt  im  9.  Quobranten  jtoifd^en 

805»  unb  806»: 

logarc805»  =  2,9057959  —  1,7581226  =  1,1476733 

logtang  805«  =  log  tang  85«  =  1,0580482 

logarc  806«  =  2,9063350  —  1,7581226  =  1,1482124 

Iogtang806o  =  logtang86«=  1,1553563;  bo^er: 

q>'  =  1,0580482  -  1,1476733  =  -  0,0896251 

q,"  =  1,1553563  — 1,1482124  =+0,0071439 

•  9'«"=— 72,2378306;  9)"o' =+5,7508395 

y'a*  —  q>'a'  =  —  77,9886701 ;  9)'  —  y"  =  —  0,0967690; 
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alfo  etjjet  SUllgeiungStoettl^: 

©e|e  weitet  x  =  805955' =  a'  unb  x  =  SOS'SS' =  a" : 
Iogarc805o55'  =  logarc48355'  =  4,6844414  — 

3,5362738  =  1,1481676 

logtang  805055'  =  log  tang  85*55'  =  1,1463717 

log  arc  805058' = logarc48358'  =  4,6844683  — 

3,5362738  =  1,1481945 

Iogtang805o58'  =  logtang85o58'  =  1,1517403;  bo^et: 

qf  ^  1,1463717  — 1,1481676  =  —  0,0017959 

©"  =  1,1517403  -  1,1481945  =+0,0035458 

g,'a"  =  -  86,8461322 ;  9)"«'  =+171,4571590 

<p'a"  —  ^V  =  -  258,3032912;  9'  —  y«  =  -0,0053417; 

itocitet  9{S$etungStoeit^ : 

xs  =  ^^^^^^^^  =  48356'  =  805056'  u.  \.  tt. 

15.  S)te  Soiangente  nimmt  im  1.  Ouabranten  bon  00  bis  0 
ab,  toeS^alb  ein  SButjeltoettl^  biefer  Sleid^ung  im  1.  Oua» 
branten  liegt  unb  pmt  }toi{d^en  arc  49'  unb  arc50o.  Kun 
l^aben  mh  bie  ©lei^ung: 

logx  — logcotx  =  0. 

©efee  X  =  arc  49*  =  a'  unb  i  =  50o  =  a",  fo  toitb : 
logarc49*=  1,6901961  —  1,7581226  =  —  0,0679265 

=  9,9320735  —  10 
logcot49o  =  9,9391631  — 10 

oI|o  y'  =  -  0,0070896 
logarc50*  =  1,6989700  — 1,7581226  =  —  0,0591526 

=  9,-9408474-10 
logcot50o  =  9,9238135  -  10 

olfo  9"  =  +  0,0170339 
y'a"  =  -  0,3544800 ;  <p"a'  =  +  0,8346611; 
ip'a"  -  qt'a'  =  — 1,1891411;  9,'  —  y«  =  —  0,0241235 
11891411       .g   gj      49017' 
241235   —*^'^  —tyii. 

@e|e  X  =  49*17'  =  a'  unb  x  =  49*18'  =  a" 
logarc49*17'  =  logarc2957'  =  3,4708513  — 
3,5362738  =  —  0,0654225 
=  9,9345775  — 10 
logcot49*17'  =  9,9348225  — 10 
alfo  9>'  =  - 0,0002460 
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logarc49«18'  =  logarc2958'  =  3,4709982  — 
3,5362738  =  —  0,0652756 

=  9  9347244 10 

logcot49n8^  =  919345670  — 10 
dfo  9)"  = +  0,0001574 
(p'a"  =  —  0,7247100 ;  ifW  —  +  0,4654318 ;  oi'a"  —  o.««' 
=  -  1,1901418;  y'  —  9)«  =  —  0,0004024; 

X  =  ^^j^—  =  2957,608'  =  49<»17'36,48''. 

!Run  in  arcx  =  49oi7'36,48''  =  177456,48" 
logarcx  =  5,2490919  —  5,3144251  ==  -  0,0653332 
=  1,9346668 
arcx  =  num  log  1,9346668  =  0,8603334. 

16.    SBeil  -. — =cotx,  fo  erl^ältmott  au8  ber  gegebenen®!.: 

x'+Vsxcotx— V8==0. 
@u$t  man  )unäd^|},  gtotf^en  tatM^tn  ©ten^en  bet  SSogen  x 
liegt,  tnbent  man  bte  ^ntetbaüe  bon  10  ju  10  ©tab  nimmt, 
fo  finbet  man,  bag  fflt  pofitibe  SBettl^e  t)on  cotx,  alfo  fttt 
Sogen  jtt)t|d&en  0»  unb  90»,  fo  toie  gwifd&en  180»  «nb  270« 
bttS  »efultat  ber  ©ubjittutionen  jieis  >  0  WeiM.  S)o  alfo 
bie  cot  X  negatit)  fein  mug,  fo  fd^teibi  man  bte  @Ietd^ung 
beffer:  x*  — */«(xcotx+l)  =  0. 

S)ie  tttgonometti|(|en  3;üfeln  geben  nun,  »enn  man  ju« 
nä^jt  nut  3  S)ectmalen  berücfftd^tigt  füt: 

x=  900  1,570«  — V«(l,570.0+1)>0  ober  3iefultat+ 
x=100«  1,745«  — V8(l,746.0,176+1)>0  obet»efuItot  + 
X  =  1100  1,919» -V8(1.919-0,364+l)>0    ^  ^       + 

X  =  1200  2,094«  —  V8(2,0940,577 + 1  )>0    „  „      + 

X  =  1300  2,269«— V8(2,269.0,839+l)>0     ^         ,,      + 
x=  140«  2,443«  — V8(2,443.1,192+l)>0    „  „       + 

X  =  1500  2,618«  — */8(2,618.1,732+l)<0    „         ^      _ 
63  liegt  alfo  x  jwifd^en  140o  unb  150o.    9Hmmt  mon  nun 
X  unb  cotx  mit   fo  Dielen  2)ecimaljteflen,  als  bie  Safein 
unmittelbar  barbieten,  fo  belommt  man  für: 
X  =  1400  2,44346095«  —  V8(2,44346095.1,1917536  +  1) 

=  +  0,754497 
x=150o  2,61799388«  — 78(2,61799388.1,7320508+  1) 
=  -0,525443. 

%dS)tx  \%  »eila'  =  140,  «"  =  150,  ?»' =+0,754497, 
if»  =  —  0,525443,  y'o"  =  113,17455, 
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,,««'  =  _  73,56202,  if'a'  —  ip'a'  =  + 186,73657, 
9'  — 9)"== +  1,27994 
_  18673657  _..--, 
*~   127994  —  ^*^'«- 

©ehe  jejt  x  =  146«  unb  x  =  147«,  dsbonn  ifi: 
2,54818071»  —  78(2,54818071.1,4825010+ 1)  =  0,122783 
2,565634»  -  V»(2,565634.1,5398650+l)  =  -  0,018495, 
«Run  tP  a'  =  146,  o"  =147,  9' =  + 0,122783, 

y"  =  —  0.018495;  (p'a'  =  +18,049101, 
y««'  =  —  2,700270,  ip'a"  —  q)"a'  =  +20,749371, 
y'  -  (p"  =  +  0,141278;  ballet: 
2074937i_ 
^        141278         *°'°'  • 
©efee  »eiter  x  =  146,87»  unb  x=  146,97»,  fo  ifl: 
2,56336470«  —  78(2,56336470.1,532242+1)  =  +  0,000578 
2,56511003»  —  78(2,56511003.1,538101 + 1) = — 0,014075. 
68  iji  dfo  «'  =  146,87,  «"  =  146,97,  9)' =  +  0,000578, 

y"  =  -  0,014075,  q>'tt"  =  +0,08494866; 

y"«'  =  -  2,06719525;  (p'a"  —  tp-a'  =  2,15214391 ; 

9'  — 9)"  =  0,014653; 

ballet:  Xi  =      14653     =  146,8739o  =  2,563433. 

3n  berfelben  Sßeife  beted^net  fid^  aud^  ber  smeite  SBertl^  bon  x. 
©erfelbe  liegt  jioifd&cn  270«  unb  360«.  Um  bie  ©ränjc 
beffclben  genauer  ju  beftlmmen,  feje  man  x  =  340«  unb 
x  =  350«.    3ll§bann  refultirt: 

5,934«  —  V8(5,934.2,747+ 1)  =+12,1448 
6,108«  -  73(6,108.5,671+1)  =  -  8,8770. 
©ierouS  folgt,   bafe  ber  ffiertl^  für  x  itoifd&en  340«  unb 
350«  liegt,  unb  jwar  nöl^er  bei  350«  dö  bei  340«.    Um 
bie  ©renjen  nod&  enger  ju  jiel^en,  feje  man  bal^er  x=346« 
unb  x  =  348«,  fo  toirb: 

6,038838«  —  V8(6,038838.4,010780+l)  =  +  2,84027 
6,073745«  ~  Vs(6,073745.4,704630+1)  =  -  2,54260. 
?Run  ifi  a'  =  346,  a"  =  348,  (p'  =  +  2,84027, 
y«  =  — 2,54260;  9)'«"  =  + 988,41396,  9)"«'  =— 879,73960; 
y'a«  —  9)"a'  =  + 1868,15356;  9)'  —  9)"  =  5,38287;  bal^er: 
186815356^ 
^         538287    -Z^^^'"- 

3Mit^in  liegt  bie  SBurj;eI  jmifd^en  347«  unb  348«,  aber  ganj 
nal^e  bei  347«.  aRan  fe^e  ba^er  x  =  347,1«  unb  347,2«, 
fo  mirb: 
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6,058037»  -  V8(6,058037.4,366229+l)  =  +  0,09878 
6,059782«  —  V»(6,059782.4,401516+l)  =  -  0,17533. 
«Run  iji  a'  =  347,1,  a"  =  347,2,  y'  =  +  0,09878, 
«,"  =  -  0,17533;  y'a"  =  +  34,296416,  9>"o' =—60,857043 
fp'a«  —  9"o'  =  95,153459;  q>'  —  tp"  =  0,27411;  ba^er: 

^      9515345,9      0,710.0 
""^  "27411"      ^^'^^^• 

©e|e  enblie^  x  =  347,135»  unb  x  =  347,137»,  fo  »irb: 

6,058648«  -  Vs(6,058648.4,378518  + 1)  =  +  0,00341 

6,058683«— V8(6,058683.4,379203+ 1)  =  —  0,00257. 

9llfo  iP:  a'  =  347,135;  a"  =  347,137;  9.'  =  +  0,00341 

«,"  =  _  0,00257 

«p'a«  =  1,18373717;  y'-o' =  - 0,89213695 

(p'a"-g>''a'  =  2,07587412;  g)'— 9"  =0,00598;  bo^er: 

I  =  ^^1^^'^^^  =  347,1361«  =  6,0586672. 

17.  Sßenn  fofittbe  Sßertl^e  bon  x  bet  ®Iei(i^ung  aenflgen  foQen, 
fo  mu^  offenbat  cosx  au(i^  pofiiib  {ein,  aljo  x  entoebet 
jwifdöen  0»  unb  90»  ober  jwif(i^en  270»  unb  360»  liegen. 
Sßit  bef^tänlen  unS  auf  bie  bem  SBettl^e  toon  x  junäd^ji 
liegenben  ©ubiiitutionen  pt  x  =  270«,  271»  unb  272». 
3lm  tfl  }unä(i^f}: 

270»  =  270  X  0,01745329  =  4,712388;  271»  =  4,729842 
272»  =  4,747295. 
gfetnet  ift:  löge  =  log2,718281828  =  0,434294482 
(Re^e  I.  a^eil  ©.  452.  §.  362). 
3)a  für  x=270»  cosx  =  0  iji,  fo  etl^ält  man  füt  bie  erpe 
©ubfKtution: 

{e*,n2888  +  e-4,Tli888j  ,0—  2  =  —  2. 

Seftimmen  nie  fttt  bie  gleite  ©ubfiiiution  bie  SBettl^e  fflt 
e*,  e~*  unb  cosx,  fo  wirb: 
I  löge  =  4,729842.0,434294482=2,054144366469 ;  alfo : 
e*  +  8-»  =  113,27769304  +  0,00882874  =  113,28652178. 
Sffieiter  iji:  cosx=cos(360»— 271»)  =  cos899.    5»un  ift: 
logcos89«  =  8,2418553—10;  bo^er:  cosx  =  0,0174524; 
folglid^  iß: 
(e*+e-»)cosx=113,27769304.0,0174524=l,97696761 ;  bo^et : 
(e* + e-»)cosx — 2  =  —  0,02303239. 
SBere^nung  bei  t)etf(|iebenen  SBertöe  für  bie  brüte  ©ubfH* 
tution :  xloge  =  4,747295.0,434294482  =  2,061724108375 ; 
ba^er :  e» + e-»  =  1 15,27208305 + 0,00867512 = 1 15,2807581 7 
SBeil  log  cosx  =  logcos88»  =  8,5428192  —  10, 
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jo  ip  C08x  =  0,0348995;  ballet: 
(e»+e-»)cosx-2  =  115,28075817.0,0348995  -  2 

=+2,023240819. 
SBeted^nen  toit  ie|t  bettntttetft  bct  regola  falsi  ben  etßen 
9lä6««tt98to«t]^,  10  tji,  tofil: 
a'=271;  o"=272;  9'=— 0,02303239;  o)*  =  + 2,023240819 

y'a«  =  —  6,26481008 ;  y'a'  =  +  548,29826194 
if'a"  — 9)"«'  =  -  554,56307202 ;  y'  _  y« = _  2,04627321 

_  54829826194 _ 
^""   204627321   — '^'i'^H- 
9Jlan  fefce  »ettet:  x  =  271,011»  unb  x  =  271,012». 
5httt  tP:  271,011»=4,730033576;  271,012»=4,730051029;  olfo: 
xloge  =  4,730033576.0,434294482  =  2,054227566872 ;  böiger : 
e»+e-»  =  113,29938902+0,00882617  =  113,30821519. 
®a  logcosx  =  log  cos88o59'20,4''  =  8,2466059 — 10 ; 
fo  i|i:  cosx  =  0,01764436 
(e»+e-»)eos  x  -  2  =  1,9992509397—2  =  -  0,0007490603. 
Sttt  bie  itoette  ©ubfKtution  et'^alien  toit: 
xloge  =  2,054235146614 ;  olfo: 
e»+e-«  =  113,30136678+0.00882601  =  113,31019279. 
gfetner  ip:  logcosx  =  logcos88«59'16,8"  =  8,2470350— 10; 
olfo:  cos X  =  0,01766180:  bolzet: 
(e" + e-*)  cos  X — 2  =  +  0,0012619630. 
?Run  tji:  «'  =  271,011;  a"  =271,012;  9)'=— 0,0007490603 
y«  =  +0,0012619630;  y'o"  =  — 0,2030043300236  • 
y"a'  =  +  0,342005854593 
y'a«_y''a'=_0,545010l846166;  9.'— 9)"  =  —0,0020110233; 

^"^ö"*^  x  =  ^^^^^-^  =  271,01137»  =  4,73004003. 

18.  SBeil  ^tet  i  im  jtoetten  Duobronten  liegen  mufe,  fo  fefee 
mon  }Ut  Seftimmunfl  bet  ©renje  i  =  103«,    105»,  107» 
unb  108».    9lun  tji: 
103»  =  1,7976887;  105»  =  1,83259545;  107»  =  1,86750203 
108»  =  1,88495532 
unb  toetl  cosx  negotto  fein  mug,  fo  !önnen  toit  bie  ®1. 
beffet  f (^reiben: 

2— (e»+e-=')cosx  =  0 

xloge  =  1,79769.0,4342945  =  0,7807269;  bo^er: 

e»  =  6,035688 ;  e"»  =  0,165697 ;  e*+ e-»  =  6,201385 

logcosx  =  log77»  =  9,3520880—10 ;  olfo: 

cosx  =  0,2249510;  mitl^tn : 

(e* +e-=')cosx  =  6,201385.0,224951  =  1,395008; 

bolzet  l^aben  toit: 

(1)  2 — (e»+e-*)co8x  =  2—1,395008  =  +  0,604992. 
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gut  x  =  105o  tP  xloge  =  1,832595.0,4342945  =  0,7958859; 
ballet:  e'+e-»  =  6,250084+0,159997  ==  6,410081 
log  cos  X  =  log  cos  75»  =  9,4129962  — 10 
cosx  =  0,258819 
(e*+e-*)cos  X  =  6,410081.0,258819  =  1,659050 ;  olfo : 
(2)  2— (e*+e-«)cosx  =  2—1,659050  =  +  0,340950. 
gut  x  =  107«>  ip  xloge  =  1,867502.0,4342945  =  0,8110468 
e»+e-»  =  6,472124+0,154508  =  6,626632 
logcosx  =  log  cos  73»  =  9,4659353  — 10 
cos  x  =  0,2923716 
(e»+e-=^eosx  =  6,626632.0,2923716  =  1,937439;  oljo: 
(3)  2 — (e»+e-*)cosx  =  2  - 1,937439  =  +  0,062561. 
8für  x  =  108<>  iji  x löge  =  1,884955.0,4342945  =  0,8186256; 
olfo :  e» +e-*  =  6,586059  +  0,151835  =  6,737894 
logcosx  =  log  cos 72» =9,4899824— 10 
cosx=  0,309017;  ba^er: 
(e*+e-»)cosx  =  6,737894.0,309017  =  2,082124 ;  ba^er : 
(4)  2—  (e*  +e-«)cosx  =  2—2,082124  =  —  0,082124. 
9lu3  biefen  ©ubfitiutionen  ergibt  fi(|,  bag  }toifd^en  107» 
unb  1080  eine  SButjel  ber  @I.  Hegt.   @u^en  toir  je^t  bie 
@ren}en  genauer  ju  befitmmen  betmtttelfl  ber  regula  falsi. 
63  iß:  o'=107;  o"=108;  y'=+0,062561;  9."=— 0,082124; 
9)'o"  =  +  6,756588 ;  ^"a'  = — 8,787268 ; 
qfa" — g>"a'  =  +  15,543856 ;  g>'—g>"  —  +  0,144685 ; 
ballet  erhalten  totr: 

15543856 
144685   —^^''*^^- 
SJBeiter  fe^e  mon:  x  =  107,432»  =  1,87504185  unb 
x=  107,436»= 1,87511166,  fo  Wirb  für  bie  erfie  ©ubRttulion : 
iloge  =  1,87504185.0,4342945  =  0,8143204;  alfo: 
e»+e-«  =  6,521092+0,153348=  6,674440 
logcosx  =  log  cos  72»34'4,8"  =  9,4765037— 10 
cosx  =  0,2995717 
(e*+e-'=)cosx  =  6,674440.0,2995717  =  1,999486;  bolzet: 
(1)  2 — (e'+e-')cosx  =  2  — 1,999486  =  +0,000514. 
gfürx=107,436»  iß  xloge=l,87511166.0,4342945=0,8143507 
e» + e->i=6,521548 +0,153337  =  6,674885 
logcosx  =  log  cos  72»33'50,4''  =  9,4766002  — 10 
cosx =0,299640 
(e*+e-')cosx  =  6,674885.0,299640  =  2,000064;  bol^er: 
(2)  2— (e''+e-»)cosx=2  —  2,000064 =—0,000064. 
©ol^er  iß:  a'  =  107,432;  a"  =  107,436;  9'=  +  0,000514; 
<p"  =—0,000064;  tp'a"  =  +  0,055222104; 
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n,V= —0,006875648;  (p'a'  —if'of  =  +  0,062097752; 
9'— 9"  =  +0,000578;  bo^er: 

X  =  6^7,J52  ^  107,4355570=1,8751040. 

57o 

19.  ABEC  fei  ber  bcrlongtc  ÄreiS« 
audfd^nitt,  ber  burd^  bie  Seltne  BG 
in  ütoei  gleid^e  Steile  get§ei(t  toirb. 
©c^t  man  bcn  gcfud&tcn  ©Dgen  BEC 
==2x,  fo  ijl  ber  3n^alt  beS  Ärei§« 
QUi»{(^nittei»  ABEC  fttr  ben  ^aI6» 
meffet  AB=1,  flleid^  ber  C^ölfte  beS 
^robutted  wA  bem  Sogen  unb  bem 
galbmeffer  =  2x.V8  =  x.  ^ferner 
ip  DB  =  sinx  unb  AD  =  cosx; 
bal&er  ifi  ber  3n^alt  beS  SreiedS 

ABC  =  8iDxxosx  =  Va8in2x.  3)a  nun  biefeU  ©reied  bie 

C)ftlfte  be§  audid^nitteS  fein  foll,  fo  ifi: 

V2  X  =  V«  sin  2x ;  bal^er  »x — sin  2x  =  0. 

SSermittelft  Sogarit^men  §aben  mir: 
logx— logsin2x  =  0. 

3)urdö  einige  SSerfud^«  Pnbet  man,  bafe  x  jtoifdö^«  arc  54® 
unb  arc  55<>  liegt.    %un  i|i; 

logarc54<^l,7323938— 1,7581226=— 0,0257288 
=9,9742712—10 
log  sin2  (54«)  =log  sin72<>=9,9782063— 10 

olfo  9)'  =  — 0,0039351 

logarc55ö=l,7403627~l,7581226=-0,0177599 
=9,9822401—10 
Iogsin2(55<>)=logsin70^=9,9729858— 10 

Qlfo  «"=+0,0092543 
9)'a"  =  —  0,2164605;  9"a'=  +  0,4997322 
9)'a"  —  9)"a'=—  0,7161927 

9!)'— y«  =  — 0,0131894;  bal^er  erfier  Släl^erungSttertl^: 

5Wttn  fe^  weitet  x=54n8'=o'  unb  x=54'>19'=o*,  fo  ip: 
logarc54n8'  =  logarc3258'  =  3,5129511-3,5362738 
=  —0,0233227  =  9,9766772—10 
log8in2{54öl8')  =  logsm71«24'  =  9,9767022  - 10 

oJfo  9)'  =  — 0,0000250 
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logarc54n9'  =  log  arc  3259  =  3,5130844-3,5362739 
=  -  0,0231895  =  9,9768105-10 
logsin  2(54n90  =  log  sin  71^2'  =  9,9766171—10 

alfo  9)"^=  +  0,0001934 
q^'a"  =  —  0,0814750;  9)"«'  =  +  0,6300972 
(p'a-  — 9''a'  =  —  0,7115722 
9)'— 9"  =  — 0,0002184;  bal&ct  jtociter  Släl^crungStocrt]^ : 

X  =  ^^^-  =  3258,1144'  =  54n8'6,864«. 

aRit^in:  2x  =  BAD  =  108«36'13,728". 
!Run  ift:  DB  =  CD  =  siiix  =  siii54oi8'6,864" 

logDB  =  1,9096111;  alfo  DB  =0,8121029;  mithin: 

©cl^nc  2BD  =  BC  =  2.0,8121029  =  1,6242058. 

20.  a)  ^mä)  bie  ©eignen  AB  unb  AC, 
bic  beibe  Don  bcmfclbcn  ^unHc 
A  auslaufen,  toerbc  bcr  ÄreiS  um 
0  in  bie  brei  gleiten  Jl^eileACG, 
ABC  unb  ABF  get^eilt,  fo  baß  je- 
ber  biefer  Steile  ein  3)ttttel  be§ 
ftreifeS  auSmod&t.  3i«^t  "tan  ben 
S)ur(]^mefffr  AE  unb  berbinbet  B 
mit  0,  \o  entfielet  ber  ftreiSauS* 
fd&nttt  AOBP,  ber  aus  bem  Sreied 
'       AOB  unb  bem  ftreisab^nitt  ADBF 

befielet.  9lun  jie^e  man  nod^  OD  fenired&t  auf  AB  unb 
Derlängere  eS  (is  }ur  ^erip^erie  in  F.  ^kmaä^  ift  alfo 
ftreiSauSf^nittAOBF— Sreiecf  A0B=V8  bomÄreife  um 
0.  9lun  fei  Sogen  BF=AF=x,  bann  ift  Sogen  AB=2x; 
mitl^in  ift  für  ben  SRabiuS  1  ber  Snl^alt  beS  ftreiSauS* 
fd&nitteS  =  2x. V2  =  x. -^gerner  ift  DB  =  sin  x  unb  0D  = 
cosx;  ba^er  ift  ber  3n^alt  beS  S)reiecfS  AOB=sinx.cosx= 
V2sin2x,  mes^alb  ber3n]^alt  beS  ftreiSabf^nitteS  BAF  = 
'x--V2sin2x  ifi  9lun  ift  ferner  für  ben  SRabiuS  r  ber  3n« 
^alt  beS  flreifeS  =  r%,  alfo  für  ben  SlabiuS  1  ift  biefcr 
3n§alt  =7t.  Unb  meil  ber  irreiSabjd^nitt  ben  britten  S^eil 
beS  ÄreiSinl^alteS  auSmaciden  joll,  fo  ift: 

X  — V2sin2x  =  V8^  ober: 

2(x  — Vs^)  =  sin2x;  bal^er: 

log  {2(x — Vs^)}  —  logsin  2x  =  0. 

3laä)  einigen  SSerfud^en  finbet  man,  baß  ber  Sogen  gtoifd&en 
74<>  unb  750  liegt,  ©ud^en  toir  iunäii^ft  bie  gOßertl^e  für  x 
unb  7t  }u  beflimmen. 
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«un  ifl:  logarc 74»=  1,8692317 - 1,7581226=  +  0,1111091 
logarc  75»=  1,8750613  — 1,7581226=  +  0,1169387. 

<E)te  SO'W^>  i>ie  }U  W^tn  6etben  Sogarit^nten  gel^öten, 
finb  beittglid^: 

1,2915436  unb  1,3089969. 
9lun  ip  ferner  n:=3,14159265;  olfo  Vs^  =  1,0471975 ; 
bal^er  ift: 
2(x-  Vs^)  =  2(1,2915436-1,0471975)  =  0,4886922 
2(x— >  M  =  2(1,3089969  -  1,0471975)  =  0,5235988 
log  0,4886922  =  0,6890354-1  =  —  0,3109646 
log0,5235988  =  0,7189986- 1  =-0,2810014. 

logsm2(74»)  =  log8m32»  =  0,7242097-1  =  -  0,2757903 

log  sin  2(75«)  =  log  sin  30»  =  0,6989700  -1  =  -  0,3010300. 

^o^er  ift:  y'  =— 0,3109646 +0,2757903  =  -0,0351743 

«,«=  _  0,2810014+0,3010300  =  +  0,0200286 

(p'a"  =  —  0,0351743.75  =  —2,6380725 

tp'-a'  =  +0,0200286.74  =  +1,4821164 

9)'a"— 9*0' =  —4,1201889;  y'— 9"  = -0,0552029;  ba^er: 

X  =  ^^~-  =  74,6372»  =  74»38'13,9''  =  SBinfel  BOF; 

ba^er  ber  ßentriwinW  BOA  =  2.B0F  =  149»16'27,8". 

SBeiter  ip  BD  =  AD  =  sinx  =  74»38'13,9" 

log  BD  =  1,9841975;  olfo: 

BD  =  0,9642670;  bälgen 

2BD  =  AB  =  2.0,9642670  =  1,9285340. 

20.  ß)  3ie]^en  totr  im  ftreife 

um  0  ben  Surd^meffer  AB,  fo 

wirb  ber  ftreis  in  jtoei  f)olbfreifi' 

getl^etlt,  bie  bur$  bie  bon  A  auS> 

loufenben  ©eignen  AC  unb  AD 

l^albirt  werben  foflen.   9luf  biefe 

■j-S  SBeife  toirb  ber  ftreis  in  4  gleid^e 

Sl^etle  gei^eilt..  Unfere  Aufgabe 

wirb  alfo  ge(ö|}  feilt,  tt>enn  tpir 

nai)tot\\tn,  bog  j.  S5.  ber  ftreis» 

obfd&nitt  ACE  gleliiö  ber  ^älfle 

^^y^  beä  4)oI6Iretfe8  ABCE  ifi.    SBir 

berbinben  0  mit  C  unb  jiel^en 

ouS  C  bie  Sinie  CF  fenfre^t  ouf  AB.  Wan  fefee  ben  Sogen 

AEC=ADB=x,  bann  iji  ber  ÄteiSouSf^nitt  AOCE= V»x 

unb  ba«  ©reied  AOC  =  V«AO.CF  =  V«sinx;  bemnad^ 
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iji  bcr  ftteiSabfd^nitt  ACE  =  V2X— Vasinx.  SBenn  nun 
ber  §alblrci§  AECB  =  n  gefegt  toirb,  fo  foH  na(|  ber  3tn» 
nal^mc  fein: 

X — sinx  =  ^1^71  =  90«  ober: 
X— 900  =  sin  X. 
5Run  ift  aber  sinx  =  cos x—90o  unb  e§  fei  x— 90o  =  x'; 
aisbann  ift: 

sin  X  =  cos  x'  unb  x'  =  cos  x'. 
9lun  ift  bieSlufgabe  x'  =  cosx'  in  9lr.  13  gelöft  tootben; 
l^tetnad^  ift:         x' =  42o20'47,26" ; 
bal^er  ift  ber  Sogen: 

AEC  =  ADB  =  x'+90o  =  132o20'47,26". 

!Run  ift  ©e^ne  AC  =  AD  =  2sinV2X  _ 

logsin  Vax  =  Iogsm66n0'23,63''  =  1,9613124 

i/2X  =  0,9147711;  ba^er: 

AD= AC  =  2.0,9147711  =  1,8295422. 

21.  Slfl^men  tt)ir  an,  ber  Sogen  AEC  ber  öorl^erge^enben  giaur 
fei  ber  berlangte  Sogen  unb  =x,  bann  iji  bie  ju  biefem 
Sogen  gehörige  Seltne  AC  =  2sinV2X  unb  toeil  na(^  ber 
«nna^me  Sogen  AEC  =  2AC  fein  foH,  fo  ijt: 

x  =  4sinV2X  ober  x— 4sinV2X  =  0. 
SiöiDirt  man  biefe  @Ici(!^ung  burd^  4,  fo  wirb : 

V4X  —  sin  V2X  =  0. 
©e^t  man  nun  V2X  =  z,  fo  erl^alten  toir  öermittelji  8oga« 
ritl^men: 

log(V2z)  — -  logsin  z  =  0. 
ßinige  Serfud^e  ergeben,  baß  z  jmifd^en  108o  =  a'  unb 
z  =  109o  =  a"  liegt.    9?un  iji: 
logarc(V2.108o)  =  1,7323938  -^,7581226  =  1,9742712 
log  sin  1080  =  log  sin  72«  =  1,9782063 ;  ba^er : 
q>*  =  1,9742712—1,9782063  =  -0,0039352 
logarc(V2.109o)=logarc^270'  =  3,5145478  -  3,5362739= 
1,9782739^ 
logsin  1090  =  logsin 710  =  1,9756701;  ba^er: 
9)"  =  1,9782739—1,9756701  =  +0,0026038 
9)'a"  =—0,4289368;  ^"a'  =  +0,2812104 
r/)'«"— y"«'  =  —0,7101472;  9)'— 9)"  =-0,0065390; 
bal^er  erfter  Stäl^erungSmertl^ : 

z  =  '^lllll^  =  108,6010  =  108036'. 

©e^e  ferner  z  =  108036'  =  «'  unb  z  =  108o38'  =  a" 
logarc(  V2.IO8036')  =  3,5129511  -  3,5362738  =  1,9766773 

Stulanb,  üuflöfuttflen  III.  26 
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logsin  108<«6'  =  logBin7lo24'  =1,9767022;  bo^er : 

y'  =  1,9766773  - 1,9767022  =  -0,0000249. 

logarc(V2. 108O380  =  3,5130844—3^362738  =  1,9768106 

logsin I08|>38'  =  l0gsin71022'=  1,9766171 ;  ba^er: 

^^  =  1,9768106  - 1,9766171  =  +0,0001935 

y'a"  =  —0,1622982;  9"«'  =  +1,2608460 

^*a"  —fpW  =  — 1,4231442 ;  9'— 9«  =  —0,0002184; 

ballet  itoetter  SlSl^etungiSmeri^: 

z  =  ^^2184^^  =  6516,228'  =  108o36a3,68^ 

SBeil  x  =  2z,  fo  i|l  x  =  217n2'27,36^   3hm  i|l: 
Iogarcx  =  logarc217oi2'27,36"  =  logarc781947,36'' 
=  5,8931776—5,3144251  =  0,5787525 ;  folglich : 
arc  X  =  AEC  =  num  log  0,5787525  =  3,790988. 

22.  3n  bem  {mlbireife  AXB  fei 
0  ber  anittelpunft  bed  JhetfeS  unb 
X  ber  flcfud^tc  ?ßunft.  Sxe^t  man 
XY  fenfrcd^t  auf  AB  unb  bcrbinbet 
0  mitX,  alsbonn  ifi  XY  ber  6mu§ 
beS  Sffiinfe«  XOB;  biefer  SBinW 
f)at  ben  Sogen  XB  =  AXB-AX 

)um  üRa^e;  bal^er: 

XY=sin(AXB— AX)  ober: 
»enn  »tr  ben  JBogen  AXB  =  7r  unb  AX  =  z  fe^en: 

AY  =  sin(7r— z). 
OY  ip  ber  ßoftnuS  be§  2Bin!eI§  BOX  ober  beS  SogenS 
AXB-AX,  folglidö  OY  =  cos(7r— z).    5ttun  ift  AY  = 
AO+OY  unb  toeil  ber  3labiu§  AO  oliS  1  ongenommen 
n)trb,  fo  iß: 

AY  =  l+cos(7r— z). 
9lun  foll  no$  ber  Slnnal&me  XY+ AY  =  arc  AX  fein;  mit« 
l^in  ift: 

siii(7r— z)+l+cos(7r— z)  =  z  ober: 
z— 1— cos(7r— z)— sin(7r— z)  =  0. 

SBeil  sin(7r— z)=siiiz  unb  cos(7r— z)=— cosz  iß,  fo  tt)irb: 
z — 1+cosz— sinz  =  0. 

S)o  nun  cosz— sinz=J/2cos(45o+z)  =  ^'2cos(V4^+z)r 
fo  ift  anä): 

z— l+j/2cos(z+V4^)=0  ober: 
z+|/2cos(z+V4^)— 1  =  0. 
9la$  einigen  SSerfud^en  wirb  man  pnben,  bofe  ber  Sogen 
jtoifd&en  arcl38o  =  a'  unb  arc=139o  =  a"  liegt.  9lun  iß: 
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arcl38o  =  2,408554—1,000000 
|/2co8l83«  =  I/2C083«  =  1,412275 
olfo  9' =  —0,003721 
arcl39<>  =  2,426007—1,000000 
|/2cosl84»  =  l/2cos4»  =  1,410768 
tdfo  9)"  =  +0,015239 
y'a«  =  —0,517219 ;  <p"a'  =  +2,102982 
qi'a"  —  (p-a'  =  —2,620201 ;  9)' — 9"  =  —  0,01896 ; 
dfo  erßet  Ißäl^etungStoert]^ : 

z  =  ?gg^  =  138,19»=  138011'. 

@e|e  z  =  138nr  =  a'  unb  z=  138012' =  «",  fo  »Irb: 
arc  138011'  =  2,411752-1,000000 
|/2  cos  138011'  =  |/2cos3oil'  =  1,412031 
ba^er  ©'  = —0,000279 
arc  138012'  =  2,412043—1,000000 
|/2cosl38oi2'  =  |/2cos3ol2'  =  1,412008 

Qlfo  9)"  =  +0,000035;  bo^er: 
tp'a"  =  —2,313468 ;  (p"af  =  +0,290185 
tp'a" —g,''a'  =  —  2,603653 ;  9' — 9?«  =  —  0,000314 ; 

itoettec  3l'Afftxvmiiroett^: 

z  =  ^^??^= 8291,888' =  138oll'53''  ober; 
ol4 

z  =  8291,888.0,000290888 = 2,4120107  =  AX. 

^kmnai)  iß: 

logXY  =  log8in(180o-138oil'53")  =  log  sm4lo48'7''  = 

1,82J8378;  ba^er: 
XY  =  numlogl,8238378  =  0,6665578. 
«Run  ip:       XY+AY=arcAX;  bo^er: 
AY=arcAX— XY  ober: 
AY  =  2,4120107—0,6665578  =  1,7454529. 
23.    AB  tfi  bie  Tangente  beS  SBinlelS 
AOC  unb  fei  =x.    S)o  biejelbc  \tnttt^t 
auf  bem  @nb^un!te  \>ti  SlabtuS  OA  fielet, 
fo  iji  ber  3n^alt  beS  ©reiedtä 

ABO==V»AOxAB 
unb  toeil  ber  StabiuS  ali  1  onQenomnten 
tttrb,  fo  ip  boS  ©reied  ABO  =  Vsitangx. 
9lun  ift  ber  JtreiSauSfd^nitt 

AC0  =  V8X- 
Soll  bo8  ©teierf  ABO  burd^  ben  Sogen  AC 
ftoMtt  toerben,  fo  ntug  fein: 
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Vi-V«tangx  =  ViX  ober  tangx  =  2x. 
ißetmittelft  Sogotitl^tnen  ^aitn  mir: 

log(2x)— logtangx  =  0. 
9la$  einigen  S3ecju(^en  Mirb  man  finben,  ba^  bet  Sogen 
jwifd^en  66«  =  a'  unb  67»  =  0"  liegt.    9lun  i|l: 
log  arc  (2.66»)  =  2,1205739—1,7581226  =  0,3624513 

logtang66»  ==  0,3514169 
alfo  (p-  =  +0,0110344 
log  arc(2.67<>)  =  2,1271048-1,7581226  =  0,3689822 

logtang  67«  =  0,3721481 
oljo  9)*  = -0,0031659 
y'a"  =  0,7393048;  9)*«' = —0,2089494 
q)'a''—g>"a'  =  +0,9482542;  (p'—q)"  =  +0,0142003; 
olfo  etfiet  Släl^erungsroeril^: 
9482542^ 
U2003  ' 

©efee  x  =  66«46'  =  a'  unb  x  =  66»47'  =  o",  \o  h)itb: 
logarc(2.66«46')  =  3,9037409—3,5362738  =  0,3674671 

logtang66''46'  =  0,3672499 

olfo  f  =  +0,0002172 

log  arc  (2.66047')  =  3,9038493-3,5362738  =  0,3675755 

logtang66»47'  =  0,3675985 
olfo  f"  =  —0,0000230 
(p'a"  =  +0,8703204;  <p"a'  =  —0,0921380 
7)'«"— yV=  +0,9624584;  f'—<p'  =  +0,0002402; 
jtoeitet  Slä^erungswert^ : 

X  =  ^^2~  =  4006,904'  =  66»46'54,24". 

24.  SSejlimmen  wir  junödiit  in  biefer  ®I.  bie  SBettl^e  füt  M 
unb  e,  inbem  wir  auä  biefcn  Söinleln  bie  il^nen  entfpreel^en» 
ben  SBogen  bereci^nen.    9iun  ift: 
M  =  332028'54,77''  =  1196934,77.0,0000048481  =  5,8028595 
e  =  14o3'20''  =  50600.0,0000048481  =  0,2453139. 
^tiS  bet  umgefotmten  @(ei(^ung: 
E-M  =  esinE 
folgt,  ba6  }biii(i^en  M  unb  E  nur  ein  geringer  tlnterf(|ieb 
ift  unb  E  megen  ber  @rö6e  t)on  M  im  bierten  Ouobranten 
liegen  muß.  9Kitl^in  fönnm  wir  — esinE=+esin(360<'— E) 
fe^en  unb  mir  erhalten  aus  ber  gegebenen  @l  fotgenbe: 
M— E  =  e  sin  (360»— E)  ober : 
log(M—E)— löge— logsin  (360»— E)  =  0. 
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einige  S8etfu(!^e  jeigcn,  bofe  E  jwifd^en  324«  unb  325»  liegt. 
9lun  iji: 

E  =  arc324<'  =  324.0,01745329  =  5,65486596;  boBet : 

M-E  =  5,8028595-5,65486596  =  0,1479935 

log(M— E)  =  log0,1479935  =  1,1702426 

löge  =  logO,2453139  =  1,3897221 

log_sin(360o-E2= Iög8in36<>=l,7692187;  bo^et: 

(p'  =  1,1702426-1,3897221—1,7692187  =  +0,0113018 

E  =  arc325<>  =  325.0,01745329  =  5,67231925 

M— E  =  5,80285946-5,67231925  ==  0,1305402 

log(M— E)  =  log  0,1305402  =  1,1157442 

logsin(360o— E|=  logsin35^  =  1,7585913 ;  ba^et: 

9"  =  1,1157442— 1,3897221— 1,7585913  =  -0,0325692 

y'a''=  +0,0113018.325=  +3,6730850 

(p"a'  =  —0,0325692.324  =  —10,5524208 

9)'a''— 9"«'=  +14,2255058;  <p'-q>"  =  +0,0438710; 

olfo  erfier  Släl^erungStDett]^: 

E  =  ^^^  =.324,250  =  324015'. 

©e|e  fetner  E=324oi5'=a' unb  E= 324016' =c".  «ßunifJ: 

E  =  arc324oi5'  =  19455.0,000290888  =  5,65922604 

log(M  -  E)  =  log0,14363342  =  1,1572554 

logsin35o45'  =  1,7665985 ;  bo^er : 

<p'  =  1,1572554—1,3897221  —  1,7665985  =  +  0,0009348 

E  =  arc  324016'  =  19456.0,000290888^=  5,65951693 

log(M— E)  =  log0,1433425  =  1,1563750 

log_8in(360o  —  324016')  =  log  sin  35o44'  =  1,7664229 

tp"  =  1,1563750  - 1,3897221  -  1,7664229  =  +  0,0002300 

y'a"  =  18,1874688;  y"a'  =  4,4746500 

q,'a"  -  ftt'  =  13,7128188;  y'  —  f"  =0,0007048; 

alfo  jtoeiter  9iäl^etungSttieit^ : 

E  =  ^^Ia^q^^^  =  19456,32'  =  324oi6'19" 
704ö 

©e^e  weiter  E  =  324ol6'19"  =  a'  unb  E  =  324ol6'30", 
{o  wirb: 

E  =  arc324oi6'19"  =  1167379.0,0000048481  =  5,65957013 

log(M— E)  =  log  0,14328933  =  1,1562138 

log3in35^43'41"  =  1,7663673;  bo^er: 

9'  =  1,1562138  - 1,3897221  —  1,7663673  =  +  0,0001244; 

E=  arc324oi6'30"  =  1167390.0,0000048481  =  5,65962346; 
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log(M  -  E)  =  logO,1432360  =  1,1560522 

Iog8in35^43'30"  =  1,7663351 ;  ba^er : 

(jp"  =  1,1560522  - 1,3897221  -  1,7663351  =  —  0,0000050 

(p'a**  =  + 145,2233160;  y"«'  =  —  5,8368950 
y'o"  -«  ^«a'  =  +  151,0602110 ;  9)'  —  y«  =  +  0,0001294; 
btitter  SläJ^erungStocrtl^: 

E  =  ^^\y^^  =  1167389,57"  =824oi6'29,57". 

25.  SBir  nel^men  an,  DE  l^albirc  bcn 

©alblrctS  unb  ber  Heinere  Sogen  AE 

fef  =  X,    3ie^en  toir  ben  »abiuS  CE, 

fo  toirb  boburd^  ber  Raum  ADE  in  bcn 

ÄreiSauSfdönitt  AEC  unbV.baS  Deeted 

ECD  gericgt.    gür  ben  5Rabiu§  r  ijl 

ieber  Sogen,  beffen  ßentritoinlel  x®rab  6elrägt=rx;  alfo 

ift  ber  anmalt  be§ftrei§au§fd^nitteS  AEC  =,V2r.rx  =  Var^x. 

Stellen  wir  au§   E  bie  fenlred^te  EF,  fo  iji  ber  Snl^alt 

bes  SreiecfS  ECD  =  VaCDxEF.  9lun  i[t  naä)  ber  Angabe 

CD  =  r— 1  unb  EF  =  ACsinx  =  rsinx;  mitl^in  ift  baS 

©reied  ECD  =  V2(r— l).rsinx;  bo^er  iji  ber  ftreiSauö' 

fdönitt  ACE  +  bem  Sreiecfe  ECD  =  V2r«x+ V2(r-l).rsinx 

=  V2r(rx+(r~l)sinx).    5Run  foD  bieS  bie  |)älfte  bc§  $oI6- 

Ireifes  ober  ben  bierten  Sl^eil  beS  flreifeS  um  C  =  1/41% 

auSmad^en;  bal^er  erl&olten  toir  bie  ©lei^ung: 

V2r(rx+(r— l)sinx)  =  V4r2^  ober: 

2(rx+(r— l)sinx)  =  r7r;  l^ierauS  folgt: 

2(r— 1)'^^  ~  ^^^  =  ^^"^^• 
Sefeen  toir  hierin  ben  SOßertl^  für  r  =  5  unb  brüden  bie 
®l.  logorit^mifdö  ou5,  fo  ift: 

log  {VsC^  —  2x)}  —  log  sin  X  =  0. 
S)urd6  einige  SSerfud^e  toirb  mon  fid^  bolb  überjeugen,  bofe 
ber  Sogen  x  jioifi^^cn  53»  unb  54»  liegt.   5Run  ifi  für  x  =  53»: 

TT  —  2x  =  740  =  74.0,01745329  =  1,29154346 
log  { VsC^  —  2x)}  =  log0,80721466  =  1,9069891 
logsinxt=  logsin53o  =  1,9023486 

olfo  9' =  +0,0046405. 
Pr  x  =  54o  toirb: 
^  —  2x  =  720  =  72.0,01745329  =  1,25663688 
log  { VsC^— 2x)}  =  log0,78539805  =  1,8950898 
logsinx  =  logsin54o  =  1,9079576 

alfo.  9)"  =  —  0,0128678;  ba^er : 
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ip'a"  =  +  0,2505870;  9"«'  =  —  0,6819934; 
f'a"  —  (p-a'  =  +  0,9325804 ;  y'  -  y"  =  +  0,0175083 ; 
olfo  ctfter  Slä^crungSwertl^: 

X  =  ^^  =  53,2650  =  53015'54". 
i  ibxjoö 

©ehe  ferner  x  =  53ol5'54"  =  a'  unb  x  =  53n6'  =  a"- 
Sür  x=53n5'54"  tt)irb7r—2x=73o28a2  "=1,2822838 
log  { VsC^— 2x)}  =  log  0,8014274  =J,9038642 
log  sin  53015-54"  =  1,9038550 
alfo  (p'  =  + 0,0000092. 
gür  X  =  53016'  toirb  tt  —  2x  =  73o28' ==  1,2822343 
log{5/8(7r— 2x)}  =  log0,8013964=^,9038473 
log  sin  53^6' =  1,9038644 
alfo  ^"  =  —  0,0000171 
<^'a"  =  + 1,7641920;  y"«'  =  —  3,2789934 
9'a"  —  9)"«'  =  +  5,0431854;  (p'  —  y"  =  +  0,0000263 ; 
alfo  jtüeiter  Stoiber unö§tt)ert|: 

x  =  ^0^^  =  53ol5'56,5". 

26.  63  fei  ACBD  ber  b erlangte  ifrei§» 
abfd^nitt.  Sielet  man  Dom  WtkU 
punfte  be§  flreifeS  umO  eine  ©en!» 
redete  auf  bie  ©e]^ne  AB  unb  ijer* 
löngert  biefelbe  bis  jum  Sogen,  fo 
l^albirtOD  fomol^I  bie  ©el^ne  AB 
als  avLä)  ben  Sogen  ADB.  3ieJ^t 
man  noiä^  bie  SRabien  AO  unb 
BO,  fo  entfielt  ber  ifreiSauSf^nitt 
AOBD.  S)erfeI6e  befielet  au§  bem 
flreiSabfd^nitt  ABD  unb  bem  Srei«» 
ecf  AOB.  $Run  fei  ber  Sogen  AD  =  x,  bann  iji  AD+ 
DB=2x;  mithin  ift  für  ben  3labiuS  1  ber  Sn^alt  beS 
ÄreiSauSfd^nitteS  AOBD  =  2x.V2  =  x.  gerner  ift  ber 
Snl^alt  beS  ©reiedfS  AOB  =  sinx.cosx  =  V«sin2x;  foIg= 
Ii(i6  ift  ber  ßreiSobfd^nitt  ACBD  =  x  —  V2sin2x.  ©erfelbe 
foH  nun  mäi  ber  3lngabe  a)  brei«  unb  ß)  fünfmal  fo  groß 
fein,  als  ein  ff  reis,  ber  jum  ©urd^meffer  DC=DO  — CO 
=  1  —  cosx  l^at;  mithin  ift  ber  Snl^alt  eines  fold^en  ftrelfeS 
=  74(1  — cosx)«7r.    9lun  ift: 

1  —  cosx  =  2(sinV2x)*;  alfo : 
(l-C03x)2  =  4(sinV2x)*;  bo^er  ift: 
V4(l  —  cosx)%  =  (sinV2x)%. 
Semnaci^  l^aben  loir  folgenbe  jtoei  ©leii^ungen  aufjulöfen: 
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a)  X—  V8sin2x  :=  37r{sinVsx)* 
/?)  X  —  V*sm2x  =  bnlsinytTi)* 
a)  SSetmtttelft  Sogatii^men  erl^alten  mit  aus  beterßen  ®I.: 

log{2x— 8m2x)  —  log(6?r)  —  ilogsinVaX  =  0. 
®er  gefugte  Sogen  liegt  ätnif^icn  62»  unb  63».    9iun  ijl: 
2x= 2.arc62»  =2.62.0,01745329  ==  2,16420796 
log8in(2.62«)  =  logsm56«  =  1,9185742 ;  olfo : 

sin  2x  =  0,8290375 ;  ba|er : 

log(2x— sin2x)  =  log  1,3351704  =  0,1255366 

log(6/r)  =  log(3.6,28318531)  =_log  18,84955593  =  1,2753013 

41ogsin  V»x  =  41ogsin31<>  =  4.1,7118393  =  2,8473572;   olfo : 

<p'  =  0,1255366  — 1,2753013  —  2,8473572  =  +  0,0028781 

gut  x  =  63»  Wirb: 

2x=  2  arc  63»  =  2,19911454 

log8in2.63»  =  logsin54»  =  1,9079576;  olfo: 

sin2x  =  0,8090168 

log(2x  —  sin2x)  =  logl,3900977  =  0,1430454 

41og8in  V»x  =  41ogsin31»S0^=  2,8723404 ;  bo^er : 

9«  =  0,1430454  -  1,2753013  —2,8723404=— 0,0045963; 

mithin  f'a"  =  0,1813203 ;  (p-a'  =  —  0,2849706 
yV  — 9)"«' =  +  0,4662909;  9'— y"  = +0,0074744;  folgli^: 

,  =  46^9_62,385»  =  62«^3'6'' 

ß)  2lu8  ber  oiigen  ©leid^ung  unter  ß)  erhalten  toir: 

log(2x  —  sin2x)  —  log(107r)  —  41ogsin  Vsx  =  0. 

©efeen  wit  l&ierin  x  =  arc38»,  fo  wirb: 

2x  =  2.arc38»  =  1,32645004 

logsin2x  =  logsin(2.38»)  =  1,9869041 ;  olfo : 

8in2x  =  0,9702957 

log(2x  -  8in2x)  =  logO,3561543  =  1,5516382 

log(lOyr)  =  log(5.6,28318531)=log31,41592655=l,4971499 

_41og  sin  VjX  =  41og  sin  19»_=  2,0505676 ;  olfo : 

q>'  =  1,5516382  —  1,4971499  —  2,0505676  =  +  0,0039207 

gut  x  =  38»30'  Wirb  2x  =  2arc38»30'  =  1,34390256 

logsin2x  =  logsin(2.38»30')  =  l,9887239;  sin 2x= 0,9743700 

log(2x—  8in2x)  =  logO;3695326  =  1,5676527 

41ogsin V»x  ==  41ogsinl9«15^=  2,0724264 ;  bo^er : 

q,"  =  1,5676527  -  1,4971499  -  2,0724264  =  —  0,0019236 

y'a"  =  +  0,1509469;  ^"a'  =  —  0,0730968 

^i'a"  —9)"«' =  +  0,2240437;  y'— 9" =  +  0,0058443;  mithin: 

X  =  -5-g^  =  38,335»  =  38»20'6''. 
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A.    aufgaben  an»  htx  &ti>mtMt. 

(OciS  §.  107.) 

§♦  515»  1.  S)le  9lnjal^I  ber  ©eiten  fei  x.  9iun  finbct  man  bie 
Slnjal^I  ber  redeten  2Bin!el  eine§  SSieled^  ou§  ber  Slnjal^I 
feiner  Seiten,  wenn  man  öon  ber  ^Injo^I  ber  ©eiten  2  fub:« 
tral^irt  unb  ben  9le[t  berboppelt;  bemnad^  beträgt  bie  ©ummc 
ber  Sßinfel  be§  x-(5(fs  (x  —  2).2  gted^te,  unb  ttJcU  bieS  n 
gfted^te  beträgt,  fo  ift: 

(x  — 2).2  =  n;  alfo  x=2+V2n  Seiten. 
2.  3)o§  aSieIed  ^abe  xSeiten;  e§  enthält  alfo  (x— 2).2  redete 
SBinfel;   foIgIi(3&,  ba  in   einem  regelmäßigen  aSieledE   aüt 

SBinfel  einanber  gleid^  finb,  beträgt  1  SBinfel  ^^ ^ 


9ted&te;  bal^er  ift 
(X     -' 


2).2 


alfo  x  = , 


Seiten. 


x  =  13. 


X  '     •  2— a 

3.  a)  S)o§  X  @(f  l^abe  65  diagonalen.  !flun  erl^äit  man  bie 
Slnja^t  aller  möglid^en  diagonalen,  bie  man  in  ein  SSieledE 
jiel^en  fann,  menn  man  Don  ber  boHen  ©eitenanja^^I  3  fub^ 
tral&irt,  ben  SReft  mit  ber  ©eitenanjal^I  mnltiplicirt  unb  baS 
ent[tanbene  ^robuft  burd^  2  bibibirt;  bemnad^  l^atalfobaS 

x.g(f  (^Z^  diagonalen.    2Ran  bgl.  §.  458.  11.  ß). 
^kxmä)  iji: 
(x--3)x^gg,  ^^^^  (x-lV2)«  =  (llV2)^;  folgl. 

3.  ß)  ©Ott  ba§  aSielecf  n  diagonalen  l^aben,  fo  ift: 

^~^  =  n;  alfo  x  =  lV2+K2^+2V7. 

4.  giel^t  man  in  bem  gleid^feitigen  S)rei* 
edfe  ABC  bie  ^^ti  BD  =  h  unb 
nimmt  man  AB  =  x,  fo  ift,  ba  AC 
bur(3|  BD  ^albirt  tt)orben  iji,  fotool^l 
AD  al§  au(^  DC  =  V2X.    5Run  ift: 

BD24-AD2  =  AB2ober: 
h2+(V2x)2=x2^ba]^er  h^  =  3/4x2; 
mithin  h  =V  74X«  =  Vbx^/S.    S)er 
Snl^alt  beS  ®reiedf§  i|i  ba^er: 
V2X.V2X|/3=V4XV3 
unb  ba  ber  3n]^alt  =  p  fein  foll,  fo  ift: 
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V4xV3=p  ober  V4X«=  VsPl/S;  folglich; 

X  =  2l/V3P|/3=78K3pl73  =  l,5196|/p. 

5.  3n  bem  3)teic(!e  ABC  fei  AB  =  BC  =  c  unb  bic  ®runb- 
linic  AC  =  x.  "man  jtel^c  in  bemfelben  bic  ^ö^cBD=h, 
fo  ift  AD  =  DC  =  V2X.  SBeflimmt  man  h  toic  in  ber  üori* 
gen  Aufgabe  fo  l&ot  man  h«=c«— V^x«;  folglid^: 

h  =  l/c2— Va«. 
®emnad&  iji  bet  Sn^alt  beS  ©reiedfs  ABC=  V2X.I/C«— Vix* 
unb  toeil  biefet  3nl§alt  p  betrögt,  fo  ip: 

Vsx.Kc«— V4X«=p  ober: 

V4x2(c«— V4X«)  =  p*  ober  x*-4c«x24-16p«  =  0; 

(x»-2tf )« =  4(c*~-4p«)  =  4(c«+2p)(c«-2p) ;  ba^er: 

X«  =  2 {c«±T/(c^+2pXcg-2p} ;  folglic]^: 

X  =  1^2  {c«±|/(c2+2p)(c2-2p)} . 

6.  3n  bem  3)reie(!e  ABC  fei 

BC  =  a,  AC=b;  bie  britte  ge« 

fud^te  ®eite  AB  =  x.  SKan  jiel^c 

bie  ööl^e  CD  =  h  unb  Bepimme 

bicfelbe.  Um  biefe  m  fiuben,  mufe 

man  bie  beiben  ^Sbfd^nitte  AD  unb 

DB  gu  beftimmen  fu^en,  in  mldbe 

bie  ©eite  AB  burd^  bie  §öl&e  CD 

getl^eilt  tt)orben.  ©etet  man  DB=z 

unb  AD  =  y,  fo  iji  z+y=x.    ®a  man  aI|o  bieSumme 

biefer  9lbfcönitte  fennt,  fo  fu($e  man  ij^re  ©ifferenj.    3)e§« 

l&alb  befd^reibe  man  etttja  mit  ber  fleinern  ©eite  AC  =  b 

um  C  einen  if reis,  ber  AB  in  E,  BC  in  F  unb  i^re  SSer* 

Wngerung  in  G  fd^neibet.    2Benn  nun  au§  einem  ^unlte 

(B)  auBer^alb  be§  flreifeS  jwei  Sinien  (AB  unb  BG)  ge* 

jogenfmerben,  wefd^e  ben  ifrci§  fdpneiben,  fo  berl&alten  [xäf 

bie  gangen  ©elanten  umgefebrt,  loie  i^re  öufeern  ^bf^^nitte. 

^mmi)  iji  alfo: 

(1)  BE:ßF  =  BG:BA. 
9?un  ift,  toeil  bie  a\x^  bem  9JlitteIpunIte  beS  ÄreifeS  auf 
bie  ©el^ne  gegogene  ©enlred^te  CD  bie  ©el^ne  AE  l^albirt, 
AD  =  DE  unb  ba  DB  =  z,  fo  iji  BE  =  z-y.  Serner 
iji  CF  =  AC  als  3labiu§,  alfo  iji  BF=a~b.  Serner 
iji  BG  =  BC+GC  unb  GC=AC;  ba^er  BG=BC+AC 
=  a+b.  ®iefe  für  BE,  BF  unb  BG  gef unbenen  SBert^e 
in  (1)  gefej^t,  liefert: 

(2)  (z— y):(a— b)=(a4-b):x;  ba^er: 
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(3)z-y^(5=Ma±b)_a2:-b_^ 

92un  tft  mä)  bet  ^nnal^me: 

(4)  z+y  =  x;  ^oliWäi: 

(5)z  =  ^^=^-  =  BDunb 

®a  nun  baä  ©tetect  ADC  ein  red^twinfiiges  i%  fo  ift: 
DC«  =  AC«— AD«  obet: 

h»=b«-y'^b«-^ ^ j  = 5^j^5 ^ ;  bolzet : 

(7)  h  =  2i*l^4bsx«— (x«-a»+b»)«  =  DC. 
|>ierno4  ijl  ber  3nl§a(t  beS  SJreiedS: 

ABC  =  V«x-V^'^b'^'-(^'— ä^+W' 

2x 

=  V*K4b»x«  -  (x»  -  a»  +  h*y. 
9?un  ip  na^  ber  «ufgoBe  bet  gnl^olt  bfS  ©tciedfä  ABC 
aaä)  =p;  bolzet  i|}: 

(8)  »AV^4b»x«— (x«— a«  +  b«)«  =  p  ober: 

Vie  I4b«x«— (x«— a«+b«)n  =p«;  l^ierauS  folgt: 

{x*  -  (a« + b«)}  *  =  4(ab-2p)(ab+2p) ;  olf  o : 

x«  =  a«+b«±2l/(ab— 2p)(ab+2p);  folgltd^: 

X = l^a»+b»  ±  2l/(ab-2p)(ab+2p)  =  AB. 

7.  3)er  in  ber  ©leid^ung  (7)  ber  öorigen  IRummer  unter  bem 
SBurjelieid^en  ftel^enbe  äluSbrud  lägt  fid^  aui^  auf  folgenbe 
SBeife  umformen: 

h  =  ^l/(a+b+x)(a+b— x)(a— b+x)(— a+b+x). 

©ejt  mon  l^ierin  bie  unfrer  Slufgobe  entfpred^enben  SBert'^e 
ein  unb  multt|)licirt  bie  ®f.  mit  2x,  fo  »irb: 

(1)  2hx  =  l/(x+y+z)(x+y  — z)(x— y+z)(— x+y+z). 

9?un  ift  Vshx=V«h'y=V2b"z  ober: 

(2)  hx=h'y=h"z, 

©ubpituirt  mon  in  ®I.  (1)  folgenbe  SBertl^e  für  y  unb  z 
ous  (2),  nämltd^  y  =  p  unb  z  =  p,  fo  ergibt  P^: 
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«1.  1  //  .  hx  ,  hxV  I  hx  hxV   hx  hx\/    hx  ,  hx\ 
2hx=y(x4-p  +  p)(x+p-g,)(x-^.h^)(-x+p+p) 

£)ietaud  folgt: 
l/{(h'h*+hh'+hV)(h'h*+hh*  ~hhO(h'h*-hh- +hVX--Vh- + hh'  +UiOl 

TOultipIicirt  man   biefen   für  bie   ©tunbrnüe  gefunbcnen 
3Iu§bru(!  mit  Vah,  um  ben  3n6olt  beS  ©reiedfs  ju  crl^alten, 
io  l^ot  man,  menn  man  benfelbcn  p  gleid^fteUt: 
(hh^h*)« ^ 

J/{(h'h-+l>h-+hV)(h'h-+bh'-hhO(h'h'-hh-+hhO(-h'h-+hh-+hhO)""^' 
^kxmä)  ip:  x  =  2p:h;  v  =  2p:h'  unb  z  =  2p:h''. 
Ober:  ©e^t  man  ber  ffürje  wegen: 

fo  erhält  man:  ^  =  ^^i^iJ^r 

Sluf  ganj  annloge  SBeifc  pnbet  man: 

2h^(hh^0g  _  2h"(hhO« 

y"~HH'H"H'"   ""^  ^""HH'H"H'''' 
f)ierauS  ergibt  pd^  lei^t  ber  Sn^alt  be§  2)reie(f§: 

^■"  HH'H"H"* 

8.  Serbinbet  man  bie  ©})i^e  einc§ 
SreiedS  mit  ber  aKitte  ber  ©runb* 
lintc  bur^  eine  gerabe  Slnie,  fo  iji 
bie  ©umme  ber  Quabrate  ber  6ei^ 
ben  ©eiten  gleid^  ber  ©umme  au§ 
bem  l^alben  Ouabrate  ber  ®runb« 
linie  unb  bem  boppelten  Quabrote 
ber  SBerbinbung^linie.  C^ölbitt  man 
alfo  bie  3  ©eiten  beS  ©reiecfs  ABC, 
nämli^  AC=x  in  F,  BC=y  in  D, 
AB  =  z  in  E  unb  jie^t  bie  aSerbinbungSlinien  BF  =  a, 
AD  =  b  unb  EC  =  c,  fo  ift: 

AB2+BC«=V2AC2+2BF«  ober: 
z2+y2=  V2x2+2a2;  bal^er: 
(1)  2z2+2y«— x2  =  4a«. 
ferner  iji:  AB»+AC«  =  V2BC«+2AD2  ober: 
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z«+x«  =  »/«y'+Sb*;  bo^et : 

(2)  2z«— y«+2x«  =  4b«. 

enbli(!^  ift:  BC«+AC«  =  V2AB«+2EC«;  obet: 

y«+x«=V«z*+2c«;  bo^cr: 

(3)  —  z«+2y«+2x*  =  4c«. 

SBejJimmt  mon  üu8  biefen  3  (Sleid^ungen  x,  fo  finbet  man: 
9x«  =  4(— aH2b«+2c«);  x  =  «/bV^— a«+2b«+2c«  =  AC. 

9.  a)  3n  bem  bei  B  red^tto.'Srci» 
eile  ABC  |ei  bie  p^e  BD  =  h, 
AB  +  BC  =  s,  AB  =  y,  olfo 
BC=s  — y  unb  bie  ßppotcnufe 
AC=x.    Slutt  ifi  AC«  =  AB2 

+  BC«;  obet  X«  =  y«+(s— y)«; 

bolzet: 

(1)  X«  — 2y«+2sy  =  8«. 

gerner  i|l:  ABxBC=ACxBD  ober  y(s— y)  =  hx;  bälget; 
(2)8y-y«  =  hx. 
©liminitt  mon  ou§  ben  beiben  ©I.  (1)  unb  (2)  y  unb  »er« 
öoUftänbiöt  bo§  Quabrat,  fo  iß; 
(x+h)«=h«+s«;  olfo:  x=l/h«+s«— h=ber  ^^pofenufe  AC. 
®en  SBert^  für  x  in  (2)_gefe|t,  %\U: 

sy— y*  =  h{l/h«+8^— h}  ober: 
(y-»/?8)^_V«is!^4h|VV+s«-h]};  olfo: 

y  =  Vi  {8  ±  ^^s«  —  4h(l/h«+s«  —  h)}  =  ben  beiben  «atmeten 
AB  unb  BC. 

9.  ß)  aSBerben  bie  3  ©eitcn  eines  SreiedS  bur(i6  2a,  a«+l 
unb  a*— 1  ausgebrüdt,  fo  ift  boffelbe  ein  red^tWinfligeS, 

'♦  weil  (a*+ 1)*  =  (a»  - 1)*+ (2a)«. 

'  9.  y)  3n  tootfiel^enbem  te^iw.  5)teie(feABC  fei  AC  =  a«+l, 

Aft=a«— 1  unb  BC=2a.  5Run  ift  ber3n|fl(t  bcS  ©relecfS 
ABC  =  V2ABxBC  =  V«(a«-l)2a=(a«— l)a.  6§  fott 
nun  oI(iebroif(i^  flenfiflt  merben,  bofe: 

'  V«AB  X  BC=  V2(AB+BC+AC).V2(AB+BC-  AC)  fei. 

^  ©e^t  mon  l^ierin  bie  SGBett^e  für  AB,  BC  unb  AC  ein, 

•:  fo  wirb: 

l  (a«  -  l)a  =  »Ma« — 1 + 2a + a«+ 1).  '/«(a*  —  1 +2a  -  (a«+ 1)) 

;«  =  (a«+a).(a- 1)  =  a(a+l)(a  - 1)  =  (a«—  l)a. 

'-  10.  ^eifeen  bie  beiben  ffotl^cfen  x  unb  y,  fo  ift: 

(1)  x«+y«  =  h«. 
Ülun  befielt  ber  Sn^alt  be§  reiä^l».  SJreiedä  au8  bem  l^olben 
^robufte  ber  beiben  jl'ot^eten ;  bo^et  ifi : 
(2)  V«xy  =  p. 
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«US  ben  btihm  ®l  (1)  unb  (2)  etl^ält  man: 
(3)  x+y=:l/h«+4p  unb  (4)  x— y  =  l/h«-4p;  folgli*: 

J}  =  V«  {V¥+4^  ±  l/h?=li} . 

11.  Sejei^nen  tott  bie  |>9))otenufe  mit  x,  bte  beiben  ftotl^eien 
mit  y  unb  z,  fo  i|}: 
(1)  x+y+z  =  u;  (2)  x»  =  y«+z«;  (3)  V»yz=P 


Stl^ebe  (1)  ins  Ouabtat  unb  fe|e  in  bie|e  ®I.  auS  (2)  ben 
SBertl^  für  y*+z*  unb  ouS  (3)  ben  SBett^  für  yz,  fo  er- 
l^alten  toit: 

(4)  2x(x+y+z)  =  u«— 4p. 

©e|e  l^ictin  ben  SBertl^  füt  x+y+z  ouS  (1),  fo  »itb: 


2ux  =  u*— 4p;  olfo  x: 


u»-4p 
2a 


@e^  biefen  äßettl^  bon  x  in  (1),  fo  ^ai  man : 

4p+u* 


(5)  y+z  = 


2a 


^ietmtt  iß  bie  @umme  bei  beiben  Unbefannten  y  unb  z 
gegeben;  fud^en  wir  bie  ©ifferenj  berfetten  Unbefannten, 
grl^ebt  man  (5)  inS  Duabrat  unb  fubtrol^irt  §ieröon  boS 
od^tf ad^e  ber  ®I.  (3),  fo  wirb: 

/fi^  /       „A»      (4p+a)«— 32pa«  .  , 

(6)  (j—zy^^-^ — ^ — ^  ba^er: 

(7)  y  -  z = ±  ^V'(4p+u)«  -  32pa«. 

9lu8  (5)  unb  (7)  folgt:   

yl      4p+a«±l/(4p+a«)«— 32pa» 


'l 


4u 

12.  6S  fei  BC=x,  AC 
unb  AB  =  u— X 


:2p:h 
^-    man  he* 


plmmc  nun  bie  belbcn  obct  nur 
einen  bet  abfd^nitte  AD  unb  DC 
na$  benbeiSlr.  6  angeflellten  Sc« 
tradjtungen,  fo  jinbet  man,  bofe: 

(4p:h) 

=  2ax— (4px:  h)-K4pa  ;h)  — a« 
(4p  :h) 


DC= 
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9lun  iji  fetnet  BD  =  h  unb  toett  in  beut  tt&Ho.  ©reied 
BDC  BC''  =  BD»+DC«ijJ,  fo  er^oüen  wir,  wenn  »ir  bte 
bejiimmten  SBert^e  elnfe^en: 

X«  =  t,.  I  {2"x-(4px:h)+(4ttp:h)-u«}« 
(4p:h) 
ßntoidfelt  nttttt  blefc  ®I.,  fo  Bobfji  toir: 


-^ 
J 


ttttJidfelt  nttttt  blefc  ®I.,  fo  Babfit  toIr: 


<»-?} 


(-=^) 


<i^»-) 


l^ierauS : 


2pY_pM(tt-2h)(tt+2h)h-4pu} 


x  = 


u 


-ii>' 


uli»(uh— 4p) 
]/(a-2h)(a+2h)h-4pa 


;  forglid^: 


i- 


2     hr^y  u(uh— 4p 

13.  a)  3n  bem  ©retede  ABC  fei 
AB  =a,  BC  =  x,  AD  =  hi, 
EB  =  h2  uttb  AC=y.  9lu8  ber 
5Keöitfi(^feit  bei  S)retedfe  ACD  uttb 
BEC  ergibt  ft<|: 

BC:AC  =  BE:AD  ober: 
x:y  =  h8:hi;  bol^er: 

^i)y=5^-  ''  

Slutt  ift  Bjetter  AE  =  l/a«— h««  uttb  CE  =  l/'x*— h,«. 
3)0  ttutt  y=AE+CE  x%  fo  ifl  a\x^: 

(2)  y  =  Va«  —  ha*  +  Kx«  -  h,«. 
«US  (1)  unb  (2)  folgt  olfo;  

hix — hil/a*— h2«=h,l/x«— h»«. 
Sntwidelt  unb  orbnet  man  biefe  ®U  fo  wirb: 


K- 


h,8— hs« 

hihal/(a+h,Xa-hr) 
^-    (hi+h»)(hi-h,) 


a«hs« 


h*ih8«(a+h2)(a-ha) 


(hi+haXhi-ha)^  (hi+h2)«(hi-h2)«    

,hih2l/(a+h2)(a-h8)±V-^«hS(hi+h2)(hi-ha)+h»ih«g(a+hg)(a— ha) 


(hH-h2)(hi  —  hg 

hl  V(a+h2)(a — hj)  ±h2l/(a+hi)(a — h,). 


(h,+h2)(h,— hj) 


hj. 
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BD  = 


13.  ß)  Sie  6etteABfei=a, 
bie  ^öl^e  barauf  CD  =  h,  bie 
©umme  bet  Beiben  ©eiten  AC+ 
BC=8.  68  frogt  jt^,  »ie  gtofe 
fmb  AC  unb  HC.  gs  fei  nun 
AC  =  x,  fo  ipBC=s— X.  «e- 
lehnet  man  je^t  ben  9(|(i^niit 
BD,  mie  in  3lt.  6  gejeigt  i%  |o 
finbet  ntan: 
X)«— x«+a«_s«  — 28x+a', 


2a  2a 

®a  nun  BDC  ein  bei  D  te^tw.  ©teiect  \%  fo  ip  BC«  = 

CD«+BD*  ober: 

^.      u,  ■  /s*— 2sx+a«V    . 
(s— x)*=:h*+f KZ 1   obet: 


x'— sx 


2a«s«— a*- 


2a        / 
-4a«h«— 8* 


4(s2_a«)  ' 

„    ^,,   i/s»-a«— 4h« 


bolzet : 


obet 


:='4iaj/<5^^I=i^j^ 


14. 


3n  bem  obigen  ©teiedc  fei  BC=a,  AC=b  uub  AB=c, 
CD  =  h.  5Run  foHen  bie  ©eiten  a,  b,  c  unb  bie  |)ö^e  h 
in  einer  geometrifd^en  ^rogrejfion  [teilen.    ®er  ßjponent 

betfelben  fei  =-  unb  bemnad^  toerbe   c  =  b.q,  b  =  b, 

a=^,  h=^  gefegt.  9iun  ift  ch=2ABC,  tnenn  ABC  ben 

3n]^alt  be§  ®reiedE§  bejeid^net;  l^ierfüt  fonn  man  ober  ai\^ 
f efeen : 

ch  =  V2l/(a+b4-c)(a4-b— c)(a~b+c)(  — a+b+cj  obet: 
4c%2  =  (a  +  b  +  c)(a+b— c)(a— b+c)(— a+b+c). 
©e^t  mon  l^ieriu  bie  für  a,  b,  c,  h  angenommenen  3tu§» 
brücfe  burdö  b  unb  q  ein,  fo  ift: 


bS 


olfo; 


=  ^4(1+<1+<1')(1+<1- 


•q«)(l-q+q«)(-l+q+q«); 

4q«={(H-q)«— q*}x{q*— (1-q)«}.  ^xnam  ergibt  M: 
q8_2q«_q*+2q2+l  =  0. 
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©e^t  man  q«=x,  fo  erhalten  toir: 

Soft  man  biefe  reciprofe  ©Icid^ung  huxä)  ©ubjiitution  bon 
x--=z,foti)irb:z2— 2z+l=0,dfoz=l.  ^itxmä)  ift: 

x-^=l;  hieraus  folgt  x  =  V2  ±l/Vi=  VsfÜl^). 

9?un  iii  q2  =  x;  alfo  q  =  J/x=  l/V3(l±l/5). 

®a  q  pofitib   fein   muB,   fo  i[t  baS  untere  3cid^en  nidbt 

ftatt^aft,  alfo  iji:  

q  =  1/1/2(1  + |/5> 

6S  iÜ  c=b.q=b.l/V2(l+|/5);  b=b,  a=-=-^=i_ 

___^        ^     KV2(l  +  |/5) 

___bKV|(^5-l)^   bl/V2(|/5-l)  ^Kns,=hl/T77I7F-rr 
>V.(k-5-M)(|/5~irVV.(5>-l)-  ^If^^^-l^Vslk'S-l). 

gnWi(5  ip  h  =  I  =  V^O^yö) ""  ^•'^'^•^^  "■  ^^*    ®'''"" 

ifi  affo: 

AB:  AC:BC:CD  =  KVad/S  +  l):  1  rKVad/ö-TT:  Vsd/S-l). 
3)iefe  4  SluSbrücfe  bilben  in  ber  Jl^at  eine  geomettifd^e 

SRei^e,  beten  &mmnt=  p=i=^i/i/^(,/5_i)  j^^ 

15.  3n  bem  S)reiecfe 
ABC  fei  BC=a,  AB=b, 
AC  =  c  unb  bie  |)ö]^e 
AD=h.  ^ferner  l^obe  baS 
Ouabrat,  beffen  ©eite  Der« 
langt  toirb,  bie  i^m  gege= 
bene  Sage,  e§  fei  baS  Qua« 
brat  EFGH,  morin  EF  = 
EHunbEF#BCifi.  gsfet 
nun  EF=EH=HG=GF 
=DJ=x.  Suf^i  maxiitouB^ 
f(]^en  ben  ©cJ^enfeln  eines 
asinfels  (A)  jtoei  parallelen  (EF  unb  BC),  fo  finb  bie 
\)ahmä)  entftanbenen  3)reiedfe  (EAF  unb  ABC)  einanber 
ä^nlic^.  3)a  fid^  in  öl^nlid^en  ©reierfen  bie  ©öl^en  tt)ie  il^re 
©runblinien  öerl^atten,  fo  ift: 

AD:AJ  =  CB:EF  ober, 

ba  AD=h,  JD  =  x,  alfo  AJ  =  h—x  ift: 

ah 
h:(h— x)  =  a:x;  l^ieraug  folgt  x  =  — r  =  HG  u.  f.  to. 

SIttlanb,  Sbtflöfungen  ni.  27 
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h:= 


Um  bte  ^üfit  h  =  AD  }tt  beted^nen,  ^at  man  nur  in  bie 

8c  benfclben  ffiertlj  in  3lx.  6  gcfunbcne  gfotmel  bie  ie|tgen 
crt^e  einjufe^en.  ^aäf  icnct  »ufflobc  i^: 

V'4bV— (x«+b« -a«)«_T/4a«b»  -  (a»+b«— tf )g 


2x 


2a 


VV+b+c)(a+b— c)(a-b+c)(— a+b+c) 


16.   a)  ©egeben  fei  ber  ftreid  um  A. 

^vixäf  ben  5ßunft  B  lege  man  bie  Seltne  DC. 

?)le  gntfcrnung  beS fünftes  B  tyomlUxüeU 

punöe  AB  fei  =d.  5)er  »obiuS  AC=r, 

bie  ©e^ne  DC=8.  Slun  muffen  bie  Steile 

DB  unb  BG  beftimmt  merben.    C^albitt 

man  bie  ©e^ne  im  fünfte  F  unb  t)er« 

binbet  F  mit  bem  9WitteI})unIte  A,  f o  jiel^t 

mi^  einem  ®a|c  in  ber  Planimetrie  AF 

fenfred^t  auf  ber  ©el&ne.  6d  ifl  nun  aud^,  ba  DC  =  s,  fo« 

moW  DF  als  auc^  CF  =  Vas.    SSejei^^net  man  baS  ©tücf 

BC  mit  X,  fo  ift  BF=V28— x.  3lun  i|i  baS  ©reied  ABC 

a\x^  leidet  erftd^tlid^en  ©rflnben  ein  ftumpftoinfliged  unb  ba 

in  einem  ftumpfminUigen  5)reie(l  ba§  Quabrat  ber  bem 

ftumpfen  Sßinfel  gegcnüberliegenben   ©eite  gleid^  iji  ben 

Quabraten   ber    beiben   ©d^enfel    beS   ftumpfen   SQBinfeI§ 

öerme^rt  um  baS  boppelte  aied^ted  aus  einem  biefer  ©d^enlel 

unb  ber  ^rojection  beS  anbern  auf  biefen,  fo  iji: 

AC«  =  AB2+BC^+2BCxBF,  alfo  aixäf: 

r2  =  d«+x2+2x.(V«s— x)  ober: 

x2— sx  =  (l«-r2;  alfo:  x  =  VsS+l/V^« - (r«- d^)  =  BC. 

S)a  nun  DB  =  DC  — BC,  fo  ift: 
DB=s— V28  -  l/ViS*— (r«— d«)  =  Va»  -  I/V48«— (r«— d«), 

16.  ß)  Siegt  ber  ^unft 
D,  burd^  toeld^e  bie  berlangte 
©e^ne  ge^t,  aufecrl^alb  beS 
ifreifeS,  fo  jie^e  man  bie  Sinie 
CD,  berbinbe  A  mit  D,  jiel^e 
ben  9tabiu§  AB  unb  l&albire 
BC  in  F,  iie^e  AF,  fo  ift  bie§ 
mieber  fenfred^t  auf  BC*  ®S 
fön  nun  BD  unb  DC  gefud^t 
d,  AB=r,  CB  =  8  unb  BD=:x, 


merben,  toenn  AD 
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fo  ifiBF=V8S.  3taä)  bcm  unter  a)  ettoäl^ntcn  ©a|c  ouS 
bcr  Panimetric  l&at  man  ^icr  toieber: 

AD«  =  AB2+BD2+2.BDxFB  ober: 
da  =  r'+x2+2x.V2s;  ^ietauS  crl^ölt  man: 
(x+V8S)«  =  V4S"+d«~r«;  folglid^: 
x  =  V^4S^+d«-r»  — V2S  =  BD  unb  ba^cr: 
CD  =  CB+BD  =  WiS^+d«— r«+  VaS. 
17.  ABCD  fei  ein  öanjer  Sogen 
unb  EFGH  ein  falber.  3" 
jenem  fei  bie  Sänge  AB=x 
unb  bie  ©reite   AC=y, 
fo  iftEF=V2AB  =  V2X 
unb  FH  =  AC  =  y.    5)a 
ber  ^albe  Sogen  bem  gon« 
jen  ä^nlic]^  \%  fo  erhält 
mon: 

V2x:y  =  y:x;  bal^er: 
1/2x2  =  y«;  alfo  x  =  yl/2. 
x  =  l.x  unb  jy2  =  jy2,  fo  l^at  man  naät 


®a  nun 
§.  225: 

x:y  =  |/2:l; 

b.  f).  bie  Sänge  fielet  jur  ©reite  in  bem  aSer^ättniffe  1/2:1 

18.  5Dlan  benfe  fid^  A  mit  C  unb  D 
mit  B  burd^  gerabe  Sienie  Der* 
bunben.  6S  fei  AC=a,  CD=b, 
BD  =  c  unb  ber  ju  fud&enbc 
©urd^mejfer  AB  =  x.  giel^t 
man  in  bem  aSierede  ABCD 
bie  beiben  diagonalen  AD  unb  BC,  fo  ifl,  ba  AGB  unb  ADB 
red^ttoinflige  ®reie(fe  finb: 
AD2=AB«-BD«_oberJD«=x2— c«;  folglich: 

AD=l/x«— c».    gferner  ijt:  

BC2=AB«— AC«  ober  BC2=x2-a«;  folgnc]^  BC=l/'x2— a^. 
gerner  ifl  naci^  bem  geometrifd^en  ©a^e,  bafe  in  jebem  ffrei§« 
öiered  ba§  ^tä)Ud  unter  ben  diagonalen  glei$  ber  ©umme 
ber  Sleci^tedEe  unter  ben  entgegengefefeten  ©eiten  ift: 
BCxAD=ABxCD+ACxBD  ober: 
l/x«— a^xl/x«— c«= b.x+a.c. 
grl^ebt  man  biefe  ®l  inSOuabrat,  orbnet  fte  unb  biöibirt 
fte  burd^  X,  fo  mirb: 

x»--(a2+b«+c«)x— 2abc= 0. 
©e^t  man  a  =  2,  b  =  3  unb  c  =  4  f 0  toirb : 
x8— 29x— 48=0. 
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fier  ip  p=29,  q=48  unb  m\l  4p»>27q«,  fo  tp  na^ 
495  VI: 

8m3€=— >i=r  unb  x=l/%p.8m(60«+6).    3lm  ift: 
PVVsP 

log3q  =  2,1583625 
logp=  1,4623980 
logV^  =  0,7936684 
log8in3c  =  9,9022961—10 
3c  =  52o59'27" 
e  =  17o39'49" 
60o+€  =  77o39'49" 
logsm(60o+£)  =  9,9898547— 10 
logl/V8P  =  0,7936684 
logx  =  0,7835231 
x==  6,07467 
9i0ttr  stt  18.  ß) 


ß)  ®cr  ftteis  um  A  fierül^tc  bie  ©^enlcl  be§  gegebenen 
SBinlelS  2a  unb  fei  bon  allen  ber  gröfete.  9iun  fei  AC 
ber  abjianb  beS  ?DlitteIpunffe§  A  bon  ber  ©pi^e  beSSQSim 
!ete  2a.  SBerbinbet  man  no6)  ben  9KitteIpunIt  A  mit  bem 
Serül^runaSpunfte  D,  fo  entfielet  ba§  bei  D  te(%ttt).  ©reiecf 
ACD.  SBon  biefem  Dteied  finb  auger  bem  regten  SBinlel 
no$  AD=r  unb  ber  fpi^e  SBinfel  ACD=a  belannt.  ®e^ 
fud^t  wirb  AC.    5Run  tft: 

AD      ^  „    ^^        AD  r 

^  =  tanga;  alfo  CD  =  ^ 


CD 
AC 


tanga      tanga 

CD 

=-sinACD  =  cosa;  alfo  AC  =  ^ • 

'     '  cosa 


©c|en  von  l^icrin  ben  SQBertl^  für  CD  ein,  fo  toirb: 
r 


AC  = 


cosa  tanga 


9lun  ip  cosa. tanga = sin a;  bal^er: 
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r  1 

AC  =  -T-—    9lun  ift  fetner  -; —  =  coseca;  fofali*: 

AC  =  rcoseca. 
gerner  iji  BC= AC— (AF+BF)  ober,  wenn  ton  bie  SQBert^e 
für  AC,  AF=r  unb  BF  =  ^  fe^en,  fo  erhalten  toir: 
BC  =r(coseca--l)— ^. 

3e|t  muffen  toir  ben  SBertl^  für  ^  au§  ben  gegebenen  ©tüdfen 
p  beflimmen  fu^en.  SSerbinben  wir  no(!^  ben  5KitteIpun!t 
B  mit  bem  Serü|rung§punfte  E,  fo  entfielen  bie  ä^nlid^en 
^reiedte  ACD  unb  BCE;  bal&er  bereit  [id^: 

AC:BC  =  AD:BE;  alfo: 

BE= — Yn — 5  ^^^^* 
r(coseca— 1)— -ö    ^.       «  r  »  i 

^(coseca+ 1)  =  r(coseca— 1)  ober  toeil  coseca  =  — — , 

^(l+sina)  =  r(l— sina);  in§  Ouabrat  erl^oben  gibt: 
e\l + sin«)*  =  r*(  1 — sin  «)« ;  alfo : 
a— sin 


Q^  =  r 


1  +  sina/ 

9lun  ijt  ber  Snl^olt  be§  ÄreifeS  um  A  =  r27r  unb  ber  beS 
.  ffreifeS  um  B  =  ^%.  3)ie  fömmtli^en  ftreife  bilben  eine 
abne^menbe  geometrif(!^e  ^rogreffion  bon  unenbli^  fielen 
©liebern,  ttjobon  ba§  erfte  ®Iieb  r%,  baS  jweite  ^%;  ba» 
^er  ift  ber  gjponeut  ber  ^rogrefpon  mä)  §.  414. 22,  alfo: 
e  =  Q^7t :  r^TT  =  q^  :  r*. 

©e^en  mir  l&ierin  ben  oben  für  g^   gefunbenen  3Bertl&, 
fo  tt)irb: 

^"""U  +  sina;  •     ""Vl  +  sin«; 

SCßir  ^aben  alfo  jur  Sereii^nung  ber  ©umme  fömmtlid^er 
ffreife   baS  erfte  ©lieb .  a  =  t^tv,  ben  gjponenten  e  = 

\L  "T~  Slu  et/ 

1  — e  }       \l+sma/ }  4siiia 
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8fi0llt  |it  19.  a) 


F,      F, 


19.  a)  ®ie  berlonatc  Sinie  foH  ctma  bur(]&  bic  ©de  B  bc8 
DuabtateS  ABCD  gelegt  werben.  SWon  betlängere  AD  unb 
CD,  bann  lann,  toie  ouS  ber  gigur  erfiddüidd  \%  bie  öcr* 
lanjte  Sinie  bier  berfiä^iebene  Sagen  l^aben,  nämlid&  FE, 
FiEi,  FaEa,  FsEs-  9lun  fei  bie  ©eile  beS  gegebenen 
QuabrateS  ABCD  =  a,  EF  =  b,  AF  =  x.  ®ie  Aufgabe 
wirb  auf  eine  ®Iei(ä^ung  t)om  bierten  ®rabe  filieren,  weif  x 
biet  Sffiertl&e  ^at,  nämlid^  AF  unb  AFi,  bie  pofitib  unb 
immer  reell  fein  werben  unb  AF»  unb  AFs,  bie  beibe 
negatib  finb,  ba  fie  in  entgegengefe^ter  SRicJ^lung  liegen; 
überbie§  werben  biefe  oud^  no($  imaginär,  wenn  b<2a|/2 
angenommen  ift.  äejeidönet  man  biefe  bier  SBertl^e  mit 
y.  yi/  ^tf  ys/  fo  folgt  aus  ber  3(e]^nli(3&!eit  ber  ©reiede 
ABFs  unb  BCEs,  bag: 

AFs :  AB  =  BC :  CEs  ober  ba  CE»  =  AF» 

ya :  a  =  a :  ys,  Worauf  folgt: 

(1)  y2y8  =  a^  ober  yays— a«  =  0. 

gerner  l^at  man  au§  ber  3Ie]^nli(ä^feit  ber  ©reiedc  ABR 
unb  BCEi,  bafe: 

AFi :  AB  =  BC :  CEi  ober  ba  CEi  =  AF 
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yi :  a  =  a :  y;  l^lcrauS  folgt: 
(2)  yyi-a2  =  0. 
©c^t  man  nun  y=az,  yi=azi,  y2  =  az2  unb  y3==az8, 
\o  gelten  bic  bctben  ©Icid^ungen  (1)  unb  (2)  über  in  bic 
bciben  anbctn: 

(3)  aza.azs— a*  =  0  ober  Zg.zs — 1  =  0 

(4)  az.azi  —  a*  =  0  ober  z.zi  —  1  =  0. 

SluS  biefen  beiben  legten  ©leiddungen  folgt,  bo^  zs  =  —  unb 
z  =  —  ^xtxmä)  mufe  bte  @nbglei(ä^ung  eine  reciprofe  fein. 

Zi 

©el^en  toir  jefet  naö)  biefen  vorläufigen  S3emer!ungen  an 
bie  Söfung  ber  3(ufgabc  felbjl.  ®a  baS  ©reiedt  ABF  xtä^U 
toinflig  ift,  fo  ijl: 
BF«  =  AB«+AF«  ober  BF«  =  a«+x2;  alfo  BF^l/aHx«. 
Slun  folgt  ferner  aus  ber  3(e]^nli(ä^!eit  ber  ©reiedfe  ABF 
unb  DEF,  bog:  BF:EF  =  AF:BF  ober  burd^  6infe|ung 

bet  bejüglid^en  SBertl^cj 

(x— a) :  b  =  X ;  1/ a^+x^  toorauS  man  erl^ält: 

(x  — a).l/a2+x2=bx.  enttoidfelt  man  biefe  ®I.  fo  erl^ält  man: 

X*— 2ax8+(2a«— b2)x3  — 2a8x+a*  =0. 

©e^t  man  hierin  x  =  az,.  fo  wirb : 

a*z*— 2a%'+a«(2a2— bV— 2a^z+a*  =  0;  ober: 

O«  2 \x2 

z4_2z«+       ^3     z«— 2z+l  =  0. 
©ibibire  biefe  ®I,  burci^  z«  unb  orbne  pe,  fo  toirb: 

1  /     IV 

©e^t  man  z+-=y,  fo  »irb  ( z+- 1  =7*; 

f)\txmä)  l^aben  mir:  

y-2y4:=o;f.wi*,-y=iil^ 

3Ü  nun  a  =  l,  b=10,  fo  iji  y=l±l/iÖi  =  l± 
10,0498756;  ba^et:  y,  =11,0498756,  yj=— 9,0498756. 

S)o^er:   z  +  ^  =  11,0498756;   (z  -  5,5249378)«  = 

29,5249376938688 ;   olfo :   z  =  5,5249378  ±  5,4336853; 
ba|et:  Zi  =  10,9586233,  zs(  =  0,0912525.    gfernet  ifl: 
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z  + -=-9,0498756;  (z+ 4,5249378)«^  19,47506209386884; 

olfo:  z= -4,5249378  + 4,4130558;  foIflIi(]&:  Z8=-0,1118820 
unb  Z4  =  — 8,9379936. 
®a  nun  x=az  unb  a=l  ift,  \o  f^at  x  biefclbcn  SBertl^c 
tt)ic  z, 

(SS  fei  nun  ferner  EF  =  b,  AF  =  x.  3fi  nun  G  ber 
2RtttcIpun!t  bon  EF,  fo  ijl  BG  =  y  bie  ju  bereii^ncnbc 
Sinie.    gür  x  ffai  man  folgenbe  Proportion: 

(x— a) :  b  =  X  i  l/'a* + x^. 
3lun  ift  ober  x«  =  BF2— AB«  -  (y+Vab)^— a«.    ©efeen 
toir  biefen SEBertb  in  bie  borige®!.,  fo  loirb  aus  berfelben: 

{l/(y+V2b)«-a«--a} :  b  =  1^(7+ V2b)«-a«  :  (y  +  Vsb)  ober , 
toenn  tt)ir  bie  mittleren  ®Iiebcr  bertauftiden: 
{l/(y+V2b)^-a«-a} :  l/(y+ V2b)2-a2  =  b :  (y+ V2b). 
SBenben  mir  ouf  biefe  Proportion  ben  ©a^  in  §.  227  (2) 
on,  fo  l^aben  toir; 
(-a) :  l^(y+V«b)«-a«  =  (V^b-y) :  (y+ V^b)  ober: 

a :  l/(y+ V2b)^-a«  =  (y- V^b) :  (y+ »Ab). 
6nttt)i(feln  »ir  biefe  Proportion,  fo  erl^alten  toir: 
a«(y+V2b)«  =  (y-V2b)«x  {y+V2b«)«~a«}  ober: 
y*-(2a2+V2bV+Vi6b*— V2a«b2  =  0;  ^ierauS  folgt: 
{y^-(a«+  V^b«)} « =  ag(a^+b«);  bal^er: 
y2  =  a«+V4b2±al/a«+b*;  mithin: 
y  =  ±1/  a«+ »Ab^  +  aJ/ä^+P; 
3jl  jlatt  eines  DuabraleS  ein  SReiä^tedE  ABCD  gegeben,   fo 
bal  AB  =  a  unb  AD  =  c,  fo  ift  BF  =  PV+x2  unb 

toir  erl^alten:  

(x— a) :  b  =  X :  Vc^+xK 

|)ierauS  erhalten  toir  bie  ©leiti^ung  beS  bierten  ©rabeS: 
x*--2ax3+(a2— b«+c«)x2— 2ac2x+a2c2  =  0. 

19.  ß)  3)cr  SBinfel  B  fei  ber  ge= 
gebene.  ®a  baS  SSerl^öItni^  bon  AB 
unb  BC  toie  l:x  ift,  fo  !ann  AB  mit 
a  unb  BC  mit  ax  bejeici^net  werben, 
too  a  eine  ©röge  ift,  bie  fpöter  auS  ber 

^  8formeI  toegf allen  mufe.  2)ie  britte  Seite 

^  AC  fei  =  y,  bann  ip  : 

AC2=AB«+BC^-2ABxBC.cosB  ober: 

y«  =  a^+a^x«— 2a2xcosB 

=  a*(l+x2— 2cx),  toenn  c  =  cosB  ift. 
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3)tc  Stufgabc  öerlanflt  mm,  bafe  AB^+BC^  =  y^  =  Y^.j 

ip.    3)te§  gibt  aljo:  

a»+a8x8  =  a«(l+x«— 2cx).al/l+x«— 2cx; 

bur(^  a*  bibibitt,  gibt:  

l+x8  =  (l+x«— 2cx)l/l+x«— 2cx. 
gri&cbe  bicfc  ®l  tn§  Ouabrat,  fo  toitb: 

(l+x8)2  =  (l+x2-~2cx)«.(l+x2— 2cx). 
©icrouö  ergibt  fid&: 
— 6cx+(12c«+3)x«— (8c»+12c+2)x8+(12c2+3)x^— 6cx»=0. 
3)it)ibirt  man  bicje  ®I.  hnxä)  6cx,  fo  crl^ält  man; 


2c  8c  2c 

toelc^eS  bic  bcrlnngte  reciprofe  ©Icid^ung  iji. 

20.  ©cifeen  Sänge,  Sreite  unb  ^bf)^  beS  ^araDeleptpebS  xi,  X2, 
xa,  ]o  liefern  bie  Sebingungen  ber  9lufgabe  folgenbe  brei 
®Ici(ä&ungen: 

(1)  Xi+X2+X8  =  29 

(2)  XiX2+X2X3  4-XiX8  =  271 

(3)  X1X2X8  =  819. 

9luS  biefen  3  ®I.  lönnte  man  jebe  Unbcfannte  bur(ä^  @Ii« 
mination  bejiimmen.  ftürjer  i[t  \t\>o^  folgenber  SBeg.  3ebe 
cubif(i6e  ®I.  l&at  3  SBurjeln  unb  mon  fann  [xä)  bo^er  eine 
cubij^e  ©leid^ung: 

x8+ax«+bx+c  =  0 
ben!en,  loel^e  bie  3  Unbefannten  xi,  X2,  xs  ju  SBurjeln 
l^at.    ©iefc  c\xi\\ä)t  ®I.  fann  man  mä)  §.  479.  (l)  leid&t 
bilben,  [ie  ifi  nömli(ä^: 

X»  — (Xi  +X2  +  X3)x2  +  (XiX2  +  XiX3  +  X2X3)X  — X1X2X3  =  0. 

2)ic  6oef ficienten  biefer  ®I.  finb  aber  burci^  bie  ®Iei(ä^ungen 
(1),  (2),  (3)  gegeben,  fie  tt)irb  bemnad^  fein: 

x^  -29x2+271x—819  =  0. 
3)ie  3  SOSurjeln  biefer  ®I.  fteflen  alfo  bie  fiönge,  Sreite 
unb  ^'6f)t  be§  ^arallelepipebs  öor.    SQ3eId&e  SBurjel  man 
afö  Sönge  ober  als  Sreite  u.  [  to.  betrad^tet,  iji  natürli(]^ 
glei(ä^gültig,  ba  beim  red^tminfligen  ^araflelepipebon  2änge, 
Sreit'e  unb  §ö^e  t)ertt)e(|felt  merben  fönnen. 
3ur  Qförtfc^ajfung  be§  feiten  ®Iiebe§  jefee  man: 
x=V8(y+29); 
för  biefen  gall  erl^alten  mir: 

y3_84y~160  =  0. 
9Wan  löfc  bieje  ^I.  mq  ben  trigonometrif(ä^en  gormeln  im 
§.  495.  VI,  meil  4p»>27q«  iji.    3ur  «uflöfung  l^at  man 
alfo  ben  SBinlel  Se  aus  ber  ©leid^ung: 
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ju  ine^nen,  loenn  p  =  84  unb  q  =  160  tji;  unb  man 
erl&ält  bann  bie  brei  SButjeln  unferet  ©leic^ung,  nämli^: 

yi  =  — l/Väpsine;  7«  =  — l/V8psin(60o+e); 
78  =  +V^.sm(60«»— c). 
IRun  ijl:     log3q  =  2,2041200 
logp  =  1,4471580 
log]/V»P  =  1,0246090 
log  sin  3c  =  9,7323530  - 10 
3e  =  32»40'48,68" 
e  =  10»53'36,32" 
60»+c  =  70«53'36,22'' 
600— e  =  49»6'23,78" 
logsinc  ==  9,2764209— 10 

logy  V»p  =  1,0246090 

log(-y)  =  0,3010299 

yi  =  -2 

log8in(60»-£)  =  9,8784810—10 

logKVsP  =  1,0246090 

log  (—y«)  =  0,9030900 

78= -8 

log  sin  (600+e)  =  9,9753910— 10 

logKV«p  =  1,0246090 


logyg  =  1,0000000 
78  =  10 
©o^er  xi  =  V8(29-2)  =  9,  x,  =  V8(29— 8)  =  7; 

Xa  =  Vs(29+10)=rl3. 
3Hfo  finb  Sänge,  Srette  unb  ^if)t  9,7  unb  13, 
21.  ^e'x^tn  bie  3  ©imenfionen   beS  ^aranele|)i|)ebs  »iebet  xi, 
xg,  xs,  fo  liefert  bie  Slufgabe: 

(1)  XiX8X8  =  p;  (2)  2xiXj+2xiX8+2x8Xs=b 
(3)  xi«+X2«+X8«  =  c«. 

«bbirt  man  bie  @I.  (2)  unb  (3),  fo  ^ot  man: 
xi«+xj«+X8*+2xiX8+2xiX8+2x»X8  =  c»+b  ober: 
(x,+X8+X8)«  =  c»+b;  bo^er: 
(4)  x,+X2+X8  =  T/c«+b. 
3tai)  ben  bei  ber  borigen  9lufgobe  angeiießten  Setrod^» 
tungen  erl^alten  wir  ou§  ben  öorfte^enben  ®I.  »ieber  eine 
cubif^e  Qil,  meldte  bie  Unbelannten  xi,  xs,  Xs  gu  SBurjeln 
l^at  unb  biefelbe  |ei|t: 
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X»  — (Xi  +  X2+X3)X*+(XiX2+XiX8  +  X2X8)X— XiXsXs  =  0. 

©c^t  man  nun  bte  bur(ä&  bie  ®I.  (1),  (2)  unb  (4)  gege» 
bcnen  ©ocffictcnten  biefer  ®t.  ein,  \o  toirb  bicfclbe: 

X»— x2l/c«+b+ Vabx  — p  =  0.  _ 

©c^t  man  p  =  144,  b=192,  c=13,  alfo   l/cM- b 
=  1/361  =  19,  fo  crl^altcn  toir: 

x»  —  19x2+96x  — 144  =  0. 
SBcnn  bie  ®I.  bur(ä^  ganjc  3ö$f^n  befricbigt  tocrbcn  !ann, 
\o  muffen  bieje  unter  ben  galtoren  ber  3^^!  144,  il^reS 
legten  ober  absoluten  ®Iiebe§  enll^alten  fein.  9lun  pnb  aber 
fämmtlid^e  ??aItoren  bon  144  folgenbe: 
1,  2,  %\  2»,  2*,  3,  32;  2.3.  2«.3,  28.3,  2^.3,  2.3^22.32,  23.32,  2^.32. 

3)ie  ganzen  3o^I^«^  xotXi^t  unjre  ©leid^ung  ju  SBurjeln 
l^at,  muffen  unter  biefen  entl^alten  fein.    @igentli(]^  müfete 
iebe  biefer  3<^^l^n  »"W  bcm  boppelten  "^txi^tw,  ±  genommen 
werben;  in    unfrer   Slufgabe   finb   inbeg  negatioe  3ö$Ien 
ni^t  julä^ig.     @e|t  man  biefe  gaftoren  an  bie  ©teile 
Don  X,  fo  finbet  man,  bafe  burcä^  ©ubpitution  22,  3,  22.3 
ober  4,  3,  12  bie  erl^altene  ®I.  annuHirt  toirb,  unb  fomit 
finb  bie  SBurieln  ber  @I.  3,  4,  12.  »gl.  §.  507. 
22.  ®er  ©urcä^meffer  ber  ®runbfl[äd^e  beS  ß^Iinbers  fei  x,  fo 
ifi  ber  ^albmeffer  V2X  unb  bie  ©ö^e  X+2V2  Zentimeter, 
folglid^  Snl^olt  ber  ©runbflö^e  V4x27r;  bal^er  Snl^alt  be§ 
6^Iinber§  =  V4x27r.(x+2V2).  3)emna$  ift: 
V4x27r(x+2V2)  =  240,33183;  ^ierauS  erhält  man: 
x»+2V2x2— 306  =  0. 
'     Sie  Sl^eiler  be§  abfoluten  ©liebeS  finb,  3,  6,  9,  17,  18 
u.  f.  tt).  S)urdö  ©ubflitution  t)on  6  für  x  wirb  bie  ®I.  in 
Slun  berwanbelt.  5Jlit]^in  ift  ber  ©ur^meffer  =  6,  alfo  bie 
§ö^e  =  6+2V2  =  8V2  eentimeter. 

3tt)eite  9lufl.  |)ei6t  ber  SJurd^meffer  ber  ®runbflä(3^e  beS 
ß^IinberS  d,  bie  ^ö^e  beffelben  h,  fo  ift  fein  3n^ölt 
V4d2h7r.  "^yxxi  ifi  aber  d  =  h-2V2;  alfo  liefert  bie  3luf= 
gäbe  folgenbe  ©I.: 

V4h7r(h  — 272)^  =  240,33183;  ober: 
hB^5h2+(.;,)2h  =  961:32^2 

7t 

©e^t  man  hierin  h  =  x+V3,  fo  erl^ält  man: 
x8— 2,0833333x—  304,842592  =  0. 

®iefe  ®Iei(i&ung  l^at  bie  §form  x»— px— q  =  0;  ba  aber 
4p3<27q2,  fo  mu6  biefelbe  nad^   §.  495.  IV  aufgelöft 
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tocrbcn.  3u  bem  3»«*  muffen  jlüci  ^ülfStoinfel  naä)  fol- 
flcnben  Sfo^i"^!«  bcrcd^net  loerbcn: 

8  

siny  =  ^l^VsP.  tang d  =  Ktang y^y 
.    bonn  l^at  man  blc  eine  reelle  SBurjel  ber  @l: 

9lun  t|i:  p  =  2,0833333,  *Uv  =  2,1111111 

q  =  304,842592;  3q  =  914,527776. 
log£=  0,3187587 
logl/V8P  =  0,2218487 
logSq  =  2,9611970 

logsiny  =  7,5794104-10 
y  =  0n3'3,15" 
V8y  =  0«6'31,57" 
logtang  Vjy  =  27,2783662 — 30 

8 

logl/tang  Vgy  =  9,0927887—10 
logtang  (J  =  9,0927887—10 
(J  =  7»3'30,26" 
2(J=14«7'0,52" 
logsm2(J  =  9,3872110—10 

log --^  =  0,6127890 

logl/V8P  =  0,2218487 

logx  =  0,8346377;  dfo  x  =  6,8333. 
S)at)er  iji:  h  =  6,8333+1,6667  =  8,5  eentimetct. 
23.  S)ie  ajJontelflädöe  eines  groben  S^IinbetS  ip  einem  ^tS^U 
(di  ild^,  baS  jut  ^ö'^e  bie  ^öl^e  beS  g^Iinberä  unb  §ut 
©runblinie  bie  *^}eri})l^erie  ber  ©runbfläd^e  beS  ©ijlinberS 
fiot.  Sit  nun  X  ber  SRobiuS  ber  ©runbflä^e,  h  bie  S^b^e, 
fo  ift  ber  3n]^alt  x'hrt;  bie  TOantelfläd^e  2xh7r;  bie  beiben 
@runbflä(^ett  äufammen  =  2x%,  olfo  bie  gonje  Oberfläd^e 
beS  SpHnber§  =2xhn:+2x*7r.  Sie  Slufgobe  liefert  bem» 
noc^  folgenbe  beibe  ®I.: 

(1)  x«h^  =  120;  (2)  2xh7r+2x»?r  =  200. 
^emna$  l^aben  ton  burd^  Sliminotion  bon  h  für  x  fol« 
genbe  @Ieid^ung: 

,     100    ,  120      „ 
x» XH =  0. 

ft  7t 
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S)tefe  ©letd^ung  l^at  bie  gfotm  x»— px+q=0  unb  tji  no(!^ 
§.  495.  V  ju  löfen,  benn  ^~y>27(~Y-  3ur  «uf- 
löfung  btenett  bie  Q'otmeln: 
sin  3« =-^77====;  Xi=l/*Äp.8inc;  Xj = W»  p.sin{60» — e). 

x»  =  — l/Vip.8in(60o+c). 

S)ei  le^te  Sffiut}eItDett]^,  al3  ne^otib,  lann  bet  Aufgabe  nid^t 

genttgen,  ed  bleiben  al|o  nur  bie  beiben  erjten  ju  beted^nen. 

^,  .„  100   ,,         400  120   „        360 

es  i[t:  p  =  -,  V.P=  3-,  q  =  — ,  3q  =  — 

log360  =  2,5563025 
log?r  =  0,4971499 


log3q  =  2,0591526 
logp  =  1,5028501 

log(3q:p)  =  0,5563025    (1) 
log  400  =  2,6020600 
log3?r  =  0,9742712 

logVsP  =  1,6277888 
logl/%p  =  0,8138944 

log -7!==  0,1861056— 1  (2) 

V*hV 

(1)  +  (2)  =  logsin  3e  =  9,7424081  - 10 
3£  =  33032'43,17" 
c  =  lP10'54,39" 
600-«  =  48o49'5,61'' 
logsin«  =  9,2876277 -10 

IogV^  =  0,8138944 

log  X,  =0,1015221;  alfo  x,  =1,263345 
log  sin(60o  -:sl=  9,8765783 — 10 
log  l/V8P  =  0,8138944 

logXs  =  0,6904727;  olfo  x,  =  4,903121. 
2)0  x%7r=120  fein  mufe,  fo  ergeben  [x^  :&ierou8  bie  bie» 
fen  Sffiertl^en  öon  x  entfpre^enben  2Bert|e  bon  h.  68  ijl 
nämli(i^: 

i.      120   .  . 
*'  =  i%5ba^er: 
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loghi  =  logl20— (21ogx+log7r) 

=  2,0791812-(0,2030442 +0.4971499) 
==  1,378987;  folglich  hi  =  23,93245. 
Sfcrncr  ijl  log  h,  =  2,0791812— (1,3809454+0,4971499) 
=  0,2010859;  folgli*  h,  =  1,588861. 

24.  2)cr  »abiuS  bcr  ®runbfläd^e  bcS  ffcgcis, 
al\o  BC  fei  x,  fo  Ijl  bcr  3n^alt  bcr  ®runbfläd&e 
=  x%.  3|i  nun  bic  ^öl&c  beffdben  =  h,  fo 
ift,  ba  ber  ftegel  gleid^  ijl  bem  britten  %f)dU 
eines  g^IinbcrS,  Der  mit  il^m  gleici^e  ®runb= 
fläche  unb  glei(ä^e  ^öl^e  l^at,  ber  3n]^alt  be§ 
ffcgelS  =\'^%7t,  unb  »eil  berfelbe  a  be* 
trägt,  fo  iji: 

(1)  V8x2h7r  =  a. 
3ur  Seftimmung  ber  2HanteIobcrfIödöe  beS 
ftegelS  muffen  toir  junäc^ft  bie  ©citenlinie 
AB  6ere(^nen.  3^^^^^  ^^^  ^^^  0^^^  AG  =  b  unb  au^ 
beu  SRabiuS  BC  =  x,  fo  erhalten  mir  boS  rec^t».  2)reiccf 
ABC,  tDorin: 

AB«  =  AC2+BC»  ober  AB«  =  h«+x2;  alfo  AB  =  l/h«+x^ 
9?un  ift  ber  SRontel  eines  geraben  ftegelS  einem  2)reiedt 
g(ei($,  meld^eS  bie  Seitenlinie  }ur  C^öl^e  unb  ben  Umfang 
ber  ©runbflöd^e  jur  ©runblinie  löat.    ^iernatj^  ift,  bo  ber 

Umfang  ber  ®ruubflä(]^e  =  2x7r  unb  bie  $ö^e  =l/hM^, 

ber  3n]^alt  bcr  TOantcIfläd^c  =x7cViH^.  ®a  nun  bic 
Oberfläci^e  ber  ®runbflä(3&e  x%  beträgt,  fo  iji  bie  ganje 

ftegeIo6erfIä(]^e  =x7tVW+x^+x^7c.    es  iji  alfo: 


(2)  X7r.l/h2+x«+x«7r  =  b  ober: 

x^/r— b  =  — X7rl/h«+x«.    |)ierauS  folgt: 
(3)  b«x%2  =  b«--2x«b7r. 
©e^t   man  aus  (1)  ben  aSertl^  für  x«  in  (3), 


galten  toir: 
3a7rh«— b2h  = 


fo  er« 


bV 


2b 
■6ab  ober  h«  — g^h  = ;  l^ierauS  folgt: 


'^^eiLiR-^J-?^»^^^«'^^^^- 


3a 


5Rad&  (1)  ip  x*  =  ^,  olfo  na^  ginfe|ung  beS  SBett^eS 
füt  h  iji: 
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n 


2b 

3a  1  3a   6a;r+l/  K^zai)      n 


b'+l//fe'Y    2b      ^/b«Y     >/b»Y    2b) 


25.  3ft  toicbcr  x  ber  «abiu^  bct  ©tunbfläd^c,  h  bic  ^^t  bcö 
ftcflcis,  fo  iji  beffen  Snl^alt  =  Vsx^iiTr.    ®ie  aRantelfläd&e 

ijl,  ttic  in  bet  borigen  9lufgabc  =  xtt.I/xM^.  ®ie  2luf« 
gäbe  liefert  l^iernad^  i>i^  bciben  ®Iei(3^ungen: 

(1)  x2h7r  =  3.7V2  unb  (2)  X7rl/xM=P  =  25. 
grl^eben  tt)ir  bie  ®I.  (2)  in§  Ouabrat,  fefeen  bann  ouS  ®(. 
(1)  ben  fflertl^  für  h  in  biefe  ein,  fo  erl^alten  toir: 

©e|en  mir  x«  =  y,  fo  erl^alten  wir  bie  ®l.: 

3)iefe  ®f.  iji  noci^  §.  495  V.  oufjulöfen;  benn  eS  ift: 

K(S)T>K(¥)T 

Sie  Qformeln  jut  3luflöfung  finb: 
sin3c  =  -^-|=;  y,=l/*/8^8inc;  y2=l/5Ä^.sin(60»-e); 

ys  =  —  l/*Äp!sin(60o+fi). 

%n  \t%\t  2Bertl&  liefert  für  y  einen  negotiöen  SGßertl^,  olfo 
für  x  =  ^/y  etrooS  ^moginäreS  unb  ift  ballet  ntd^t  ju 
braud^en.    @S  bleiben  alfo  bie  beiben  erften. 

„      .,,  /25V  /22,5V 

9lun,ft:p  =  (-),q  =  (-^) 

log3q  =  2,1871865 
logp=  1,8015802 

log(3q:p)  =  0,3856063  (1) 
logV»p  =  1,9265189 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    432    - 


logl/VsP  =  0,9632594 

log.->L=  =0,0367406-1  (2) 

V*/»V 

(1)  +(2)  =  logsinSe  =  9,4223469  - 10 
3e  =  15»20'3,82'' 
e==506'41,27" 
60»— e  =  54«53'18,73'' 
logsine  =  8,9498464 — 10 
logV*/eP  =  0,9632594 
logyi  =0,9131058—1. 
6ä  ip  nun  x*=y;  olfo  xi=l/yi  ober  logxi=Vslogyi; 
folglt^;  logx,  =  0,9565529— l;-boöer:  x,  =0,9048006 
logsin  (60»  -^=  9,9127717  — 10 
log  KV6P  =  0,9632594 

log  y,  =0,8760311;  bol^er: 
logXj  =  0,4380155;  folglit^: 
xj  =  2,741672. 
S)er  Stabtus  bet  ©runbflä^e  iß  ^tetnac^  enttoebet  0,9048006 
obet  2,741672.   2)ie  entf^re^enben  S^ert^e  bon  h  ergeben 

log  22,5  =  1,3521825 
logx«  =  0,9131058-1 


dfo  log(^^W  1,4390767 
log?r  =  0,4971499 

olfo  log  h,  =0,9419268 

h,  =  8,748363. 

gbenfo  pnbet  mon:  h,  =  0,952755. 

26  a)  2)ie  jlugel  toerbe  bom 
fünfte  A  QU§  in  brei  Sl^eile  ge« 
t^eilt.  @§  ift  <A\o.  boS  ftuge^ 
fegntent  I  qkxä)  bem  ftugelfeg« 
ment  III,  gleii!^  bem  SSoIumen  U. 
Sßtr  muffen  nun  bie  beiben  SiviqfU 
fegmente  burc^  ben  ihigelrobius 
1  unb  ben  9lobiu8  ber  begrön« 
jenben  ÄreiSebenen  BC  unb  EC 

j^^ '  =x,  auäbrüden.  ßl&e  wir  ober 

in  ber  3lufl5fung  weiter  ge^en, 
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muffen  tDtt  juöor  baS  aSoIumen  be§  ftugclabfd^ntttes  6e« 
te(äEincn.  3)erfelbe  ifi  bie  ©iffcrcnj  jtoijd^en  einem  flugel« 
QuSfd^nitt  unb  einem  getaben  ffegel.  ®en  ffugelauSf^nitt 
fönnen  toxx  un§  iufammengeje|t  benfen  aix^  unenbli(3&  öielen 
unb  unenblic^  Keinen  ^^ramiben,  bie  mit  ber  ©pi^e  im 
2RitteIpunIte  ber  ffugel  jufammenftofeen  unb  beten  ©runb* 
flögen  bie  Elemente  ber  ben  flugelauSfti^nitl  begrenjenben 
ftugeljone  ftnb.  ®a§  5SoIumen  be§  ftugeIauS|(i^nitle§  iji  bie 
©renje,  welcher  fid&  bie  ©umme  ber  ftegel  befto  mel^r  nöl^ert, 
ie  gröfeer  il^re  Slnjal^I  ip.  3ft  alfo  bie  Slnjaöl  ber  ßegel 
unenblid^  grofe,  \o  iji  bie  ^öl^e  eines  jeben  bem  ftugelrabiuS, 
ben  mir  mit  r  bejeiiä^nen  tooile;!,  glei(|  ju  fejen;  finb  ferner 
bie  ©runbflöd^en  ber  einjelncn  ftegel 

=  V3rfi  +  V8rf2+ Vsrf3+....=  V8r(fi+f2+f8+  ...). 


3)ie  ©umme  fi+f2+fs+...  maci^t  aber  bie  ben  ftugetauS» 
fd^nitt  begrenjenbe  flugeljone  ouS.  Siefe  Sfugeljone  ift 
=  2r7rh,  menn  h  bie  ^ö|e  ber  ffugeljone  ift.  9llfo  ift  ber 
ff ugelau§f(i^nitt  =  Vs^^h^.  S)ie  gformel  für  bie  flugeljone 
finbet  man,  mie  man  bie  Oberflä^e  ber  ganjen  ffugel  fin» 
bet,  inbem  man  fici^  biefelbe  entftanben  benft  burd^  SRotation 
eines  SogenS  um  eine  ^(3&je  unb  in  biefem  öogen  fid^  einen 
%\^t\l  eines  regulären  ^ol^gonS  Don  unenblid^er  ©eitenanjal^l 
befd^rieben  benft,  meld^eS  ^ol^gon  bann  eine  ©umme  t)on 
abgelttrjten  flegelfläd^en  bei  ber  SRotation  befd^reibt.  3)er 
ßegel  AOB  ift  =  V8X«7r.D0  =  VaxMr -h).  Sieben  mir 
ben  ftegel  bom  flugelauSfd^nitt  AOBC  ab,  fo  bleibt  baS 
©egment: 
ADBC  =  Vsr^TT—  V8x2r7r+ VsX^hTT  =  V37r(2r%— x^r+x^h). 
®le  ©röge  h  brandet  in  biefer  gormel  nid^t  gegeben 
JU  fein,  biefelbe  mirb  burd^  x  unb  r  beftimmt.  3n  bem  bei 
B  red^tm.  ©reiedt  FCB  ift  DF=r2r— h  unb  DC=h  unb 
meil  in  jebem  red^tm.  S)reie(!  baS  Duabrat  über  ber  aus 

9tulanb,  ftoflMmtgen  lH.  28 
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ber  @pi^e  bed  ted^ten  SßtnfelS  auf  bte  ^^poienufe  gefällten 
©enlred^ten  glcid^  bcm  Sleddtedte  ous  ben  ^roiectionen  ber 
beibcn  ff  atmeten  t[t,  fo  ifi: 
x«=h(2r--h)  ober  h«-2rh=— x»;  mitbin  h=r±l/ra— x«. 
3n  unfrer  ^lufgobe  iji  natürlidd  ber  flugelabfd^nitt  Heiner, 
ald  bte  f)QlbIuge(,  aljo  h<r,  bemnodd  bod  untere  3^i<$^n 
ju  nehmen,  ©efeen  toir  biefen  SBert^  in  ben  obiaen  31u5= 
brud  be§  ßugelabjiä^nttteS,  \o  nimmt  ber{el6e  bie  Qrorm 

Vr{2r'— (x«+2r«)l/r2  -  x«} 
on,  beten  SRi^tigfeit  mir  in  SSorftel^enbem  nad^gctoiefen  ]§o6em 
2)a  nun   für  ben  ffugcirobiuö  r  unb  ben  3fabiu§  ber 
begrenjenben  ÄreiSebene  x,  baS  SBoIumcn  beg  entfpred&enben 

ftugcIabf(^nitte§=V8^{2r»— (x«+2r2)l/r«— X'},  \o  \\t  für 
r=l  gefegt, 

»olumen  I=S5oIumen  ffl= V3^{2— (x«+2)VT^^} 

6S  ifi  nun  SSoIumen  I+9?o(umen  111=2 .  SBolumen  11= 

2mal{  SBoIumen  ber  ftugel  — (I+III)}  ober 


Vs^  {2-(x«+2)l/T=^  { =  2  {Vs/r  -  Vs/r[2— (x«+2l^l-  x*]} 
©iöibirt  man  biefe  ®l.  burd^  Vs^.  cnttoidclt  unb  otbnet 
fie,  \o  tx\)(Üt  man: 

x«+3x*  — »V9=0. 
2Bir  fej^en  nun  jiatt  x^  bie  neue  Unbcfannte  y  unb  er« 
galten: 

Se^t  man  l^ierin  y=z  — 1,   um   ba§  jWeite  ©lieb  fort« 
juf Raffen,  fo  mirb: 

z»— 3z— "/9=0. 
3)ie  S^orm  biefer  ®Iei(]^ung  ift  z»— -pz— q  unb  ba  4.3'> 
27.(%)^  fo  pnb  bie  gormeln  nati^  %.  495  VlinSIntocn« 
bung  ju  bringen.  S)o  x=^/y,  fo  mufe  y  pofitib  fein, 
unb  folglid^,  weil  y  =  z— 1,  fo  mu6  au^  z  pofitit)  fein. 
9llfo  iji  Don  ben  3  SCBurjeln,  »eilige  §  495  VI  liefert,  nur 
bie  lefete  anwenbbar.    ©emnac^  ift: 

smSe  =  -^'Ti~=,  z=l/v^.sm(60o+ß). 

9lun  ift:  p=3,  q="/9;  V8P=4;  l/*Ap  =  2; 

logsin3e  =  9,8908555  —  10 
36  =  5lo3'27,2'' 
e  =  17or9,l" 
600+ß  =  77n'9,l" 
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log  sin  (600+fi)  =  9,9887575  -  10 
logV^  =  0,3010300 

log  z  =  0,2897875;  ba^cr  z  =  1,9488904; 
alfo  x2  =  7  =  0,9488904 
log  (x«)  =  1,9772161 

log  x=  1,9886080;  olfo  x=0,97411 
6S  ift  folgtid^  bct  SRabiuS   bcr  bic  äußeren  ftugelfcgmcntc 
bcgrcnjenbcn  ftrei§e6cnc= 0,97411. 
26.  ß)  3n  biefer  gigur  fei  AN  bcr 
aiabiuS  bct  |)alb!ugel,  alfo  r=l, 
EM=h  bic  f)ö^c  beS  Äugelab» 
fd^nittcS,  MD=x  bcr  9labiu§  bcr 
©runbflöti^c  bc§  Äugelabf(i^nitte3; 
gcfud^t  toirb  MN.    S)a  nun  EN 
=  1,  fo  toirb  MN=1-ME= 
1-h. 

SEßir  tooDen  nun  junäiä^ft  bie  ^öl^e  h  bcS  o6gef(3öntttenen 
ifugeIa6f(iÖnitte§  bejiimmen.  3^  '^^^  3tt)C(Ie  muffen  mir 
auöbrüdcn,  bafe  ba§  SSoIumen  beS  Äugelabfd^nittc§  CEDM 
=  ber  |)älfte  bcr  f)a(6fugeI  =  V3r%  ober  ba  r=l,  glcici^ 
Vs^  fein  mufe.  SKun  ift  baS  3SoIumen  be§  ff ugelabf^nittcS 
naSi  ber  borl^crgc^enben  ?lufgabe 

=V8^(2r8h-x«r+x%). 
2lu8  biefem  2lu§bru(f  mu^  x,  tt)eI(!(ieS  bie  in  ber  gigur  an= 
gegebene  Sebeutung  l^at,  toeil  e§  nid^t  gegeben  iji,  tt)egge« 
fd^afft  werben.  5Run  ift  ober  ebenfalls  nad^  ber  borigen 
Aufgabe  x2=h(2r  — h)=2rh— h^  ©efeen  toir  biefen 
SQBert^  in  bie  borige  tJormel,  fo  ift  ber  3n|alt  bc§  ffugel* 
abf(i^nitteS=V3^h^(3r— h).  Sefecn  tt)ir  nun  1  ftatt  r,  fo 
toirb  nad^  bem  Obigen  bie  ©leidgung,  loeld^e  bie  3(ufgabe 
löfi,  fein: 

V87rh»(3— h)=V8^  ober  h^— 3h2+l=0. 
@e|t  man  jur  SBcgfd^affung  beS  jweiten  ©licbcS  h  =  y+l, 
fo  toirb: 

y»-3y~l=0. 
S)iefc  ©Icid^ung  ^at  bic  Sorm  y»  — py— q=0  unb  ift, 
toeil  4. 33 > 27.1«  toieber  nad^  §  495  VI  ju  löfen.  3)a 
h<r<l  iji,  fo  muß,  toie  au§  ber  ©leid^ung  h=y+l  l^crüor= 
gcl^t,  y  negatib  fein  unb  jtoar  feinem  abfoluten  SBertl^e  nad^ 
<  1.  C)icburd^  ift  junöd^ft  ber  britte  SBcrt^  für  y  unjuläffig, 
toeil  er  poptib  ift  unb  c§  bleibt  jur  9luflöfung  ber  @I. 

sin3€=^-y^;  yi=-l/%p.  sinfi;y2=— l/VÜp.sin(60o-6) 
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6ö  toirb  fld§  fftxmä)  ergeben,  bog  anäf  ber  jiDeitc  SBettl^  füry 
unbraud^bat  iß,  toeU  er  abfolut  größer  als  1  iß.   3tnn  iji: 

p=3,q  =  l,V3P=4,l/v;;^=2;|;7==V2;  ^  =  1;  aljo 

sin3ß  =  V2,  3fi=30ö. 
©ienod^  ift  yi=  — 2sinlOO;  72=— 2 sin 50^  6§  ifl  nun 
logsin  100  =  9,2396702—10 
log  2  =  0,3010300 

log  (-yi)  =1,5407002; 
alfo  yi  =  — 0,3472963. 
®a  logsin  500=9,8842540—10  ip,  fo  toirb  natürli(]&  log 
( — y«)  poptit),  alfo— y2>l  unb  iß  barum  unbraudSibar. 
Sür  bie|)ö]&e  beS  Äugelabfcä^nitteS  iß  h=y+l;  bie  eigent* 
l\ä)  gefud^tc  Entfernung  ber  ©d^nittebene  öon  ber  ®runb* 
fläd^e  ber  ^albfugel  ift  aber  r  — h=l  — li=— y;  alfo 
iji  pe  0,3472963. 

27.    3)er  ftreiS  um  M  al§  5KittcI* 
punit    fei  ein    größter  iheis.     3Ron 
fd^neibe  burd^  bie  6bcnc  beS  parallel« 
lreife§  AB  ben  flugelabfdönitt  ACBO 
ab,  jiebe  bie  beiben  SRabien  MD  =  r 
unb  OB  =  Q,  ferner  AM  unb  BM,  fo 
ift  BOM  ein  red^twinÜigeS  ©reiedt.   Se» 
seidenen    mir   ben   2RitteIt)unIt§tt)in!eI 
AMB  mit  a,  fo  ifl  SCßinfel  OMB= Vä«. 
9luniP:  OB:MB=e:r=sinV«a,  alfo 
^=r8inV2«;  bal^er 
^«=(rsinV2a)*. 
5Run  ift  ber  ftreis  beS  ftugelabf^nitteS  um  0=^%; 
bal^er  iß  aud^: 

^%=(rsin  V2a)%. 
9lun  iß  bie  Dberßäd^e  ber  Kalotte  ober  ftugelfd^ale  gleid^ 
bem  ^robuftc  ou§  bem  Umfange  eine§  größten  i?ugelfreife§ 
unb  i^rer  |)ö^e.    5Run  iß  bie  |)ö]^e=OC,   foIgli(|  iß  bie 
Dberßäd^e  berfeIben=2r7r.0C.   Um  nun  00  j^u  beßimmen, 
ertoöge  man,  baß  in  bem  red^ttt).  Sreiedf  BOM 
M0^=MB2— B0«;_olfo_ 
M0=1/MB2— B02=l^r2  —  ß«. 
9lun  iß  M0=MC-0C=r-0C;  ba^er 
r  — 0C=l^r2-ß«;  foIgIid& 


OC=r -1/r^  -  e«  =  r!l -j/l -^'j- 


©al^er  iß  alfo: 
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!'-lA^i 


2m.OC=2r27r; 

^mmäi  i|i  bie  gcfammte  Obcrfläciöc  bcs  ftugclabfd&nittcs, 
bic  fi(!ö  jufammcnfe|t  auS  ber  g^Iäd^e  bc§  ffreijeS  um  0 
unb  ber  ©alotte: 

(rsinV2ö)*^+2r27r j  1  — l/l  -^ 

®a  nun  btefe  Dberfläd^c  nad&  ber  Slufgabc  anäf  bcm  3n« 
Italic  be§  größten  ffugelfreijeS  aIio=r27r  ift  fo  j^aben  toir 
bie  ©leid^uug: 

r^(sinV2«)*+2(l-l/l  -  ^)|=r'^  ober 
sin  V2a«+2^1  -l/l  -^)  =  1. 

9lun  ifi  ^  =sinV2a^  unb  l/l  —  sinV2a*=cos  72«;  bal^er 

l^aben  toir  iej^t: 

sin  V2«^+ 2(1  —  00872«)= 1. 
SBeil  ferner  sin V2a*=l— cos Vä«^/  fo  erl^dten  toir  fd^lieB(i(^: 
1  —  cos*/2a^  4-2  —  2  cos  72«= 1  ober 
cos72«^+2cos72a=2. 
@c|t  man  in  biejer  ®I.  cos72a=x,  \o  iji: 
x2+2x=2;  folgl.  x=-l+^/3= 0,7320508;  bal&er 
cos72a==0,7320508;  logcos72a=9,8645412— 10; 
mithin         72a=42o26'294";  a=85o52'58,2\ 
28.  a)  S)ie  3lufgobe  liefert  bie  ®{ei(^ung: 

cotx=2sinx  ober  - —  =  2sinx  ober 
sinx 

cosx=2sinx*. 
©e^en  toir  nun  cosx=y,  fo  toirb  y=2(l— y^)  ober 
y*+72y  — 1=0.    hieraus  finben  toir: 

—  1  +  1/17 

y= =  COSX. 

2)aS  untere  3^1^^"  ^f*  ^^er  nid^tju  gebrauten,  benn  für 
baSfelbe  toürbe  y=cosx  negatiü  unb  übfoIut>l.  6S 
lann  überl^auptx  nic^t  jtoifd^cn  90  <>  unb  180<>  ober  jtoif^en 
180 0  unb  2700  Regen.  3nt  erften  SoK^  tt)äre  aber  sinx 
pofitit),  cotx  negatib,  alfo  fönnte  jelbftüerfiänbliciö  nid^t 
cotx=2sinx  fein.  3m  jtoeiten  tJalle  toäre  cotx  pofitiü, 
sinx  negatib,  alfo  aud^  toieber  bieSIeid^ung  cotx=2sinx 
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eine  Ungeretmtl^ett.  ^S  bleibt  UmmSf  für  cosx  ber  eine 
aSert^  V4{~i+Vl7}  übrig.  9iun  iPI/l?  =4,1231056; 
alfo  C08X  =  0,7807764 

log  cos  X  =  9,8925267  —  10 
x=38040'5,8" 
2Bit  Ratten  anä)  sinx  finben  !5nnen,  nämlid^ 

=vr.^±Y^^^^=±V  -  V.  -.  v.i/17 

^ier  ift  bad  boppelte  S^^^^^  geflattet.  Surd^  cosx  = 
0,8707764  »erben  nämlidö  für  x  jwei  SBert^e  befiimmt, 
ber  öorl^in  beredftnete  unb  feine  grgänjung  ju  360o,  toir 
tooütn  fagen  x  unb  3600— x.  jiyf  i^en  le^teren,  ber  im 
öierten  Ouabronten  liegt,  bejiel^t  pd^  baS  negatiüe  Sor^ 
jeid^en  in  ber  gormel  für  ben  SinuS.  ©üfe  le^tercr  Sßinfel 
ber  Slufgabe  genügt,  ergibt  ^ä)  gleich;  benn  toenn  cotx= 
2sinx,  fo  ip  au(3&— cotx  =  — 2sinx,  b.  1&.  cot(360<> — x) 
=2sin(360o— X).  Son  0  bi§  4  SRed^ten  gibt  eä  dfo  jtoei 
aSßinfel,  bie  ber  Slufgabe  genügen,  nämli(^  38<>40'5,8"  unb 
3600  — 38o40'5,8\  SSßoaen  tt)ir  bie  üttgemeine  Söfung  ber 
Slufgabe,  \o  muffen  tt)ir  aud&  ben  SäJinfel  reSp.  Sogen  über 
3600  ntit  in  Setrad^t  jiel^en,  unb  ba  nun  alle  trigonome» 
trifd^e  gunftionen  beS  SogenS  n.360o+a  gleid^  finb  ben 
entfpred^enben  öon  a,  mo  n  jebe  pofitiöe  ganje  Qa^  fein 
!ünn,  jo  ift  Ilür,  baß  einerfeits  afle  in  ber  gformel 

n.3600+38040'5,8" 
enthaltenen  Sogen,  anbrerjeits  bie  in  ber  fSformel 

n.360o+(360o—  38o40'5,8'0 
entl^altenen  ber  5Iufgabe  genügen.    3)ie  beiben  Formeln 
lönnen  toir  alsbann  natürli^  aud^  in  bie  eine 

n.3600  +  38040'5,8" 
jufammenfaffen. 

28.  ß)  ®ie  ©leid^ung  tangx  =  cosx  gibt  für: 

ober:  y'H-y  =  l;  alfo  y=-V2±l/V2. 

2)a§  untere  3^'^^"  ift  ju  öertoerfen,  toeil  eS  einen  SBertl^ 
für  y=sinx  liefert,  ber  abfotut>l.   ?llfo  ift 
sinx  =  V2(— 1  +  1/5)=  V2(—l+2,236068)=0,618034. 
®emnad&  ift  logsinx  =9,7910124  —  10 

X  =  38olO'21,7" 
®a  sinx  nur  einen  pofitiöen  SBert^  l^at,  fo  !önnen  im 
3.  unb  4.  Quabranten  feine  ber  3lufgabe  genügenben  SBinfel 
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liegen,  tt)ie  au(|(  ou§  bem  SJorjci^en  ber  trigonometrif(3&en 
gfunliionen  in  biegen  Quabranten  bon  felbji  Hör  ift.  2)er  q.uS 
ber  ©leid^ung  sinx= 0,618034  folgenbe,  im  2.  Duobronten 
liegenbe  SBert^  für  x  genügt  bagegen  ber  3lufga6e,  bo  fotool^I 
— tangx=tang(180<>— x)  qI§  au$— cosx=cos(180o-^x)  ift. 
Unter  4  Siebten  genügen  al\o  nur  folgenbe  SBinfel: 
38olO'21,7"  unb  180»— 38n0'21,7",  bie  wir  anä)  üuf 
folgenbe  Söeife  f(5reiben  fönnen: 

90o_-5io49'38,3"  unb  90o+5lo49'38,3''. 
®ü  nun  aüegfunftionen  be§  SBinfelS  ober  S3ogenS  n .  360<>+a 
glei(3^  finb  benen  beS  93ogen§  o,  toenn  n  eine  gange  3o^t 
ift,  jo  ip  Har,  ba§  anä)  alle  in  folgenben  2lu§brü(Ien  ent- 
l^altenen  2öin!el  ber  Slufgabe  genügen: 
n.3600+900— 5lo49'38,3"  unb  n.360o+90o+5lo49'38,3" 
ober:  860o  =  4.90o  gefegt. 

(4n+l).90o±5lo49'38,3". 

28.  y)  ®ie  ®(et(3^ung  ift:  tangx=sinx+cosx  ober 

sinx 

=  sinx+cosx. 

cosx 

@e|en  toir  cosx  =  y,  f ojoirb  toeiter 

T/l  --  y^  =  jVl  —  y^+y^  toorauS  folgt: 
(1— y)l/l  —  y2  =  y2;  hieraus  erl^allen  toir  enblid^: 

y*-y^+y-V2  =  0. 
2Bir  tooHen  biefe  ®l  beS  bierten  ©rabeS  nad^  ber  9!eto^ 
ton'j^en  3Keti^obe  auflösen. 
aHan  fe^e  §.  509.    SSßir  je^en 

N  =  y*~r+y-V2. 
S)a  y  =  cosx  ift,  fo  lann  bie  (Sleid^ung  feine  SBurjeln 
l^aben,  bie  >  1  finb,  ober  toenigjienS  fönnen  ton  biefelbe 
für  unfere  ?lufgabe  ni(!^t  gebrauten,  toenn  fie  foI(!^e  j^at. 
gut  y  =  0  toirb  N  =  — V2;  für  y  =  l  wirb  N=+V2. 
2)a  biefe  beiben  SOBertl^e  öon  N  t)erj(!^iebene  3Sorjeicl^en  ^aben, 
fo  liegt  ätt)ifd^en  0  unb  1  toixtüä)  eine  SQBurjel  ber  @Uu 
(^ung.  ©e|en  wir  y  =  V2<  fo  wirb  N  =  — Vie.  355ir 
wiffen  alfo  ie^t  fd^on  genauer,  baß  biefe  SSßurjel  jtoift^en 
V2  unb  1  liegt  unb  jwar  nal^e  an  V2,  weil  N  für  y=V2 
Ja  fd^on  fo  flein,  nämlid^  — Vie  toirb.  SOäir  t)erj[u(]^en  nun 
folgenbe  Berthe  für  y:0,6;  0,7;  0,8;  0,9.  3für  0,6  wirb 
ober  N  =  0,0136.  ®a  biefeS  pofitit)  ift,  f 0  braudden  wir 
bie  anbern  SBert^e  nid^t  ju  berjud^en,  weil  jefet  fi(|  fd&on 
]^erau§gefteflt  ^at,  baß  bie  SBurjel  jwifc^en  0,5  unb  0,6 
liege.  aSir  nehmen  nun  0,5  al§  n  an  unb  fud^en  bie  6or= 
reftion  h.  3^ür  y=n  =  0,5  ift  N  =  — Vie.  5iun  ift 
Ni=4n3  -3n2+l=4.(V2)'~a(V2)Hl=V4-  Semnac^ wirb: 
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h  =  -  ^  =  (+ Vf):  Vi  =  0,083. 

SBir  l^üben  olfo  f(3&on  einen  genüueren  SBertl^  ber  SBurjel, 
nöntlidö  0,5+0,083  =  0,583.  Um  nun  gu  biefem  neuen 
SSßertl^e  bie  ßorreltion  h  ju  pnben,  muffen  toir  N  unb  Ni 
für  y  ober  n  =  0,583  berechnen,  gfür  biefen  SBertl^  toirb 
N  =-:  0,1155246  —  0,1981553+0,583  —  0,5  =  0,0003693 
oljo  fe^r  flein,  \o  bafe  ber  SBertl^  y  =  0,583*  fd&on  giemlici^ 
genou  ifi.  3)a  biefer  2Bert^  öon  N  pofttiü  iji,  fo  toiffcn 
h)ir  \ä)on,  bag  bie  tDul^re  SBurjel  etoaS  Heiner  ifi  als  0,583, 
fo  baß  h  negatit)  jein  mufe,  toaS  fi(i^  nad^^er  ergeben  toirb. 
6§  ift  nämli^: 
Ni=4n»-3n«+l=0,7926212-l,019667+l=0,7729542; 

alfoh--^ 0^2003693__  , 

aljo  ü  -      jj^  —  077729542  ^  ^  0,00047778 

C)iena(i^  ift  alfo  ber  britie  9löl&erung§tt)ertl^ 

y  =  0,583-0,00047778  =  0,58252222. 
Um  nun  ju  fel&en,   »ie  genou  biefer  SSßertl^  ifi  unb  um 
nötl^igenfaÜS  eine  neue  Sorreftion  gu  finben,  muffen  toir  N 
für  y  =  0,58252222  beregnen;  ^ienad&  ift: 
N  =  0,1151463— 0,1976685+0,58252222  -  0,5 

=  0,6976685  —  0,6976685  =  0. 
S)er  aSßert^  Don  N  ift  alfo  in  ben  7  erflen  ©ccimalfteüen 
ni(!Öt  mej^r  bon  9lufl  t)er|(3&ieben.    9lI{o   ift  ber  gefunbene 
fflertl^  bis  auf  feine  le^teren  ©ecimalfteüen  genau,  ßieburd^ 
ift  eine  SBurjel  ber  ©leid^ung  gefunben.    ®§  ift  alfo: 
y  =  cosx  =  0,58252222 

log  cos  X  =  9,7653125  — 10 ;  alfo 
x  =  54o22'18,62". 
S)ie  ®Iei(^ung  y*— y*+y— V2  =0  ^at  aber  nod^  eine 
anbere  SSßurjel  jtoiitpen  0  unb  —  1,  bie  unjrer  Aufgabe 
genügt,  gür  y  =  0  mirb  nämli(!ö  N  =  —  V2  toie  oben;  für 
y  =— 1  ober  ift  N=V2/  fo  bofe  olfo  oud&  toieber  bie 
beiben  SBert^e  Don  N  entgegengefejte  Seichen  l^oben,  olfo 
jtoifd^en  0  unb  —  1  eine  Sffiurjel  unfrer  @l.  liegt,  gfür 
y==  — 0,5  toirb  N  =  — ^Vie,  \o  bog  olfo  bie  gejud^tc 
SBuriel  jtoijd&en  —  0,5  unb  —  1  liegt.  SBir  muffen  nun 
bie  SBert^e  (—0,6);  (—0,7);  (-0,8);  (—0,9)  Derfudjen. 
2Bir  finben  bonn  bie  entjprec^enben  N=  — 0,7544,— 0,6169, 
—  0,3784,-0,0149.  2)o  olfo  bie  ben  SBert^en  (—0,9) 
unb(— Ij  entfpred^euben  N,  nämlid^  (—0,0149)  unb +0,5, 
entgegengefe^te  3^^^^«  l&oben,  fo  liegt  bie  gefu(i(|te  SBurjel 
jtoif^en  (—0,9)  unb  (—1).  SBir  je^en  nun  n  =  — 0,9 
unb  erholten 
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N=— 0,0149  unb  N,=4.(-0,9)»— 3.(— 0,9)«+l=-4,346; 

.t  1.  N  —0,0149  AAAOiO 

alfo  h  =  -^=--^j^=-0,00343; 

olfo  ip  ber  genauere  SBertl^: 

y=— 0,9  — 0,00343  =  —  0,90343. 
2)iefen  SBertl^  fe^en  wir  lieber  =  n  unb  \näitn  bie  ent« 
fpreci^enbe  ßorreftion  h.    ^kmäy  ifi 

N=+0,6661592+0,7373667— 0,90343— 0,5=0,0000959 
Ni  =—2,9494668-2,4485574+ 1  =  —  4,3980242 ;  aljo 

h  =  -  ^114^241""+^^^^^^^^^^^^'  ©ernnac^  tft: 
y = — 0,90343+0,0000218052 = -  0,9034081948. 
Um  ju  finben,  o6  N  für  biefen  SQBert^  glei$  5ßuII  tt)irb  unb 
nöt^igenfoHS,  um  bie  neue  ©orrettion  ju  erl^olten,  l^aben  wir 
N  =  1,4034080  — 1,4034081  =  -  0,0000001, 

dfo  bi§  auf  eine  ©inl^eit  ber  fiebenten  ©ecimalpefle  ber 
5ßuII  glei(3^.  6ine  neue  ßorreltion  iji  bal^er  an  ben  fieben 
erften  ©ecimalfleüen  ni(^t  me^r  anzubringen.  5)emna$  ift 
bie  negatiDe  SBurjcI  unfrer  @Iei(]&ung  =  — 0,90340819  unb 
es  iJi:      cos x=  — 0,90340819.  5Run  ift: 

cos(180o-~x)  =  0,90340819;  alfo 
log  cos  (1800  -  x)  =  9,9558840  — 10 

1800- x  =  2502324,97";  dfo  x=154036'35,03" 
28.  d)  6§  l^anbeü  fid&  l^ier  um  bie  Sluflöfung  ber  ®Iei(^ung: 
sin  x+ cos  x+tangx  =  2. 
SQBir  fe^en  nun  sinx  =  y  unb  l&aben  bann 

y+l/l=J5+  y^,  =  2  ober 

(y-2)l/f=^=y«-  y- 1. 
@nttt)i(felt  man  biefe  ©(eicä^ung  unb  orbnet  fie,  fo  erl^alten 
'  toir :  y*— 3y3+y2+3y— 1 V2  =  0. 

2Bir  beregnen  bie  SBurjeln  biefer  ©lei^ung  toieber  nac^ 
ber  Sletoton'fd^en  3JJet§obe.  ©§  ift  ^ier: 
N=y*— 3y3+y2+3y— 1,5  unb  Ni=4y«— 9y2+2y+3. 
Sür  y  =  0  toirb  N=— 1,5;  für  y=l  toirb  N=+0,5; 
alfo  l^at  bie  ®U  eine  SBurjel  jtoifd^en  0  unb  1.  ©e^en 
mir  y  =  V2,  f 0  toirb  N  =  —  Vie,  fo  bafe  alfo  bieje  SQßurjel 
jmifc^en  V2  unb  1  liegt,  ©e^en  mir  y  =  0,6  fo  mirb 
N  =  +0,1416  alfo  Jjofitit),  ]o  bog  olfo  bie  gefüllte  SBurjel 
jmif(]^en  0,5  unb  0,6  liegt.  2Bir  fe^en  n  =  0,5  unb  erl^alten 
baS  entfprec^enbe  N=  —  Vie  unb  baS  entfpre^enbe 
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N,  =  4  .(Vi)«  -9.(V.)«+2.(V,)+3=3.9624; 
alfo  iß  bie  rtßr  Sonrttion 

h  -  -  ^  -  _^/'l  -  +M625_o Ol,; 

N,  ~      3,9624  ~  "^3,9624  ~ "'"^*' 
91(d  }totit(n  9{ä^trungdlDert^  Ifabtn  vnt  alfo  n+h=:  0,515. 
@f|en  Uii  n  =  0,515,  {o  toirb 

N  =  1,8805692*-  1,9097724  =  —  0,0292032 
N,  =2,1893391;  dfo  bie  neue  ßoneöton: 
-0,0292032  _ 
•"-  2,1893391  -  0'013338. 

Sonad^  iß  ber  neue  genSl^eite  ffiert^  bei  Sßut}el 

=  0,515+0,013338= 0,528338. 
3fflt  n  =  0,528338  Wirb 

N  =  1,9420749  — 1,9424427  =  —0,0003678. 

Ni  =2,1348297;  olfo  beträgt  bie  btitte  ©omltton: 

*68  ip  fomit  ber  neue  genäl^erte  SBertl^  ber  35JurjeI 

n  =  0,528338+0,0001723  =0,5285103. 
SBir  muffen  je^t  toieber  für  N  ben  neuen  SBert^  ber  SBuricI 
beregnen,  um  bie  ©enautgfeit  beöjelben  ju  prüfen  unb  um 
ju  jcl^en,  ob  er  nod&  eine  6orre!tion  erforbert. 
9lun  tt)irb  für  n=  0,5285103: 

N  =  1,9428756  - 1,9428756  =  0. 

es  tt)irb  dfo  für  y  =  0,5285103  bie  gunltion  y*— 3y8+ 
y2+3y— 1,5,  tt)enn  toir  nur  bis  auf  7  ®ecimalfiellen  ge^en, 
g(ei(3^  9luII.    ^mnaä)  iji  olfo: 

*  cosx  =  0,5285103 

Iogcosx  =  9,7230535  —  10:  folglid^: 
x  =  3P54'17,5". 
2)ü6  cosx=3lo55'17,5"  fei,  mufe  tDol^I  üuf  einem  3rrt]&um 
berufen,  benn  für  biejen  aSinfel  lönnten  in  log  cos  x  nur 
bie  brei  erflen  ©teilen  723  ungcdnbert  bleiben,  ftatt  ber 
folgenben  0  mü^te  fc^on  eine  S\f\cx  1  ober  2  ober  3  ftel^en 
unb  bieje  Sifferenj  ifl  ju  grofe.  SBir  fönnen  aber  anä)  für 
ben  bon  unS  gefunbenen  SDBinfet  eine  birelte  ^robe  mod^en 
5Bir  fud^en  nämlid^  für  3P54'17,5"  bie  SBertbe  Don  sinx. 
cosx,  tangx  unb  feigen,  ob  fie  jufommen  2  geben. 

5Run  ift  naä)  bem  Obigen  sin3105417,5"  =  0,5285103 
ferner  liefern  bie  SEafeln: 
logcosx  =  9,9288703—10  unb  logtangx  =  9,7941832—10 
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olfo:  cosx  =  0,8489268 

tangx  =  0,6225629 
sinx  =  0,5285103;  folfllif]^ : 

sinx+cosx+ tangx  =  2,0000000, 

dfo  öoHfommen  xxä)i\%.    SRad&cn  toir  bagegen  mit  bem 
SSßinfel  3lo55'17,5''  bie  ^robe,  fo  finben  toir: 
logsin31'^55'17,5''  =9,7232563-10 
log  cos  „    „     „     =9,9287916—10 
logtang  ,,    „     „     =9,7944648  — 10;  dfo: 
sinx  =  0,5287572 
cosx  =  0,8487732 
tangx  =  0,6229667 ;  folglid^ : 

sinx+cosx+tangx  ==  2,0004971; 
djo  ni^t  genau  paffenb.  2Bir  l^abcn  x  hmä)  feinen  ©inuö 
beftimmt  unb  erl^dtcn  ballet  eigentlich  jtoei  SBettl&e  für  x, 
nämlid^  x  unb  180<>  — x.  ®er  leitete  ftumpfe  SBinfel  Ift 
ober  nid^t  bxauäjibax,  benn  für  benfelben  ift  ber  cos  unb  bie 
tang  negdib,  dfo  sin+cos+tang<:  sin,  dfo  fidler  n\ä)t 
=  2,  ba  jü  sin  nid^t  größer  d5  1  fein  fann. 

Unfere  ®I.  ^at  aber  nod^  eine  jtoeite  unb  jtoar  negaliöe 
SBurjel.  gür  y  =  0  fanben  tt)ir  N=  — 7,;  für  y=— 1 
wirb  N  =  +  y^,  fo  ba^  alfo  aud^  jtt)if(j(ien  0  unb  —  1 
eine  Sönrjel  liegt,  ©ej^en  toir  y=— V»,  fo  toirb  N=— 2Vi6r 
fo  ba&  bie  engeren  ©renjen  für  bie  gefu(j()te  SBurjel  (—V?) 
unb  (—1)  pub.  2Bir  berfud^en  nun  bie  SReil^e  ber  ffiertlöe 
(—0,6);  (—0,7);  (—0,8);  (—0,9)  unb  erl^dten  bie  ent- 
ft)re(!^enben  SBert^e  für: 

N  =  -.  2,1624,  —1,8409,  —1,3144,  —0,5469. 
5)a  bie  ju  y  =  — 0,9  unb  y  =  — 1  geprenben  SBertl^e 
Don  N,  nämlidö  —0,5469  unb  +0,5,  entgegenfe^te  SSor»» 
jeid^en  l^aben,  fo  liegt  bie  gefu(j&te  aBurjel  jtoifd^en  (--0,9) 
unb  (—1),  fie  iji  alfo  biSauf  bie  Sei^ntel  genau  =—0,9. 
gür  y  =  -0,9  ift: 
Ni  =  4y3  —  9y2+2y+3  =  — 9,006;  alfo  bie  erfte  ßorreltion: 
,  N  -0,5469  ._.. 

®emna(3^  wirb  ber  erfte  genauere  2öertl&  ber  2BurjeI: 

n  =  -0,9-0,0607=  -0,9607. 
3für  biefen  SQBertl^  bon  n  toirb: 

N  =  4,4347894— 4,3821  =  0,0526894  unb 
Ni  =  — 10,7745908.    ©onad^  iji  bie  jtoeite  ßorreltion  : 
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1,  -      ^  -        0,0526894_  _    „<^q^„ 

^tmna^  t|!  ber  stoeite  genä^etie  flßtttf)  bei  ÜButjel: 
n  =  —0,9607  +0,0048902  = — 0,9558098. 

|iierno$  iP:  N  =  0,0003624  unb  Ni  =  —10,6265776; 

ballet  beträgt  bie  btitte  ©orreltion: 
N_       0>0003624_ 
ü  -     jj^  -  +  10,6265776  "  ^'^^^^l. 

S)er  brüte  gcnäl^erte  SDBett^  ber  2Burj|eI  beträgt  aljo: 
n  =  -  0,9558098+0,0000341  =  —0,9557757. 
^iernüc^  ift:  N  =  — 0,0000003. 
S)ü  ber  SEBertl^  Don  N  fid^  um  tDeniger  oI§  4  ginl^eitcn 
ber  lefeten  ©teile  Don  9luII  unterft^eibet,  fo  lönnen  toir 
—  0,9557757  ots  magren  2Bert]^  ber  SBurgel  annehmen. 
®er  2ßert^  Don  N  jeigt,  bag  y  =  —  0,9557757  abfolut 
Heiner  oI§  bie  gefugte  SBurjel  ift,  man  fünn  olfo  leici^t 
benfen,  bafe  ettoü  y  =  —  0,9557758  einen  SBertl^  für  N 
liefere,  toel^er  ber  3l\iU  näl&er  fäme,  als  ber  obige.  SBir 
l^aben  bann  N  =  +  0,0000024.  2)iefer  SBertl^  für  N  liegt 
alfo  bon  9JuII  biel  toeiter  ab,  als  ber  obige.  ®a  bie  beiben 
SBertl^e  aber  entgegengefe^te  3^id&en  l&aben,  fo  liegt  y  jtt)i» 
f^en  —0,9557757  linb  -0,9557758,  aber  biel  nä^er  an 
erfterem  SBertl^e,  al§  an  lefeterem.  ®ie  erjiere  S^l^I  brürft 
aljo  ben  SOBertl^  ber  SBurj^el  fo  genau  aus,  als  eS  in  7  5)eci'= 
malfteüen  möglid^  ift.    3Bir  l^aben  alfo: 

sin x  =  — 0,9557757  ober: 
sin(x—180<>)  =  0,9557757. 
®er  SBinfel  x  liegt  natürlich   jtoifd&en   180«   unb  270^ 
6S  iji  nun: 

logsinCx— 1800)  =  9,9808560—10 

x-180o  =  72058'47,8"  unb  ba^er: 
x  =  252053'47,8". 
Ser  ©leid^ung  sin  x  =  — 0,9557757  entfprid^t  aflerbingS 
auö)  nod&  ein  SQßinfel  im  bietten  Ouabranten;  biefer  fann 
aber  ber  Slufgabe  n\(S)t  genügen,  toeil  für  t^n  sin  unb  tang 
negatib,  cos  allein  pofitiü  ift,  alfo: 

sin+cos+tang<:cos<l,  alio  bur&auS  mä)t  =2  ift. 

29.  gntmidtelt  man  auf  gemöl^nlid^e  algebraijd^e  SBeife  bie  ^ro= 
butte,  fo  erhält  man: 

a)  cos  «2+ sin  a*  =  1/ 
»eil  bie  Sinien  beS  ©inuS  unb  ßopnuS  eines  SogenS  immer 
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ftatl^eten  eines  red^to.  ©reiedfs  finb,  bejfen  |)^potenufe  ber 

9iobiu3  ip.  

ß)  SBenn  mon  bie_beiben  SluSbrüdfe  cosx+sinxl/— 1  mit 
cosy+sinyl/— 1  mit  einanber  multiplicirt,  fo  iji  i^r 
^robult :  - 

cosx.cosy--sinx.siny+(sinx.cosy+sinv.cosx)l/— 1. 
9lun  iji:  cosxxosy— sinx.siny  =  cos(x+y)  unb 

sinx.cosy+siny.cosx= sin(x+y). 
©e|t  man  biefe  SDBertl^e  in  baS  entmidEelte  ^robuft,  fo  toirb: 

(cosx+sinxl/^  l)(cosy+sinyVj7 1)  = 
cos(x+y)+sin(x+y)l/^l. 
S)Q  biefe  fjormel  für  jeben  SBert^  be§  SogenS  x  gilt,  fo 
fann  man  —  x  für  +x  fe^cn,  unb  toeil  cos(— x)  =  cosx 
unb  sin(-— x)=-~sinx  iji,  fo  ergibt  \\ä)  bie  neue  gformel: 

(cosx— -sinxl/— -l){cosy--^inyl/— 1)  = 

cos  (x +y) — sin  (x +y)l/^  1 ;  bol^er  ift  alfo : 

(cosx±  sinxV—  l)(cos  y  ±  sinyl/ —  1)  = 

cos  (x + y)  ±  sin(x +y)l/— T 

y)  ©ejen  toir  x+y_=S  unb  tooflen  cosS±sinSl/--l 

mit  cosz±sinzl/^l  multipliciren,  fo  l^aben  tt)ir  ebenfalls: 

(C08S±  sinSl/—  l)(cosz±  slnzV—  1)  = 

cos(S+z)  +  sin(S+z)T/=T;  folglici^: 

cos(x±sinxl/—  l)(cosy±  sinyl/ — l)(cosz±sinzl/—  1)  = 
cos(x + y + z)  ±  sin  (x+ y + z)l/— 1. 
3)  3m  allgemeinen  ^at  man  für  n  Sogen  a,  b,  c . . .  z 
offenbar:  _ 

(cosa±sina)(cosb±sinbl/^  1) (cosz±zl/— 1)  = 

cos(a+b  +  c+  . . .  +z)±sin(a+b+c+  ..  .+z)l/— 1 
©e^en  mir  nun  a=b=c. ,  ..  =  z,  fo  iji  a+b+c..+z  =  na; 

folgli^  iji:  (cosa±sirial/— l)"  =  cosna±sinnal/— 1. 
30.  a)  Reißen  bie  3  ©eiten  eines  ©reiedES  a,  b,  c,  fo  ift  na(3^ 
9lufgabe  6  biefeS  §.  ber  Snl^alt,  ben  mir  allgemein  mit  J 

bejeid^nen  mollen: 

J  =  i/,l/4bgc«~-(b«+c«  -  a^)8 

=  l/V2(a+b+c).V2(a+b— c).V2(a-b+c).V2(-a+b+c). 
©e|t  man  l^ierin  V2(a+b+c)  =  8,  fo  f)at  man: 
J  =  l/s(s  —  a)(s — b)(s  —  c). 

©ofl  biefer  SluSbrudf  rational  fein,  fo  mufe  s(s— a)(s— b)(s~c) 
ein  boIIfommeneS  Quabrat  merben.  SBaS  nun  a\xä)  a,  b,  c 
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fein  möfle,  fo  !flnnen  »tr  iebcnfolls  s(s— a)=p(s-~b)(s— c) 
\epn,  m  p  eine  beflimmte  3^^^  ift.    Dann  toitb: 

s(8  —  a)(s— b)(8  —  c)  =  p(s  —  b)*(s  —  c)* 
unb  al[o  ber  gn^olt  be§  ©reiedö  =  (s— b)(8— c)l/p.  ®er« 
-felbe  tt)ttb  al\o  rationül  unb  nur  bann  rational,  »enn|/p 
rational  toirb,  ober  »enn  p  eine  Quabratja^I  ift.  ©oII  alfo 
ber  3n]&alt  beS  S)reiedE«  rational  toerben,  fo  muß,  toenn 
tt)irp  =  r*  fe|en  8(8— a)  =  r*(s— b)(s  — c)  fein,  ©e^eri 
wir  für  a,  b,  c  folti^e  2Öertl&e,  bie  biefer  ®I.  genügen,  fo 
toirb  ber  ^n^alt  beS  ©reicdES  rational,  ©ud^en  wir  alfo  bie 
allgemeittfie  Qformel  für  a,  b,  c,  »eld^c  biejer  ©l.  genügt, 
fo  l&aben  toir  bie  allgemeine  2lupöfung  unferer  9lufgabe. 
©e|en  toir  für  s  feinen  SBert^  V2(a+b+c),  fo  finben  tt)ir: 

(a+b+c)(— a+b+c)  =  r^Ca+b— c)(a— b+c) : 
|)ierau3  folgt: 

a«  =  b«+c«-2^bc;  alfo  a  =  |/b2+c«_2^bc. 

S)a  a  eine  giationaljal^l  fein  fofl,  fo  mufe  ber  3luSbrucf 
unter  bem  SSßurjeljeid^en  ein  üollfommenes  Ouabrat  toerben. 
5)rücfcn  wir  biefe  Sebingung  auS,  fo  erhalten  wir  bie  SBertl^e 
Don  b  unb  c  unb  bamit  enbli(|  audg  bon  a.  ©e^t  man 
nun  a  =  in— c,  fo  wirb: 

b'+c«— 2— -^bc  =  m«— 2inc+c«;  alfo: 
2c(m-'^^b)==m2-b«;  folgtii^:  c=       """""^^ 


i^-m 


©ej^t  man  b  =  n,  fo  iji 
r^»— 1 

a  = T 5 — 7-v —  unb  c: 


unb  well  e§  geftattet  ift,  bie  SDßertl^e  für  a,  b,  c  mit  einerlei 
3a§l  }u  multipliciren,  fo  erl^alten  wir: 


a  =  m*  +  n^  ■ 


r^  —  l  /       r^— 1  \ 
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9iun  ip  s=(m+n/m-^yn) 

s  -  a  =  (m  -  n)^qp^ 
8  -  b  =  (m  -  n)(m-^^nj 


2n 
I— c  =  (m  +  n)^^^j^;  baller  tji: 


=(m+n)«.(m— n)».n 


m- 


Pt 


s(s— a)(s — b)(3— c) 

foIßli(]|  tji  ber  Snl^olt  beS  SreterfS 

J=<„«)(m-.)(m-i^;.)iff,, 


«— 1  Y  /  2nr  \» 


r=l, 
r=l, 
r=2, 
r=2, 
r=2. 


m=2, 
m=3, 
m=6, 
m=5, 
m=2. 


r=V8,  m=2, 
r=Vs,  m=3, 
r=Vj,  m=2, 
r=3,    m=6, 


n=l 
n=l 
n=5 
n=4 
n=l 
n=l 
n=l 
n=l 
n=5 


witb 


r=4,    m=18,  n=17 


30. 


b=4, 

b=6, 

b=30, 

b=20V6, 

b=2V6, 

b=5V6, 

b=7V5, 

b=5V5, 

b=20, 

b=102. 


c=3, 

c=8, 


J=6 
J=24 
c=ll,  J=132 
c=9,    J=74«/m 
J=37m 

J=18785 

J=66 


c=3, 
c=3, 
c=8, 
c=3, 
c=ll, 


c=35,  J=840u.f.tt). 


a=5, 

a=10, 

a=25, 

a=17, 

a=2»/6, 

a=8'/B, 

a=14V5, 

a=7V5, 

a=13, 

a=73, 

hieraus  folgt,  bog  für  oHe  mögltd^en  SBcrt^e  für  m,  n,  r 
bog  ©reted  rational  wirb,  toenn  mon  nur  immer  m>n 
onnimmt. 

ß)  9lo(]|  §.  403  9lr.  34  S\\ib  bie  Seiten  rationaler  rei^t« 
rotnfiigerSreiedfe  m*— n*,  2mn,  in*+u»,  »obon  bie  beibcn 
erften  bie  jtat^eten  unb  bie  britie,  bie  ^^fotenufe  bejetd^« 
net.    3)er  %x&i<Ai  eines  fold&en  S)reiedS  ift 
=  1/2(01*— n*)-2mn  =  (m*—n*).mn  unb   fein  Umfang 

=  (m«+n»)+(m«— n«)+2mn  =  2m(m+n). 
%Q.  nun  ber  %<a!s^\tXiavA'vtVii.  feines  ^nl^alteS  bem  feines 
UmfangeS  glei^  fein  foK,  fo  ift: 

2m(m + n)  =  (m* — n") .  mn. 
Dibibiren   wir  biefe  ®I.  bur(i|  m(m+n),  fo  erl^olten  Wir: 


2=(m— n)n;  alfo  m= 


n«  +  2 


bal^er  iß; 


2mn  =  2d  .2!±^ = 2(n«+2) 
n 


+  1)] 


ftat^eten. 
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\    n   /  ^  n«  n« 

3für  n=l  finb  ble  beiben  »atmeten  8  unb  •  6,  bie  ^^potcnufe  10 
,    n=2    „     „      „  ,       5    ,    12,   „  ,,13 

u.  f.  ». 

31.  aus  ben  @eiten  a,  b, 
c,  d  eines  in  ben  jheis  befc^tie» 
benen  SieredS  ben  3nl^aItJbc§ 
^^  aSieretfS  gu  beted^nen.  @8  fei 
bas  in  benJheiS  eingefd^riebene 
SSierecf  ABCD  ju  bereij&nen,  m-- 
tin  AB=a,  BC=b,  DC=c, 
AD=(i  fei.  3Jlün  berlängete 
AB  unb  DC,  bis  fie  ftd^  in  E  fci^neiben ;  bann  ftnb  bic 
S)reiecfc  ADE  unb  BCE  äöttli(!&,  »eil  SBinlel  E  beiben 
©reieden  gemeinf(^oftIid§  unb  SBinfel  EBC=ADC,  »eil 
beibe  SBintel  ben  SBin!eI  ABC  ju  jtoei  Siebten  ergänjcn. 
2>emna(l^  ber^ält  fid^ 

AADE: ABCE=d«:b2;  baber  no*  §.  227: 
(A  ADE— ABCE):BCE=(d«-b«):b«; 
b.  %  es  berl&ält  fttift 

aSiered  ABCD:ABCE=(d«— b«):b«;  folglid^ 

ABCD  ober  J=^^^'.ABCE. 

9lad§  9lro.  30  a)  unb  6  biefeS  §  ift  aber,  toenn  tt)ir  CE 

mit  y  unb  BE  mit  x  begeici^nen, 

ABCE  =  V4l/(b  +  x+y)(b+x  ~y)(b-x+y)(-b+x+y). 
3ur  Seftimmung  ber  beiben  unbefannten  Seiten  x  unb  y 
beS  ©reieds  BCE  l^at  man  in  ben  ä^nlid^en  ®reieden  BCE 
unb  DAE  bie  Proportionen: 

(1)  x:(c+y)  =  b:d,  (2)  y:(a+x)=b:d;  l&ierauS  folgt: 
(3)  dx— by=bc;  (4)  dy— bx=ab. 
SluS  (3)  unb  (4)  ergibt  ft(^: 

.    ,    .     b(a+c)     .  b(c— a) 

©e^tmon  biefeSBert^e  für  x+y  unb  x— y  in  ben  obigen 
SluSbrud  für  ben  3n^alt  beS  A  BCE,  fo  bertoanbelt  M 
berfelbe  in: 
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=  V4  ^ji^2  .l/(d-b+a+c)(d+b+c-a)(d+b-c+a)(-d+b+a+c) 

=  Vi  d«=b2  •l^(a+b+c-d)(a+b~c+d)(a--b+c+d)(~a+b+c+d) 
©e^en  ton  biefen  2Bert§  für  bo§  5)reie(f  BCE  in 
ABCD  ober  J=   '^^'.ABEC  ein,  fo  tcirb 

J==t/^l/(a+b+C"-d)(a+b-c+d)(a-b+c+d)(-a+b+c+d) 
©e|t  man  l^ier  V2(a+b+c+d)=s,  \o  öertoanbelt  fi(3&  t)or= 

ftel^enber  Slugbrud  in  folpenben: 

J  =  j/(s-a)(s-b)(s-c)(s-d), 
©e|t  man  toeiter :  s  —  a  =  m;  fo  ip  a=s--m 
s  —  b  =  n;    „   f,   b  =  s  —  n 
s  — c  =  p;    „  ,,   c  =  s  — p. 
gfür  ben  gfüH   nun  (s— a)(s— b)(s— c)  =  mnp   rotionol 
werben  foll,  müjfen  tt)ir 

s— d  =  mnpq2  fe|en;  in  biefem  galle  iji 
d  =  s  — mnpq*. 
C)ierüuS  folgt,  bag 

a+b+c+d  =  4s  — (m+n+p+mnpq2);  olfo 
V2(a+b+cH-d)=2s— V2(m+n+p+mnpq«). 
®a§er  ifi  aud^ 

s=2s— V2(nH-n+p+mnpq*);  folglid^ 

s  =  V2(m+n+p+mnpq2).  ®§  ift  dfo: 

a=— m+n+p+mnpq2;  b=m— n+p+mnpq* 

c=m+n— p+mnpq2;  d=m+n+p— mnpq^ 

ober  toenn  man 

V2(m+n+p+mnpq»)  =  r  fe|t,  fo  ift: 
a=r— m,  b=r— n,  c=r— p,  d=r— mnpq*. 
^imaä)  f)at  man: 

J==l/(a+b+c— d)(a+b— c+d)(a--b+c+d)(--a+b+c+d) 
=l/(s— a)(s-— b)(s--c)(s— d) = l/mDp.mnpq2=mnpq. 

32.  6§  foH  ein  SBinfel  gefunben  tt)erben,  beffen  ©inuS  unb 
©ofmuS  6eibe  Stationaljal^len  finb.    ©e|en  tt)ir  ben  ©inu§ 

=  J,  fo  toirb  ber  ßofinuS  =]/ 1--S==  -1/q'— p«.  S)o« 

mit  anä)  bieferßoRnuS  rational  fei,  mu^  q^— P*  eine  boBfom« 
mtm  Quabratjal^I  »erben,  ©e^en  toir  alfo  q^ — p*=x^,  fo 

toirb  öu<^  ^  —  1  =  ^  ober  ^S  j  _  i  =  f  ?  j  eine  boflfom:« 

9tttlanb,  SCnffofusgeh  Hl.  29 
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metic  Ouabrotjol^I.  Sir  pnb  bal&cr  bered^ttgt  (3  J  —  1  = 


p— M  iu  fe|en,  too  a  unb  b  atationaljal^Ieii  finb.  8ud 
utifrer   (Blelijung  folflt:  —1  =  — 2^*5+51  ^'^^ 
l^fL+^    5)iefe  lejtere  ®(.  »irb  bef riebigt  burd&  bic 

«nnal^me  q=a*+b*,  p  =  2ab.  3ßfo  ifl  ber©inu5  beS  Der- 

2flib 
langten  SBintefö  =  TZb«'  ^^'^  ©oFmuS  loitb  bann 

_1  A    /  2ab  Y    1  //a^-bV     a»— b« 
""l^       U*+bV     r^  Va«  +  bV      a«  +  b«' 

aSJir  lönnten  natürlid^  ebenfo  gut  ben  ©inug  ~  ^2  4.  k2 

2ab 
fe|en  unb  l^fttten  bann  ben  ©ojtnuö  = -q^^ 

33.  a)  Stoei  2)tete(f3feiten  a  unb  b  ftnb  gegeben.  2)ie  britte 
©eite,  nömlid§  c  fo  p  bejiimmen,  bafe  1)  sin  y^y  rational 
»erbe,  föenn  y  ber  SBinfel  iß,  ber  bon  a  unb  b  eingefd^Ioffen 
mirb.    SS  ijl: 

SBeld^e  rationale  3al^(en  toir  aud^  für  a,  b,  c  fe^en,  f 0  lann 
bod^  immer  gefegt  merben: 

^=^  =  p(-a+b+c), 

too  p  eine  rationale  @rö|e  iß.    2)ann  n)trb  burd^  biefe 
©ubßitution : 

®iefer  9lu§brudt  toirb  nur  bann  rational,  toenn  l/p  ratio^ 
nai  wirb,  menn  alfo  p  eine  Quabratjo^I  iß.    SBBir  lootten 

bal^er  aud§  -,  ßait  p  fd^reiben,  ti)obei  toir  p  aud^  fd^on  bie 

gebrod^ene  Sorm   gegeben  l^aben.    SGBenn  tt)ir  alfo  c  aus 
ber  ©leid^ung 

a— b+c      1 .        ,  u  .  «\ 
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befttmtnen,  fo  ^aben  loir  jeber  3^W  eine  Söfung  ber  Sluf^ 
gäbe,  unbbie  fid^  ergebenbe  gormel  ip  bie  oflgemeinpc,  mit 
ol^nc  ®rf üDung  ber  öorJ^ergel^enben  Sebingung  sinV2ynid^t 
rationol  toerben  fünn.   ®iefe  Sebingung  nun  liefert 
n2(a— b+c)=ab(— a+b+c)  ober: 
(ab-n«)c=(a-bXab+n2);  bal&er 

C=  (a — D)-r 5« 

^        ^ab— n^ 
SlUe  SBert^e  für  c,  bie  ber  2lufgabe  genügen  foflen,  muffen 
in  biefer  gformel  für  c  entgolten  fein,  n  ifl  eine  toilKür'' 
li^e  aiationaljol&I.    6S  bleibt  nod^  ber  entf})red^enbe  SluS« 
brudE  öon  sinV«/  äu  finben.  6§  ifl  junä^ji 

a--b+c=(a-b)|l+^-^^-^,|=(a~b).^g^^^ 

S)emnad&  Ifi: 
(a-b+c)(-a+b+c)_  (a-b)>n« 
4ab  -(ab-D«)^""^^'"^^*  ^P 

,ip  t ,  ,.  -1  /(a-b+oea+b+c)  _1  //(a~b)nY     (a-b)n 
sm  hy  —  y  ^^^  —y  \^^^zrj^2)  —  äb^i« 

2üfott)irb  sinVay  rational;  ba  biefer  2lu§bru(I  naturgemäß 
Heiner  aU  1  fein  muß,  fo  finb  nur  foJd&e  SBertl^e  öon  n  ju« 
läifig,  totl^t  biefer  Sebingung  genügen.  3tt)eiten§  foll  c  fo  be^» 
fiimmt  loerben,  bag  cosVay  rational  loirb.    ®§  ift  nun 

unb  mir  fejen  nämlid^  loie  bor^in 

a+b+c      1 

--^^~=p(a+b-c);  olfoc(ab+n«)=(a+b)(ab— n«);  mithin 

ab n^ 

c=(a+b)^j^-j-55.  |)terou8  ersiM  fjc^ 

(a+b+c)=(a+b)|l+g^]  =  (a+b)-25L5;  ba^er 
a+b+c      2(a+b)     ».    .    .„ 
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.+b_c=(.+b)jl-*_gj=(.+l,)-^^,.   B,*,  i,: 

gfür  a=5,  b=4,  n=3,  toirb  c=(5-4)|^i±|J  =  »/n=2Vii 

^    .   ,,         (5 -4). 3     ., 
unb  ™  /«y=  Xi^S«"  "^  ^"* 

gut  a=2,  b=3,  n=:V«  »irb  ^  =  (2+3) .  |^|=[^I 
=  5.Vii=2Vn  unb 
co8V«y=  (2+3)-Vt  ^8o/^^io/„ 

33.  /9)  @tnb  bte  betben  anltegenben  Seiten  a  unb  b  unb  bie  gegen« 
Uberfie^enbe  c,  fo  if!  nadd  bem  Sofinudfa^e,  bog  in  iebem 
Sreied  baS  Ouabrat  einer  Seite  gleid^  ber  @untme  ber 
Quabtttte  ber  beiben  onbem  ©eiten  öerminberi  um  boS 
boppelte  ^robutt  oud  bie[en  Seiten  unb  bem  @oftnuS  beS 
Don  i^nen  eingefc^bffenen  2ßinle(9  ift: 

c«=a*+b«— 2abco860o  ober 
toeil  2abcos60«=2ab.V«=ab  ijt, 
c«=a«+b«— ab. 
Soll  nun  bie  redete  Seite  ber  legten  ©leidgung  rational 
merben,  fo  mug  fie  ein  DoflfommeneS  Ouabrat  fein.  Se^t 
man  bal^er 

a«+b'— ab=(a-— nb)*,  fo  »Irb 
a«+b2— ab=a«— 2abn+n«b«,  ober 
2an-— a=n«b— b;  ba^er 
a(2n~l)=b(n«— 1). 

2)iefer  ©leidgung  toirb  @enUge  geleiftet,  menn 

a=n«  — 1  unb  b=2Q— 1 
gefegt  »irb.    Semnac^  ift: 

c2=  (n«-l)«— (n2~l)(2n-l)+(2n—l)«=(n«-  n+ 1)«, 
ba^er  c=n*— n+1. 
Sür  n  =  3,  tt)irb  a=  8,  b  =  5,  c  =  7. 
,,    n  =  4,     „     a  =  15,  b  =  7,  c  =  13.  u,  f.  to. 

34.  6s  »erben  3  Sa^Un  gefudftt,  beren  Summe  gleid^  i^rem 
^robuft  ift.  3Wan  nimmt  3  SffiinW  A,  B,  C,  bereu  Summe 
1800  beträgt,  bann  ift 
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tang  A +tangB+ tang  C=tang  A .  taug  B .  tang  C, 
alfo  finb  tangA,  tangB  unb  tangC  bie  Dertongten  3o^Icn. 
Seite  trigonomeltif(iöe  Sormel  toirb  auf  folgcnbe  SBcifc  bc» 
toiefen.    6§  ifl 

i,       A  .  A      T»     sinA  .  sinB     sinA.cosB+sinB.cosA 
taDgA+tangB=-^+^-^= 33^^-^^^^ 

sin  (A  +  B) 


cos  A.  cos  B 
®a  nun  A+B+C  =  180»  Rnb,  fo  iP: 
sm(A+B)  =  8in(180«  — C)  =  sinC;  etenfo 
C08(A+B)  =  008(180«—  C) =— cosC; 
dfo  cosC=— cos(A+B). 
SBotl^ergel^enbe  gfotmel  wttb  dfo: 

tangA+tangB=^^j^l^^    SHu«  i^t  folgt  weiter 

tangA+tangB+tangC=^3^^-^^-^+^^ 

sinCcosC+sipC.  cosA,cosB 
^  cosA.cosB.cosC 

sin  C .  (cos  C  -H  cos  A .  cos  B) 

cosA.cosB.cosC 
sin  C  { —  cos(A  +  B)  +  cos  A .  cosB} 
cos  A.  cos  B*  cos  C. 
ßntmidelt  man  im  3ä^Ier  bcn  SluSbrucf  —cos  (A+B),  fo 
totcb  bei  ^luSbrud 
__  sin  C  {—cos  A .  cos  B + sin  A.sin  B  4-  cos  A.cos  B} 
~  cosA.cosB.cosC 

_sinC.sinA.sinB  _sinA  sinB  sinC 

~  cosA.cosB.cosC""  cos  A'cosB'cosC 

= tang A. tangB. tang C.   (S§  iji  alfo 

tangA+tangB4-tangC=tangA.  tangB. tang  C. 

Ober:  (SS  feien  bie  3  gefüllten  3öl&Ien  x,  y,  z,  bann  foD 

gemäß  bet  5lufgabe  fein: 

(1)  x+y+z=xyz. 
@e^t  man  nun  eine  biefer  '^(äSitn,  etma  z  =  m,  fo  er» 
Italien  toir: 

(2)  x4-m=y(mx— 1);  alfo 

(3)y==^±P-. 

^  '  ^      mx  —  1 
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Slun  fffce  mon  mx— l  =  p,  fo  »otrb  ^  —  ^-^'     ®^ 

biejen  SBett^  für  x  in  (3),  fo  »Irb  y=  "'^p'*'^-    ®w 
3  Sagten  finb  dfo: 

m  mp 

35.  5)ie  Seiten  be8  S)teie(f«  feien  a,  ß,  y;  i^nen  ntitgen  bie 
Binlel  A,  B,  C  oegenflberjlel^en.  2Bit  ^a&en  alfo: 
cosA+cosB+cosC  }u  finben.    9lun  i{! 

cosA— 2cosVsA*— 1  u.  f.».  für  cosB  unb  oosC  ebenfo;  ballet 

(l)cosA+co8B+co8C=2co8V«A»+2co8V«B«+2cosV«C»— 3. 

Seiei^nei  nun  s  bie  ^ciit  Summe  ber  Seiten,  alfo 

8=Vi(«+/»+y)/  fo  ifl: 


(2) 


cosV.A=l/fcfLl  coBV.B=|/«^, 


-V.C  =  l/5fa)- 


jß 
Um  nur  bie  erfle  biefet  gformeln  jn  beweifen,  fo  iji: 


cos  V.A  =  1/V,(1+C08A)  =|/v«(l+^'^r°') 
~K  4/»y  K         4/?y 


_  1  /(b+y+g)(/?+y-a)     i  /V,(g+/?+y).V»(a+/?+y-2a) 

~K  4^y  K  /»y 


=v? 


8_2«\         

2/-l/s(8-a) 


/.|/. 


/?y  l^      /?y 

Subpituite  (2)  in  (1),  fo  toiib: 

cosA+cosB+co8C=2!fc^)+?Ör-^+faOj  _  3 
f     ßy  ay  aß    ) 

_og«(s-«)+/?(8-<?)+y(s-y)  _  3 

a/?y 

=  op(g+/?+y)8-(a«+/?'+y')  _  3 
a/?y 

©ejen  toir  nun  im  Saldier  2s  jlott  a+ß+y,  fo  iji  ferner: 
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cobA+co8B+cosC=28^'-^"'+<^+?''>-3 

(xßy 

a/Jy 
^^^2(a/?+«y-l-/?y)-28«      g 
a/9y 
Slun  foDen  blc  ©eiten  a,  /?,  y  ben  SäJurjeln  bet  ©leidftung 
x'— ax^+bx — c  =  0  })ro}ioclionQl  fein,   ^zx^tn  bicfe  SSßuf 
jeln  xi,  xt,  xs,  fo  mug,  toenn  m  eine  beliebige  3ö5I  ^^* 
beutet  a=mxi,  /J  =  mx«,  y  =  mx3  fcirt.    Slljo  ip: 
«+/^+y  =  ni(xi  +X2+X8) ;  bemnodö 
V2(a+/J+y)  =8= V2m(x,+X2+X8). 
Sejeid^nen  toir  bemnad^  bie  ©umme  bet  SButgeln  ber  ge« 
nannten  cu6ij(iöen  ®l.  mit  S,  fo  ip: 
s=V2mS.   ebenfo  iji: 
aß+ay+ßy  =  mVxiX2+XiX8+X2X8); 
aljo  toenn  noxt  XiX2+XiX8+x2X8=p  fegen,  fo  iji 
aß+ay-hßy  =  m^p.    gnblid&  iji : 
aßy  =  m^XiXjXa. 
©egen  »it  biefe  SluSbrücfe  in  bie  obige  gfotmel,  fo  er» 
Italien  toit: 

cos  A+cosB+cos  C=  '"«(^"''P-V»"''^')  .3 

m%X2X8 

2x1X2X8 
SäJenben  toir  nun  ben  §.  480  auf  biefe  ©leid^ung  an,  fo  ijt 
S  bie  ©umme  ber  SBurjeln  berfelben  =  — (— a)=a  unb 
p  =  xiX2+XiX3+X2X8  ober  bie  ©umme  ber  Kombinationen 
ber  SSBurjeln  jur  jmeiten  6Iaf[e  =  b  unb  enblid^  baS  5pro« 
bult  ber  SSBurgeln  X1X2X3  ==  bem  5l6[oIutgIiebe  mit  ent«» 
gegengefej^tem  3^i^^"/  olfo  =c;  foIgIi(iö  l&aben  mir  na^ 
©ubftitution  biefer  SBert^e: 

cosA+cosB+cosC  =  ^^^^=^~  3  =  V2(4ab-a^ 

36.  S)ie  Sinie  a  fei  nati^  bem  innern  unb  äugern  SSerl^ältniffe 
getl^eilt;  eö  fei  x  ll^r  größeres  ©egment,  alfo  a— x  baS 
Heinere.  68  mn^  bann  x  bie  mittlere  ^ro^portionale  jtoifd&en 
a  unb  a  —  X  fein,  alfo:  a  :  x  =  x  :  (a— x);   folgli^ : 

x«=a(a— x);  mitl^in  x  =  — V2a±'|/^-    S)a8  untere 


Digitized  by  VjOOQIC 


^ 


—    456    — 


Sri^Ri  i9  m^  (0  sckMi^ea;  oI{o  tf  x=V*a(— l+V'^)- 
tMi  t^  olfo  bet  gröfeeit  2^  bet  Smic  a;  nit^m  $  bn 
üännt  a— x=a— Vi«(— l+l^5)=Via(3— 1/5).  <l>ai. 
nad^  ift  baS  Set^tnil  bn  bribtn  Scgmnite: 

_T '/,a(— H-t/5)_— l+t/5_ 

a  — x~  V»»(3— 1^5)       '3— ^^5 

(3-1/5X3+1/5)  ~     2 
Set  Vn^nul  ^-^^  U|t  fi4  mm  einf a^  in  einen  Stttiat' 
bcu(^  benoanbeln.    SS  if  tiamlü^: 

2     ~        2  ■*■     2     ' 

f)er  Ic|tece  «uSbnid  ^^^^  i?  <  1,  olfo  ein  9nt4- 

€e|en  nrit  bo^rt: 

1/5—1     1   ,    ^. .  2 

2(t/5+l)        _l+|/5 
(1/5-1X1/5  +  1)         2 

es  ii)  olfo:  1±J^=1+-J^-  =  1+ 


2  1/5  —  1  ~^  1+1/5 

2 

^tet  (oben  mit  im  9lennet  toiebec  benfeI5en  SuSbrud,  bon 
b(m  toit  ausgingen.  €ub{Htuiten  toit  bal^  fQr  il^n  ben 
gefunbenen  XuSbiud,  fo  toitb: 


2  '  lH-1/5 

2 

gaftren  toir  fo  fort,  inbem  toit  im  5Rennet  toicber  ben  je« 
funbenen  Sudbrudf  jubflituiten,  fo  l^aben  toit  ben  @a$,  ba| 

bet  «uSbtutf  -^y^  ft^  butd^  ben  unenbli^en  »ettenfaudj 

37.  2)ie  aufiulöfenbe  ©leid^ung  ifi: 

sin  29+2m  =  2tang  y. 
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Sßir  fe^en  sin  2^  =  2  sin  9)  cos  9  unb  bibibtten  burd^  2, 
\o  loitb: 

sin®    . 
sing)COSa)+m  =  — ^  ober: 
^      ^  cos 9 

sin9)COS9)*+nicos9  =  8in9)  ober: 

m  cosg)  =  sin  qp  —  sin9)COS9)*  =  sin^Cl  —cos  9)*)  =  siagfi. 

©e^en  totr  l/l— sin^)*  ftott  cosy   unb   quabriren  bie 
(51.,  \o  toirb: 
m*(l— siny2)--siny6  ^'^^^  sin^^+m'sin^^—- m«  =  0. 

^  38.    3n  bem   bei  C    red^tto. 

©retede  ABC  fei  AD+DC  =  a, 

DB+BC  =  b.  3jl  nun  CD =x, 

fo  iji  AD  =  a-— X.    gferner  fei 

DB=y,  fo  ijl  BC=b-y.  9lun  ip: 

AD:CD  =  CD:DB,  b.  i. 

(a — x):x  =  x:y;  dfo: 

(1)  x»  =  y(a-x)  unb 

(2)  x«+y«  =  (b-y)'. 

b'— x' 
«US  (2)  folgt  y  =  — ST— .   @e|e  biefen  SäJertl^  für  y  in 


(1),  fo  toirb: 


x*  =  - 


2b    • 

b»— X« 
2b    ' 


(a-x). 


@nttt)i(felt  man  biefe  @Iei(^ung,  fo  erl^ält  man: 
X»  -  (a+2b)x»— b»x+ab»  =  0. 


39.  6S  feiBC  =  x,  AC  =  y,  AB  =  z.  3la^  5»r.  6  unb  30 
Mefeö  §.  xft,  toenn  »ir  ben  3nl&att  beS  ©reiedö  ABC  au« 
gemein  mit  J  bejei^nen: 
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J  =  'AVCx+y+zXx+y— z)(x—y +>!)(— x+y+z). 
©efet  mon  x+y+z  =  ap,  fo  iji  x+y— z  =  2(p— z) 
X— y+z  =  2(p— y),  unb  — x+y+z=2(p— x);  bolzet 
ip  ou^:        

J  «=  '/4V'2p.2(p— x).2(p— y).2(p-z)  ob«: 

(1)  J=Kp(p^xXp-yXp-2). 
@4tei6t  man  ie|t  ben  ffieis  um  0  in  baS  S)reied  ABC 
tin  unb  jlfl&t  ble  bt«  aBinW'^ottiranflS'JronatoetfoIen  AO, 
BO  unb  CO,  fo  tpttb  boburd^  boS  ^ttitd  ABC  in  bie  3 
Sreiede  AOB,  AOO  unb  BOG  jetle^t.  Sie^t  man 
ttbetbitS  in  biefen  3  Sreteden  bie  {ugel^öttgtn  ^ö^en  DO, 
FO  unb  EO  =  Q,  fo  ijl: 

A AOB+ AAO0+ ABOC  =  AABC  ober : 

V«ze+V«ye+Vixe  =  V»(x+y+z)e  =Pc;  mit^^in: 


(2) 


o  =  i  =  1 /(P-x)(p-y)(p-^)  . 
p      ]/  i 


Sefd^teibt  man  ie^t  um  baS  2)teted  ben  JheiS  um  0,  beffen 
3labiu8  =  r  iH,  jiel&t  bie  ^iif)t  CD  unb  ben  3)ur^nteffet 
EC,  fo  rinb  bie  Steiede  ACD  unb  BGE  ä^nlid^  unb  balger 
oetl^ält  ft$: 

AC;CD  =  CE:BC  ober: 
y:CD  =  2r:x  ba^er: 

(8)  r  =  ^y^ 

SluS  (2)  folflt:  (4)  pe«  =  (p-x)(p-y)(p-z) 
„    (3)         :  (5)  16pr«(p-x)(p;-y)(p-'z)=xVz^ 
©e^eauS  (4)  benSBctt^  für  (p— x)(p— y)(p— z)  in  (6), 
fo  loirb: 

•     16p2rV  =  xVz*;  ölfo: 
(6)  4pr^  =  xyz^ 
gntoidcU  man  (4),  fo  $at  man: 

(7)  p^2  =, p8  — (x+y+z)p«+(xy+xz+yz)p -xyz. 
©e^c  hierin  bie  SQBertl&e  für  x+y+z  unb  für  xyz,  fo  \% 
menn  mir  bie  @l  orbnen  unb  burd^  p  bioibiren: 

(8)  xy+xz+yz  =  p«+4rß+^^ 
5Run  ift  in  x+y+z  =  2p'  bie  ©umme  ber  SBurgeln,  In 

(8)  bie  ©umme  ber  gombinationen  jur  gmeiten  ©lofle  unb 
in  (6)  baiS  ^robult  ber  3  9Bur}e(n  gegeben,    ©e^en  toir 
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l^ierfür  bic  bort  gefunbenen  aBertlJe,  fo  geben  mSf 
9lr.  20  biefeö  §.  bie  8  SQßutgeln  folaenber  cubifd^et  ®L 
bad  aRag  fflr  bie  3  @etten  be§  Stetedü»,  nämlid^: 

x»— 2px«+(p2+4rß+e*)x— 4pre  =  0. 

3p  nun  p  =  21,  r  =  8V8/  e  =  4,  fo  etl^olten  toir: 

x8— 42x«+587x— 2780  =  0. 

@e|t  man  gut  SQßegf^affung  beS  jtoeiten  (SliebeS  x=y+14, 
fo  toitb: 

ys— y  =  o  ober  y(y«— 1)  =  0;  folgü^: 

yi=0,  y2  =  +l,  y8  =  — 1;  bolzet: 

xi  =  14,  X«  =  15,  xs  =  13, 

ffiie  3  Seiten  beS  ffireiedfö  [mh  bemno^  13,  14,  15. 

40.  Segei^net  x  bie  ©eite  eines  in  ben  j^ceis  befd^riebenen 

regulären  n»6(l8,  fo  ift  offenbar  für  ben  ÄabiuS  1: 

V2X  =  sin-—  ;  Qlfo  ijl  für  bQS  reguläre  ©iebencdf : 

t;  .  1800  1800    . 

VjX  =  8m-y-;  bal^cr  x  =  2sm— =-  ober,  loenn  toir 

1800 
sin-y- =  sinz  fe^en,  fo  ift: 

x  =  2sinz. 

Um  sinz  m  finben,  muffen  mir  und  eine  gformel  für 
sin  7z  berfi^affen.  5Run  l&aben  toir  für  ben  ©inuS  ber  biet 
fad^en  Sogen  bie  ®I.  : 

sinnz  =  L  I cosz'^-^sinz— f  o)co8z'^-8öinz«+ 
(^  Jcosz'^-'^sinz'^  —  i^jcosz»^-^  sinz'' .... 

©ej^en  mir  hierin  n  =  7,  fo  mirb: 
sin7z  =  sinz{7coszO-- 35cosz*sinz*+21cosz*sinz*  — sinz«}. 
5Run  iji:  cosz*=l — sinz*. 
©e^cn  mir  alfo  übernll  1— sinz«  pott  cosz^  fo  mirb: 
sin  7z  =  sinz  {7(1 —sin  z»)»  —  35(1  —  sinz«)2sinz2+ 

21(1 — sin  z*)sin  z* — sinz«} . 
@ntmi(feln  mir  bie  @l,  fo  l^oben  mir: 
sin7z  =  sinz{7— 56sinz*+112sinz*— 64sinz«}. 
1800 
aOBeil  nun  oud^  sin 7z  =  sin 7.^  =  sinl80o  =  0,  fo  mirb: 

64sinz«— 112sinz*+56sinz«  — 7  =  0- 
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S)ut(!^  @u6ßttuiton  »Ott  sinz  =  VtZ,  ttfyAimtmx  folgenbe 
®Iet(J^unfl:        x»  -  7x«+14x»— 7  =  0. 

©eW  mon  filerm  x«s=  V»(y+7),  \o  »oirb: 
y«-21y+7  =  0. 

ßtn  iji  0  =  21,  q  =  7  unb  4p»  >  27q*;  bolzet  no^ 
§.  495.  V  aufiulöfen. 

pl/V«P     21VV..21     V^ 
logsin  3«  =  9,2764210 — 10 
3«  =  10»53'36- 
s  =  3»37'52'' 
60»— e  =  56<»22'8'' 
60»+e  =  63«37'52« 
logsine  =  8,8016261—10 
logl/28  =  0,7235790 

logyi  =  r,5252051;  olfo  y,  =  0,3351237 

log8in(60»— e)  =  9,9204472— 10 

logl/28  =  0,7235790 

logy,  =  0,6440262;  olfo:  y»=4,4058142 

logsin  (60»+«)  =  9,9522852—10 

log  1/28  =  0,7235790 

log  ( -  y«)  =  0,6758642 :  olfo  y»=— 4,7409367. 

®o^er:  x«  =  Vs.7,3351237  =  2,4450412;  xi  =  1,5636630 

X«  =  V».114058142  =  3,8019381 ;  Xj  =  1,9498533 

X«  =  V«.2,2590633  =  0,7530211;  x»  =  0,8677678. 

41.  ^fft  a  bie  Seite  etned  einem  ftreife  mit  bem  %abiu8  1  ein> 

gef^tiebenen  regulären  9leunedS,  fo  iß: 

180**  180** 

V«u=8in  — ^;  böiger  u  =  28in-5-  ober  ttenn  »ir 

.180»       .      f^  „  . 

sin  -^  =  8inz  fejen:  us=s28mz. 

9{un  tjl  na$  ber  borbergel^enben  Aufgabe: 

cosz'sinz— ^„lco82•sinz*^- 
/9^  /9\ 
co3z*sinz*  — i„jcosz»sinz^+lQJsmz». 

©e^en  wir  hierin  cosz*  =  l— sinz*  unb  enttoideln  bie 
®I.,  fo  erholten  »ir: 
sin  9z =8inz  {9  — 120  8inz»+4328inz*  —  5768inz*+256  sinz«}. 

IgAO 

2)0  nun  sin  9z  =  sin  9.-ö-=180«=0,  fo  folgt  ^ierouS,  bafe 
oud^:  2568inz»— 576Binz«+4328inz*— 1208inz»+9=0' 


Digitized  by  VjOOQIC 


—    461    - 

©efet  tnoir  l&ierin  V»i»  =  8iDz,  fo  erlauft  tnon: 
u» — 9u« +27u*— 30tt» +9  =  0.    @e$e  u«  =  y,  fo  ttiitb : 
y4_9jr8+27y«  — 30y+9  «  0. 
Söfen  »Ir  biefe  ®l  nod&  ber  ©räffe'fri^en  5Diet]^obe  §.  512. 
9lr.  4.  (2)  auf,  jo  etl&otten  »ir: 

1.  5ßoteni  y*— 9y»+27y»— 30y+9  =  0 

2.  „      y*— 27y»+207y«— 414y+81  =  0 

4.      „      y*  -  315y»+20655y« — 137862y +6561  =  0 
8.      „      y<— 57915y»+339789087y»-18734896134y+ 

43046721  =  0 
16.       „      y*— 2674569051y»+1182865601(8)y«- 
3509670795(n)  y  + 1853020188,6)  =  0 
32.       „      y*— 6926746485(9)y»+ 1283196730(25)  y»— 

1231778904(M)y+3433683814„i)=  0 
64.      „       y«-4795415293(28)y«+1646593845(59)y*- 

1517279263(78)y + 1 179018453(62)  =  0. 
©rüden  wir  bie   ©oefftcienten  ber  legten  ®(.  bmiSi  il^re 
Sogaritl^men  ans,  fo  ^a^  man: 
^  y*— 37,6808262y»+68,2165862y»-  82,1810655y+ 
61,0715200  =  0.    S)emno(i&  iP; 
logy,  =  37,6808262 :  64  =  0,5887628 ;  yi  =  3,8793839 
logy,  =  (68,2165862-37,6808262) :  64  =  0,4771212 ;  y» = 3 
logy«  =  (82,1810655-68,2165862) :  64  =  0,2181949 : 

y«  =  1,6527034 
logy*  =  (61,0715200-82,1810655) :  64  =  1,6701634 : 
y4  =  0,4679112. 

«Ifo  Ui  =  l/y4  =  0,6840403;  U2  =  l/y»  =  1,2855751; 
Ug  =  J/ys  =  1,7320508;  vu  =  yji  =  1,9696151. 
6§  tft  Ui  bie  }u  y»,  u«  bie  }u  */«,  Us  bie  }u  '/»  «"*>  "4 
bie  2U  V»  )xi  ftreiä))eri))]^erie  gel^örige  @e^ne. 


B.    StttfgaÜen  and  ber  ^^tffü  nnb  9(fh;ot»iitie. 

mi  §•  108.) 

§.  516*  1.  9Ran  unterf(i^eibet  abfoIuteS  unb  fpecifif^eS 
®ett)i(!^t.  S)a3  abfolute  ®tro\^i  eines  J}5r))erS  ift  bie 
©röfee  feines  ®rudfe§  auf  feine  Unterlage  unb  gibt  on,  in 
»eld^em  ißerl^ölini|  fein  2)tu(f  }um  ©ru(fe  geniffer  unter 
bem  9iamen  @ett)id^te  Dorlommenber  Sibvptt  fte|t.  3)a3 
f))ecifif(!^e  ©ewid^i  gibt  baS  SSerpttni^  feines  abfoluten 
®ett)t(^teS  )u  bem  eines  anbem  ^ör))erS  bon  gl  eiligem 
ISoIumen  an.    @S  ifl  oOgemein  gebriiud^(i(!^,  baS  ®eh)id^t 
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b€8  Pd&  }u  btefem  Sttedc  borjuflStoetfc  elgncttben  telnen 
9Baf[etd  6ei  4^0  als  Sinl^eit  anjunel^men  unb  bamit  baS 
(Setoid^t  ber  anbeten  Mxp^x  )u  oergleid^en.  Um  )u 
jieigen,  n)ie  boS  abfolute,  bad  fpecififd^e  @ett)td^t  unb  ba§ 
Solumen  eines  jtörpetd  bon  einanber  abl^angen,  nehmen 
toit  an,  eS  fei  bad  abfolute  @emi4it  =  P,  fein  93o(umett 
=V  unb  fein  fpedfiJ^eS  «etoi(i5t=S,  nwbei  P  in  ftilogtomm 
ober  &xamm  unb  V  be)figlti(  in  j^ubitbecimeter  ober  ffubii» 
centimetet  angegeben  ifl,  unb  fo  Diele  Kilogramm  obet 
@ramm  P  toiegt,  fo  Diele  Jhtbifbecimetet  ober  ^bilcenti> 
meter  entl^&It  Y.  S)enma4  iß  in  Sejug  auf  baS  SBaffer: 
P  =  V. 

«US  ber  grflärung  beS  fpecififi^en  ©etoid^te«  eines  ftSrpetS 
folgt  bag  ein  j^örper,  beffen  fpecifif^eS  (Setoiifit  2, 3, 4...  n 
mal  fo  grog  iji,  als  baS  beS  SSafferS,  ebenfauis  bei  glei^em 
Solumen  2,  3,  4 ...  n  mal  fo  biet  mied.  S)emna$  ge^t 
bie  gformel  P  =  V  für  jeben  anbetn  Stbxptx  als  SBoffet 
über  in:  P  =  VS, 

b.  1^.  baS  (Setoi^t  eines  AörperS  iß  glei^  bem  ^robuSe 
aus  feinem  SBoIumen  in  fein  fpecififc^eS  (Semidgt.  Sffieil  nun: 
•  (1)  P  =  VS,  fo  folgt  hieraus: 

(2)  V  =  P:S  unb: 

(3)  S  =  P:V. 

SBenn  alfo  bie  abfoluten  ©emi^te  )meier  Stixptx  P  unb  p, 
i$re  Volumina  V  unb  v,  i^rc  fpecipf^en  (Bemii^te  S  unb  s 
finb,  fo  ijl  baS  abfolute  ®emid&t  i^rer  SRif^ung  =  P+p 
unb  i^r  aSoIumen  =  V+v.  ©efeen  mir  ba|er  in  gformcl 
(3}  P+p  patt  P  unb  V+v  \tati  Y,  fo  erl^alten  mir,  mm 
mir  baS  fpecipfd^e  ®emid^t  ber  SRif^ung  mitSi  bejeiilnen: 

(4)Si-yq:^- 

9la4  Qformel  (1)  ip  aber  P+p  =  VS+vs;  bal^er  \% 
menn  toir  biefen  SBertl^  in  (4)  einfejen: 

c       VS+vs  . 

^^  =  -v+7- 
©aS  aSoIumen  beS  ©auerpoffgafeS  V  =  21,  fein  fpecipf$c8 
©emi^t  S  =  1,1026,  baS  »olumen  beS  ©tidtgafeS  y=79 
iP  gegeben,  fein  fpecipfd&eS  ®emi(ä^t  s  mirb  gefud^t.  Siefc 
beiben  ®afe  bilben  bie  atmofp^ärif^e  Suft;  il^t  Solumen 
IP:  (1)  Vi  =  V+v. 

»ejeid^nen  mit  il&t  fpecipfd^eS  ©emi^t  mit  Si,  fo  ip  mi) 
ber  borl^ergel^enben  9lufgabe: 
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(o\  ö  _VS+vs. 

©e^en  xoxx  aus  (1)  bie  SBettl^e  für  v  unb  für  V+v  in 
(2)  fo  toitb: 

SiVi  =  VS+s(Vi-V);fülfln(i^: 
s  =  (SiVi-VS):(Vi-V). 

©uBjHtmten  xoxt  l^ierin  bie  angegebenen  SäJertl^e  für  V,Vi 
unb  Si,  fo  n)irb,  ba  fibetbieS  baS  ft)eciftf(!^e  @ett)i(!^t  ber 
atmofpl^ätif($en  Sufi  ald  Sinl^eit  angenommen  toitb,  alfo 
Si  =  l  ifi: 

_  1.100-21.1,1026     76.8454  _ 

'  -  — iöör='2i —  —79-  -  ^^^^^^^' 

3.  ©ier  finb  jiatt  ber  SSoIumina  bie  abfoluten  ©etoi^te  ber 
beiben  Äörpcr,  nämli(iö  P  uub  p  gegeben.  5Run  ergibt  fid^ 
m%  «ufg.  1,  @I.  (2),  bafe  V  =  P:S  unb  v  =  p:s. 

©efeen  mir  biefe  2Bert$e  für  V  unb  v  in  ben  bort  für 
Si  gefunbenen  Sudbrud,  fo  mirb,  menn  aviii  l^ier  Si  bad 
fpecif.  @em.  ber  SKifd^ung  bejeid&net: 

G  _       P+P      _(P+p)Ss 
°'~(P:S)+(.p:s)~  Ps+pS 

4.  pier  iü  P  =  9,  p  =  l,  S  =  10,474,  s  =  8,788;  folglici^ 
tfi  nad^  9(ufgabe  3: 

^  _ (9+l).10,474.8.788_920.45512_,^ ^^^ 
'~  9.8,788  +  1.10,474""    89,566    — ^^'^''• 

Stoeite  5lup.  SäJir  lönnen  un8  bie  Seiianbt^eile  eines  9Kar!^ 
pdfed  jtatt  in  ber  SOtifd^ung  aud^  ald  getrennt  neben  tm^ 
anber  liegenb  DorfteHen,  moburd^  meber  am  abfoluten  ©em. 
nodö  am  fpecif.  ®cm.  etmaS  geänbert  mirb,  alfo  9  ©emid^ts» 
t^eile  ©ilber  (S)  unb  1  ©emid^tst^e«  ftupfer  (K).  6in 
©emid^tstl^eil  S  ^at  aber  nid^t  bajfelbe  SSoIumen,  mie  ein 
©emid^lSt^eil  K,  fonbern  meil  S  fpecififd^  fd^merer  iji,  ein 
fleinereS  Solumen  unb  jmar  nad^  bem  Segriff  oom  fpedf. 
©eto.  besie^ungSmeife  nad^  ben  Angaben  berl^ält  fid^: 
S:K  =  10,474: 8,758;  ba^er: 

8,758 S  =  10,474K;  folglid^:  K=  j|^^^S  =  0,836 S,  b.  % 

1  ©emidgtiStl^eil  S  l^at  nur  0,836  Vol.  eines  gleidgen  ©emid^ts« 
t^eileS  K,  bie  9  öor^anbenen  ©etoid^St^eile  S  alfo  9x0,836 
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=  7,524  Vol.  S  JjQbcn  bojfclbe  ©ctol^t,  tote  9  gteit^  grofec 
Vol.  K.  6ä  x\t  aber  fd^on  1  Vol.  K  in  ber  SRif^ung,  olfo 
7,524+1  =8,524  Vol.  K  toiegen  boffelbe,  toie  10  Vol.  K. 
3tm  itat  1  Vol.  K =8,758,  bie  10  Vol.  K= 87,58  fpectf. 
®eto.  (53  finb  aberni^t  10  Vol.  fonbern  nur  8,524  Vol.; 

87  58 
biefc  l^aben  olfo  anäf  nur  q~  =  10,277  fpccif.  ©eto. 

5.  3)ad  obfolute  ®m\^t  ber  SOtifd^ung  beiber  Stbxptt  ift  =  m, 
i^t  \ptc\l  ®eto-  =  e.  3ji  ba«  obfolute  ©emid^t  beS 
einen  ftötperö  =p  unb  fein  fpecif.  ®m.  =s,  fo  iji  bos 
obfolute  ®ett).  beS  onbern  =m— p  unb  beffen  fpecif.  ®erü. 
fei  =  Si  toeld^eS  gefud^t  toetben  foD.  ©o  nun  boö  fpccif . 
®e».  ber  !Dlif(!|ung  =  e  ift,  fo  ntufe  e  bem  für  Si  in  3luf g. 
3  gefunbenen  ^udbrud  gleidt^  fein;  eS  ift  olfo: 

e={{P+p>S}:{P8+pS}. 
9lun  ift  P+p  =  m  unb  Ps  =  (m— p)s;  fe^en  toir  biefe 
aSßert^e  ein,  fo  toirb: 

msS  . 

es{m-p)  =  S(ms-ep);  olfo:  8  =  ^^=^). 

6.  aus  bem  fpecif.  ©etoid^te  ber  9Rif(i^ung  =e  unb  bem  fpecif. 
®m.  S  unb  s  ber  beiben  mit  einonber  berbunbenen  fförper 
foHen  bie  obfoluten  ®etDidöte  P  unb  p  gefud^t  »erben. 
9lun  ift  nodd  Slufgobe  5: 

e=  {(P+p)sS}  :  {Ps+pS}. 
©nttoideln  tt)ir  biefe  ®I.,  fo  l^oben  »ir: 
Ps(e-S)=pS(8-e)j  ^ierouS  folgt  nod&  §.  225: 

P:p  =  S(s--e):s(e  — S). 
anit^in  muffen  bie  beiben  ftörper  in  bem  ©etoid^tSber^ält« 
niffe  S(s  — e):s(e-S) 

mit  einonber  berbunben  toerben. 

7.  Sie  ftrone  ^obe  x  ^fb.  ©über  cntl^olten,  fo  enthielt  fte 
20— x^fb.  ®oIb.  ^atU  bie  flrone  bo«  fpccif.  ®m.  16, 
fo  ift  fte  16  mol  fd^merer,  olS  ein  gleidl^eS  SSoIumen  SBoffer  unb 
berliert  mitl^in,  tomn  man  fte  im  SBoffer  wiegt,  Vie  i^re§  ®e* 
toid^teS,  olfo  Vi6.20  =  lV4  Wi>-  S)iefer  ©emidötSberlufl  bei 
ber  Slbioögung  im  SBoffer  ift  ober  jufommengefe^t  ouS  ben 
®etoidöt§berluften,  bie  bo8  ©olb  unb  boS  ©über  einjeln  er« 
leiben.  So  boS  fpecif.  ©e».  be§  ©ilberS  10,47  ift,  fo  berliert  e§ 

1  X 

im SBoffer  -j^-js feines ©ewid^teS, olfo berlieren x^fb. TQ77 
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gjfb.    ®a8  ®oIb,  bejfen  fpecif.  &m.  19,25  \%  betlietl 

j^  feines  ©ewid^teS,  olfo  20— x  5pfb.  »eriieren  ^~ 

5Pfb.  ®,a  beibe  ©ewtd&tSöetluilegufanimen  ben  ©etnid^tSbetluji 
Der  flrone  bilben,  fo  ift: 

^  "löri7"'*"l9"25"'^"^^'^*'  hieraus  erpt  man: 
8,78x  =  42,534375,  olfo  x  =  4"8«Vi4048  W^.  ©Hbcr, 

•       bQl&et  tOOg  bOS   ®Olb   20~4"8«Vl4048  =  152i8VH048?fb. 

gtocitc  Slufl-  aWan  !ann  boS  Scfultot  biefcr  Slufgobe  au(iö 
aus  bcm  bcr  bor^etflel^enbcn  ableiten,  tt)cnn  man  e  =  16, 
S=19,25,  8=10,47,  P=x  $fb.  ®oIb  unb  p=20— x  5ßfb. 
©ilbet  fe^t.    3ll§bann  ift: 

X  :  (20  -  X)  =  19,25(10,47  - 16) :  10,47(16  - 19,25) 
=  106,4525 :  34,0275 
=  4,2581:1,3611;  bal&er: 
56192x  =  851620;  aljo  x  =  I5218V14048  ^b.  u.  f.  to. 
8.  ®er  $ebel  iji  ein  unbiegfamet,  um  einen  feftcn  ^unlt 
betoeglid^er  ftörper,  auf  tt)eld|en  ffräfte  toirfen,  bie  i$n  naij 
entgegengefe^ten  Jiid^tungen  ju  breiten  ftreben.  ®enft  man 
[\ä)  ben  Äörper  ol^ne  ©etoitiöt,  alfo  als  Sinie  im  Siaume, 
fo  l^eißt  bet  |)ebel  ein  mat^ematif^er,  anbernfafls  ein 
i)]^^fijd^er.    Sie  beibcn  auf  il^n  toirlenben  fträfte  nennt 
man  flraft  unb  Saft.  S3ei  jebem  |)ebel  gibt  e§  brei  mer!« 
»ürbige  fünfte:  ber  Unterftü^ungSpunft,  bet  S)tel^» 
})un!t  unb  bie  SlngriffSpunlte  ber  ftraft  unb  Saft. 
Siegt  ber  Srel^punft  aufeerl^alb  ber  SlngriffSpunhe  ber  ffräfte, 
fo   ift  es   ein  einarmiger;  liegt  berfelbe  aber  jtoifd^en 
biefen   ftröften,    fo    ift    eS    ein    imeiormiget.     Sei 
aDen  5lrten  öon  |)ebeln  gilt  baS  ©leiti^gemid^tSgefefe:  „®er 
$ebel  ift  im  ®Ieici^gen)i($t,  toenn  bie  ftatif(|en  SJiomente, 
b.  1^.  bie  ^robufte  aus  ben  Gräften  unb  i^ren  Entfernungen 
Dom  Unter ftü^ungSpunfte  einanber  gleid^  finb." 

®a  4+3+2  =  9  ^fb.  aufwärts  unb  6  +  5  +  1  =  12 
^fb.  abwärts  toirlen,  fo  muffen  jur  ßrjeugung  beS  ©leid^« 
gen)i(iöteS  no(iö  weitere  3  ^fb.  felbflüerftänblidl  naii^  aufwärts 
wirfenb  irgenbwo  angebracht  werben.    3?un  wirlen: 

9?ad&  abwärts: 
6  ^fb.  auf  0  cm  Entfernung,  alfo  fiatifd^eSSKoment  6  X  0=0 
5    „      „    5cm         „  „         „  „      5x  5  =  25 

1    „      „  22cm         „  „         „  „      1x22  =  22 

9htlaiib,  üuflöfungett  m.  30 
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fHaSf  ouftoärtd: 

4  ^fb.  auf  3  cm  (Sntfentunfl,  alfopatifd^esaHomcntSx  4  =  12. 

3    ,,      ^    9cm  ,,  ,,        ,,  ,,      3x  9  =  27( 

2    „      ,,  15cm  „  „        ,,  „      2x15  =  30^ 

Sic  ©umme  ber  abtoärtö  uub  rcdjts  ^in  toiricnben  Ätäftc 

bcttäat  ^iernaiä^  47  unb  bie  Summe  bcr  oufmärts  mirlen« 

bcn  Gräfte  69;  mithin  überfteigt  blcfe  ©ummc  jene  um 

69—47  =  22; 

bie  emäl^ntett  3  ^fb.  pnb  olfo  IxnU  bon  a  in  folget  (Snt* 
femung  angubrinaen,  bog  bo§  ftotifd^e  SBoment  =22  ifl. 
(Ss  fei  nun  x  btefe  Snifetnung,  olsbann  l^oben  n)tr: 
3x=22;  a(fo  x  =  7V8. 
9.  A  PC B 

3n  C  liege  ber  ©(ä^werpunft  beS  ©tabeS.  gaUS  nun  baS 
®miäft  p>q,  jetfüDt  ber  C>^bel  AB  in  itoti  ungleid&e 
Slrme,  etoo  in  AI)  unb  BD.  ffiabur^  fommt  ber  Unter'» 
jHl^ungSpunlt  bes  ^cMQ  in  D  gu  liegen  unb  ber  ©(^»er« 
pmti  in  ben  Slrm  BD.  5Run  fei  AD  =  x  unb  DB  = 
AB-AD  =  l~x;  bann  iji  DC=BD— BC=1— x-V«! 
=  V2I  — X.  SäJeil  bas  ©etoid^t  beö  ^tbzl§  mitberüdp^i&tigt, 
alfo  Qls  tt)ir!enbe  ftraft  angenommen  loirb,  fo  iji  unter 
SSorauSfe^ung,  bafe  bie  ftatifii^en  SKomente  einanber  glei$  fmb: 

px  =  q(l — x) + s(  V2I — x)  ober : 

(p+q+8)x  =  l(q4-V2S);  alfo: 

X  =  l(q+ Yjs)  :  (p+q+s)  unb 

l-^  =  l-fp^^  =  KP+V2S):(p+q+s). 

10.  Sie  gefud^te  Sänge  beS  $ebel§  fei  x;  folgliiä^  fein  ®mi(S)t 
=  mx.  ®ie§  ©etoid^t  fann  man  \i^  im  ©d^ttierpunW,  ber  um 
V2X  bom  ©tü^t)un!t  entfernt  ift,  angebrad^t  ben!en.  ©oD 
nun  burd^  bie  Saft  q  unb  ba§  @m\^t  beS  |)ebetö  mx  mit 
ber  auf  ben  |)ebel  ^mheäft.  n)ir!enben  ftraft  p  ba§  ®Ieid&« 
getoicl&t  l^ergefteHt  toerben,  fo  ift  mit  SHicffid^t  auf  bie  ®Iei(|* 
^eit  ber  ftatifd^en  SWomente: 

aq+V2X.mx  =  px  ober: 


m  m 


hij 


'  2amq      . .  „, ,  p  ±  l/p*  —  2amq 


m'*  m 

3ft  j.  33.  p  =  12k,  q  =  15k,  m  =  4k,  a  =  0,9m,  fo  iji: 
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12±VT22— 2.0,9.4.15 


ballet: 


xi  =  4,5m;  X2  =  1,5m. 
11.  a)  6ine  9Ketl^obe,  um  ba§  toal^rc  ®tto\S)t  eine§  Rbxptx^ 
ju  ermitteln,  befielet  botin,  bafe   man  ben   objutöägenben 
Rbxptx  obtüed&felnb  in  bie  eine  unb  in  bie  onbere  SBagfd^oIc 
legt  unb  ou§  ben  jcbc§mal  erl^oltenen  3lefuItoten  ba§  ge* 
^nä)k  &emäji  burd^  3ie(j^nung  beftimmt.    S9ejei(]^nen  wir 
bie  beiben  5lrme  bet  SBoge  mit  a  unb  b  unb  bie  aimä)^ 
felnb  in  bie  eine  unb  anbete  2Bagf(]^Qle  gelegte  Saft  mit  x, 
fo  ift  für  ben  3wpanb  be§  ®Iei(]^getDid^t§: 
ax  =  bp 
bx  =  aP.    hieraus  folgt: 

äbx*  =  abpP  ober:       

x2  =  pP;  ba^er  x  =  l/pP. 

11.  ß)  3laS^  §.  375.  b.  $Rr.  53  (1)  ifi  l/pP<V2(p+P). 

12.  3)ie  Släume  t)om  anfange  be§  t^aUe^  an  gered^net,  ober  bie 
3läume  ber  ganjen  Seiim  nej^men  mä)  ben  Qfallgefe^en 
gU/  toie  bie  Quabrate  ber  !it\Un,  alfo  wie  1,  4,  9,  16 
u.  f.  to.  ^ex^i  nun  ber  gallraum  ber  erften  ©elunbe  Vagf 
fo  burd^föHt  ein  freifaüenber  ßört)cr  in  1,  2,  3,  4  ...  t 
©efunben  bejüglid^  bie9iäume  V2g/ 4.V2g/ 9.V2g-..  .t^.Vsg 
ober  Vsgt*.  Sejeid^net  h  ben  gaüraum  in  t  ©e!unben, 
fo  iji:  ^ 

li  =  Vagt^ba5er  t  =  l/h:V2g. 
5Run  ifi: 

g  =  9,808m,  alfo  Vag  =  4,904m  unb  h  =  320,72m; 
bal^er  gebrauii^t  ber  Stein: 

t  =  1/320,72: 4,904  =  8,087  ©efunben, 
um  ben  S9oben  gu  nxe\ä)en. 

13.  a)  S)ie  SRäume,  mlä)t  ein  freifüDenber  ßört)er  burc^^fäDt, 
»ad^fen  für  jeben  folgenben  3^^^^^,  toie  bie  ungeraben 
Sal^Ien  1,  3,  5,  7  u.  f.  m.  9?un  finbet  man  mä)  ben@e* 
fe^en  über  bie  SBurfbetoegung  bie  Jftäume,  bie  ein  fenfred^t 
abtt)ärt§  geworfener  ^bxptx  in  ben  beftimmten  Seiten 
gurüdlegt,  inbem  man  ju  ben  vermöge  ber  ©d^merfraft 
jurüdgclegtcn  Säumen  noc^  biejenigen,  mläjt  er  burd^  bie 
SBurffraft  föHt,  ^injuabbirt.  @ibt  alfo  bie  SQßurffraft  bem 
Sibxptx  eine  ©efd^minbigfeit  bon  c  gu^,  fo  fällt  er: 
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in  ber  1.  ©e!unbe  l.V»g+c 
„  „  2.  „  3.V«g+c 
„    ,    3.      „         5.V8g+c 


„    „     t.      „         (2t— l).V2g+c;  bolzet: 
in  2  ©elunben  4.V8g+2c 
„    3        „        9.V.g+3c 
„   t        „        t*.Vsg+tc. 
S)a  nun  b«  goDrourn  =s  ip,  fo  ^oben  toit: 

Vigt»+ct  =  s  obet  t»+ -t=^' 

©ictQUS  folgt:  t  =  {l/c2+2gs— c}:g  ©elunbcn. 

13.  ß)  ®a  bte  Sctocgung  be§  fenlred^t  aufloärtS  geiootfencn 
ftörperS  g^^bc  baS  gntgegengefc^te  bon  bct  SBeiocgung  bes 
jenhed^t  abioärts  geipotfenen  RbxptxQ  ift,  fo  l^obcn  »ir 

Ort  Oq 

icfet:  ct-V2gt«=3  Ober  t«— f^t  =  — ~;  olfo: 

t  =  {c  + 1/ c' — 2gs} :  g  ©efunbcn. 
3n  bicfcm  SluSbrudC  für  t  gilt  baS  obere  S^^^^^  fö^  ^i^ 
3eit  beS  ©tctgens  unb  baS  untere  für  bje  3^it  i^c§  ^erob» 
fallen§. 

14.  S3ejei(3&net  g  bie  nad^  Verlauf  einer  ©efunbe  bon  einem 
freifaflenben  Rbxpex  erlangte  ©efd^toinbigfeit  unb  c  feine 
®ef(iÖn)inbigfeit  naä)  tSefunben,  fo  tft,  toeil  bie  ©efd^ioinbig« 
leiten  ben  3^iten  prot)ortionaI  pnb: 

c :  g  =  t :  1;  alfo  c  =  gt  unb  borauS: 
(l)t  =  c:g. 
$Run  ifi  ber  göHraum  bon  t  ©elunben  ober  h  =  V2gt*. 
©ubjiituirt  man  l^ierin  auS  (1)  ben  SBertl^  für  t,  fo  er* 
l^ält  man: 

(2)h=V.g.-,  =  2^. 

@S  loirb  aber  bie  j^anonenfugel  mit  einet  ©efd^minbigteit 
Don  c  =  490,4in  fenhe^l  in  bie  f)öl^e  gef^ojfen;  ballet 
ijl,  toenn  toir  biefen  ÜBert^  in  (1)  unb  (2)  einfefeen: 
(1)  t  =  490,4 : 9,808  =  50  ©e!unben, 

.„,       ,490,4'      240492,16      ,„„^ 
^2)  *'  =  2:9;8Ö8  =  -T9;6l6-=^2260in. 

15.  a)  SBenn  man  ben  in  einen  Srunnen  l^inabgeioorfenen  Stein 
nad^  t  ©efunben  anfd^Iagcn  l^ört,  fo  fefet  [xä)  biefeSeit  ju» 
fammen  aus  ber  3^5*,  bie  ber  ©tein  gebraud^t,  um  bis  gur 
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OBerfläd&c  be§  SBofferS  ju  gelangen,  unb  ouS  ber  3eit,  bie 
ber  ^äfaU  nöt^ig  ^at,  um  bi§  ju  unserem  O^re  gu  gelangen. 
^Rennen  mir  ben  SfaDrourn  h,  fo  \%  mü  befanntlid^ 
h  =  V2gt^  aud^:  

t  =  l/2hTg; 
SJieS  ift  alfo  bie  Seit,  toeld^e  ber  ©tein  jum  Saßen  ge« 
braud&t.  Um  bie  Seit  ju  finben,  bie  ber  Bä)aü  ge^^ 
braucht,  erwäge  man,  ba^  bie  @ef(]^tt)inbig!eit  beS  ©dralles 
=  s,  b.]^.  ber  ©d^afl  legt  in  1  ©efunbe  ben  Saum  s  ju* 
xM,  alfo  ben  Slaum  h  in  h:s  ©efunben.  S)a^er  l^aben 
toir  jur  Seftimmnng  bon  h  folgenbe  ®I.: 

t  =  l/2hTg+(h:s). 
gntmidfeln  loir  biefe  ®I.,  fo  toirb: 

h«~2h?^^^+W=0:  ba^er: 

g  , 

h  =  s  {(gt+s)-  y  2gst+s2}  :  g 

15.  ß)  aWit  Sejug  auf  a)  l^aben  mir,  menn  in  bem  bort  für  h 
gefunbenen  SluSbrud  t=25,  s  =  340,18  gefegt  töirb: 

h  =  340,18.  {(9,808.25+34048)  — 

1/ 2.9,808.340,18.25+340,18«}  :  9,808 
=  340,18.(585,38— 1/166824,272+115722,4324} :  9,808 
=  340,18.  {585,38  -^  531,551} :  9,808 
=  18311,54922 : 9,808  =  1867m. 

16.  ^&iU  ber  ©tein  ben  umgefe^rten  SOßeg,  nömli^  bon  ber 
®rbe  au§  bis  ju  bem  Orte  feiner  2ex\Aa1^nnQ,  gemad&t,  fo 
tDöre  biefe  3lufga6e  nid^t  öerfdgjieben  bon  ber  borigen.  3)a 
aber  bie  S^^^t^lö^wng  beim  Se^inne  feines  $erabf<iIIenS  patt^« 
finbet,  fo  bejtel^t  bie  3^5*  t  nuä^t  aus  ber  ©umme,  fonbern 
aus  ber  2)ifferenj  ber  3^itobf(ä^nitte  l/2h:g  unb(h:s). 
®a^er  iji:  

t  =  l/2h:g-(h:s);  alfo: 

h«— 2sh^-^^+t2s2  =  0;  folgliiä^: 

h  =  s {(s- gt) ±l/s(s-2gt} :  g. 

Pr  t  =  3,  8  =  340,18  toirbj 

h  =  340,18.  {310,756  ±  1/95703,51976} :  9,808 
=  340,18.(310,756  ±  309,359) :  9,808 ;  ba^er : 
hl  =  210950,72070  :  9,808  =  21508m 
ha  =  475,23146  :  9,808  =  48,42m. 
2)er  aSJertl^  für  hi  iji  unbrauchbar,  toeil  ber  fförper  einen 
fold^en  SRaum  in  3  ©efunben  nidjit  burdjifatten  fann. 
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3tt)cite  2lufl.  3)er  fd^neDerc  ©(ä^att  gelangt  frül^cr  jur 
6rbe,  als  bcr  faßenbc  fförper.  angenommen,  bie  fenfre^te 
gntfernung  jmif^en  6rbe  unb  ß^tpIaj^ungSPeUe  fei  x  5IMeter. 
®er  ©(ä^all  burd^eilt  mit  gleid^mäBigcr  ©efd^toinbigfeit  in 
1  ©efunbe  s  9Heter,  al\o  bie  x  SJJeter  in  x :  s  ©efunben. 
SBäl&renb  biefer  3^^*  föKt  a6er  anäi  \ä)on  ber  ©tein  unb 
nod^  t  ©efunben  länget,  bis  et  jut  6tbe  gelangt,  alfo  fällt 
bet  ©tein  jufammen  (x:8)+t  ©efunben.  "iRaä)  ben  be« 
fannteu  gaUg^f^&^n  (3lufga6e  12)  ift  bet  ganje  gutüigelegte 
ätaum: 

(^+ty.Vsg5  mm  ift: 

(^+tY.V«g=x;  ba^et:  x«— 2sx®-^+t«s2  =  0;  alfo: 

X  =  s  {(s  —  gt)  ±  l/s(s  —  2gt)} :  g  toxt  oben. 

17.  ®ie  ®efe^e  beS  freien  gfaUeS  ber  Äörpet  finben  ebenfalls 
il^te  Slotoenbung  auf  ben  t^aU  betfelben  auf  bet  fd&iefen 
ßbene.  @S  !ommt  babei  nut  barauf  an,  für  jebe  fd^iefe  66ene 
ben  gaHtaum  bet  etften  ©efunbe  ju  finben.  93ejeid&nen 
toit  biefen  gaßiföum  mit  G,  bie  ^öl^e  bet  fd^iefen  ßbene 
mit  h,  bie  Sänge  betfelben  mit  x,  fo  iji: 

G:V2g  =  h:x;aIfo:G  =  V2g^ 

©efeen  mit   in  bie  bei  Aufgabe    13   füt   ben  gfaDtaum 
eines  fteifaDenben  ßött)etS  in  t  ©efunben  entmidtelte  Qfot» 

mel  c=n,  fetnet  Vag-  ftött  V2g  unb  s=x,  fo  erl^alten  mir: 

:^  =  V2gt«^+nt. 

5Run  iji  befanntlid^  für  ben  fteifaHenben  fförpet  t  =l/2h:g. 
©e|en  mit  biefen  SBett^  füt  t  in  bie  etl^altehe  ®I.,  fo  mitb: 

x=— +nl^2h : g  obet  x*— nxl/2h:g  =  h*;  l^ierouS  folgt: 

{X  -  ^/tnVWTg}*  =  ^ .  (n«+2gh);  ba^et 

X  =  V2DT/2hTg  +  VhT2g.V^+2^ 

=  nl/h :  2g +l/h:2g  .yn«  +  2gh 

=  (n+l/n«+2gh).l/h:2g. 

18.  eingenommen,  bie  SlnfangSgefd^minbigfeit  beS  auf  bet  f^iefen 
©bene  N  oufwärts  \i^  |inaufbett)egenben  ÄörperS  fet=x, 
fo  iji  mit  S3ejug  ouf  3luf9o6e  13. /S)  unb  9lufg.  17: 

(1)  m  =  et  -  V2gt»^;  (2)  n  =  tx  -  '/«gt^J- 
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ßntmicfelt  man  Wc  bciben  ®Uxä)mqen,  fo  erl^ölt  man: 
(3)  2m2  =  t(2cm  —  ght) ;   (4)  211«  =  t(2nx  —  ght) 
©teile  aus  (2)  unb  (4)  bie  SBert^e  für  t  einanber  %U\ä), 
fo  l^at  man: 

m^       n** 

2cm  —  ght  ~  2nx— ght' 
@nttt)i(fele  biefc  ®I.  unb  bejiimme  t,  fö  toirb : 
.  _  2mD(mx  —  cn)      ..     ^  _  4m%^(mx— cn)^ 
^~    gh(m2— nT"^  ^^^  ^  ~  g%«(m2-n2)2  * 
©e^e  bie  SSJert^e  für  t  unb  t«  in  (3),  fo  erhält  man : 
^    a  _  4m'ac(mx — cn)     4in^n^(mx  •— cn)'     . 
'^^~    gh(ma-n2)  gh(m«— n«)^     ^  ^^^^ 

2gh(m2— -n*)2=  4cn(mx— cii)(m2—  n')— 4n^(mx— cn)«; 
2n*(mx — cn)'—  2cn(mx  —  cn)(m'*— n«)  =  —  gh(m«— n')«; 
2m2nax'— 2mncx(m2+n3)  =— 2m*n'.c*— gh(m>— n»)'^ ; 
f       c(m'  +  n')l «_  c'(m' +n')^—  4m  ^nV—  2gh(m^— n«)^ 
r         2mn    /""  4m«n8 

_  _  c(mM'n«)  ± (fflg—  ng)T/cg—  2gh 

^~'  2mn 

©e^tman  m  =  40,  n  =  30,  h=24,  c  =  25,  g  =  9,808, 

fo  toirb: 

40«+80«     40^-30^,,  -^ 

""^  ^^  •  2.40.30  ^  2.40.30"^  ^^      ^'^'^^^  •  ^^ 

62500±700. 12,418    .   . 
—  — ;  bal^er 


2400 

71192,6     ^^_  53807,4       ^^  ,^ 

^^  =  -24Ö0-=29,66m^  x,=  -^^^  =  22,42m. 

19.  ©inb  M  unb  m  bie  SJlaffen,  C  unb  c  bie  ©efd^toinbig« 
feiten,  alfo  MC  unb  mc  bie  SSetoegungSquantitäten  ober 
Setoegung§momente,  fo  erfolgt,  loenn  fie  fi(3&  einanber  be« 

Segnen.  SRu^e  ober  Semegung,  je  na^bem  MC  =  mc  ober 
IC>mc  ift.  3n  le^terem  galle  öernici^tet  guerft  beim 
Sufammentreffen  mc  in  MC  fo  öiel,  als  e§  felbft  beträgt, 
unb  bie  9Kaffe  M  behält  nod^  als  ©röfee  ber  S3ett)egung 
MC— mc,  mit  toelci^er  fie  auf  bie  bor  i^r  Uegenbe  2Kaf[c 
m  toirft  unb  fie  fortfd^iebt,  moDurc^  t^re  ®ef(i^tt)inbig!eit 
Heiner  mirb.  Reifet  nun  bie  @ef(j&tt)inbig!eit  ber  ®efammt= 
ma(fe  M+m  eiroa  x,  fo  iji  i^re  Quantität  ber. Bewegung 
=(M+m)x  unb  eS  iji  bal§er: 
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(M+m)x  =  MC— mc;  folflltd^ 
__  MC— mc 
^~  M+m  ' 
«n  toir  ^ietln  c=y  unb  x  =  c',  fo  toirb: 

^'  =  -Äi?5  mitlitt 

M(C-cO— mc' 

^  m 

20.  3lu5  bcn  ©cfe^en  über  ben  ©tofe  clopifd&er  ftörper  ergibt 
fi(3Ö,  bafe  bei  einem  fold^en  Stoße  ni(ä^t  nur  bie  ©umme  ber 
SetoegunöSmomente,  fonbern  anät  bie  ©umme  ber  lebenben 
Äräfte,  b.  1^.  berjenigen  Gräfte,  bie  ein  in  Setocgung  be* 
finbli(3^er  ftörper  einem  önbern  mittl^eilt,  —  unberänbert 
bleibt,  unb  bofe  bie  SSerönbcrung  ber  ®ef(ä^ti)inbigfeit  j[ebe5 
ÄörperS  l&ier  bop})eIt  Jo  grofe  ifi,  als  beim  ©tofee  unelajiifd&er 
Äörper.  9lun  feien  bie  (Sefd^minbigfciten  beiber  ftörper  t)ot 
bem  ©to^e  x  unb  y.  Sei  bem  Bio^t  unelojiifd^er  Äörjjer 
erleibet  ber  erjte  eine  ©efd^minbigfeitSberänberung  bon 

m+M  m+M  ° 

mx+My  _  m(y— x)^ 

^       m+M  ■"  m+M  * 
S)a  nun  bie  ©efd^toinbigleiten  mä)  bem  ©toge  bejüglid^  g 
unb  G  pnb,  fo  ijl: 

S)te  ^ifferett}  jtotfii^en  biefen  beiben  ©(ei^ungen  gibt: 

(3)G-g  =  x-y. 
©efet  man  biefen  SBettl^  für^x  —  y  in  (1)  unb  (2),  fo  toirb: 
ß  =  x-2Mfcl).  alfo  X      2GM-g(M-m). 
^      ^        m+M   '     '°  m+M 

Q_        2m(g-G).     ,  2gm+G(M-m) 

^^         m+M  '  "''°y—        m+M 

21.  SBenn  bie  SKaffen  ber  Äugeln  M,  N,  P,  Q  u.  f.  to.  eine 

N 
geometrif(i^e  Sieil^e  bilben,  fo  ifi  ber  gifon«"*  u   ""1» 

ba^er  feigen  bie  3)laffen  aud^ 

M,  N,  (P=)  n|,  (Q=)N  J'  u.  f.  to. 
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5)0  jebe  folgettbe  flugel  et^  Don  ber  borl^ergel^enben  in 
Sßetoegung  gefegt  toitb,  fo  \%  toixm  toir  bie  ©efd^winbig-» 
{etten  naq  bent  @to^e  bon  ber  jtoeiten  ^ugel  an  bejügli^ 
mit  Ci,  Ca,  Cs . . .  Cn_i  Bejeid^nen: 

Ci(M+N)  =  c .  2M  ober  Ci :  c=  2M :  (M+N) 

C2(M+N)=Ci.2M     „    Cs:Ci=2M:(M4-N) 

-  C8(M+N)=C2.2M     „    C3:ca=2M:(M+N) 


Cn-i(M+N)=Cn-2.2M  ober  Cn_i : c„_2  =  2M:(M+N). 
©e^en  ttrit  biefe  5ßropoitionen  jnfommen  (§.  237),  fo  er» 
l^olten  Wit:      • 
(Ci .  Ca . .  Cn-2 .  Cn_i) :  (c .  Ci . . .  Cn-a)  =  (2M)''-i :  (M+N)"-*  ober 
c„_i :  c  =  (2M)—i :  (M+N)°-i ;  bo^er 


/  2M  V-i 


®iefe§  iji  an6)  baS  le^tc  ©lieb   einer  geometrtjid^en  ^ro« 

2M 
grejrton,  beren  erjieS  ®Iicb  =  c,  beten  ©Jt^oncnt  =  grjjf 

unb  beten  ©liebetjal^I  =  n  ifi.   (Sgl.  §.  414). 
3ft  nun  N=V2M,  c=l,  n=100,  ]o  ift 

Cn~i  =  q  ijq:jj  ]     =  1 .  (Vs)'^    gSetmtttelji  Sogattt^men 

ift  ballet 

logCn-i=99(log4  — log3)  =  12,3689313; 
Cn-i  =  2338500000000. 

22.  S)ie  Slupfung  biefet  Slufgafie  ift  in  bet  Seiji})ielfammlung 
felbft  gegeben. 

23*  eingenommen,  bet   in§  SBajfet   einfinfenbe  ffugelabfd^nitt 
l^abe  jut  |)öl^e  h,  bann  ift  füt  ben  SRabiuS  r  bet  ^n^alt 
beSfelben  =  V3^h2(3r-h).   3tm  iji  ba§  fpecififiä^e  ©emid^t 
bet  ßugel  =  0,6,  mitl^in  ift  bie  ffugel  nut  0,6mal  fo  fd^met, 
qI§  ein  gleid^eS  Sßolumen  SQßaf[et,  tt)otau§  folgt,  bag  baS 
SSoIumen  be§  einfinfenben  9l6f(^nitte§  nut  0,6  be§  Solu» 
men§  bet  ganzen  ßugel  =  Vsr*^^  ift;  mitl^in  l^aben  toit: 
V3^h2(3r  —  h)  =  0,6. Vsr''^  obet 
h»— 3rh2+2,4r5  =  0  obet  füt  r  =  10  gefefet: 
h»— 30h2+2400  =  0. 

©e^en  toit  jut  5ortf<ä&offwtt8  be5  jtoeiten  (SliebeS  (§.  484) 
h  =  hi  +  10,  foltoitb: 

hi3— 300hl +400=0. 
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Sojen  totr  biefe  ®Iei$ung  na$  §.  495  V  auf,  fo  toitb: 
8in3€-=Vß;  ölfo 
log  sin  36  =  9,3010300  —  10 
3«  =  1103213" 
e  =  3o50'44,3'' 
logsinc  =  8,8265196  — 10 
logy  VsP  =  1,3010300 
löghi  =  0,1275496 

hl  =  1,34137;  al\o  h=  11,34137. 
24.  ®er  KabiuS  bcr  auS  6ifen  öerfertigtcn  l^ol^Icn  Äugcl  fei  r 
©entimeter,  alsbann  ijl  i^r  äu6ere8SoIumen=V3r'7r.  S)er 
]^o^(e  Don  6i{en  umfd^(of[ene  luaelförmige  älaum,  alfo  i^r 
inneres  Sßolumen  \%  »eil  bie  SBonbbitfe  1  Zentimeter  6e* 
trä8t=  V8^(r— 1)»,  mithin  iji  baS  SSoIumen  beS  gifcnS 

SBiegt  nun  bad  SSoIumen  1  beS  SBaf[er§  1,  fo  toiegt  ba§ 
aSoIumen  beS  gjfenS  7,5 ;  mithin  toiegt  baS  SSotumcn  @ifen 
*M{r'— (r— l)»jx7,5.  ©oll  alfo  bie  Äugcl  fd&toimmen, 
fo  mu^  fein: 

V»^{r»— (r-l)nx7,5  =  V8^*  ober 
{r^—  (r— 1)»}  X  7,5  =  r»  ober 
r»—  22,5r«+22,5r— 7,5  =  0 

3ur  gortfd^affung  be§  jjtoeiten  ©liebeS  fe^e  r  =  ri+7,5, 
fo  toirb: 

Fl»— 146,25ri— 682,5  =  0. 
C)ier  ip  p  =  146,25,  q  =  682,5;  bo^er  iji  naii  ber  6ar* 
banifdjen  Sformel  (§.  487). 


ri  =  l/"341,25±l/341,252-48,758 

8  8  

=  1^365,583939775  +1^316,916060225 
=  7,1504+6,8178  =  13,9682 
ba^er  r  =  7,5  + 13,9682  =  21,4682  ßentimeter. 
25.  Sejeid^nen  toxi  baS  Solumen  ber  Äugel  mit  V,  ba§  in  bem 
SBaffer  eintau^enbe  ffugelfe^ment   mit  Vi    unb  ben   im 
Quecffilber  eintauiS^enben  Sl^eil  ber  ffugel  mit  v»,  fo  fü^rt 
baS  @efe^  beS   ^^broftatif^en  SluftriebeS  ju  ben  beiben 
©leid^ungen: 

(1)  V=v,+V2;  (2)  7,5V=l.Vi+13,6v2. 
3lu§  biefen  beiben  ©leid^ungen  ergibt  fid^,  bafe 

vi  =  «Vi26V  unb  V2  =  «Vi«6V. 
®emnad&  berl^alten  \\äi  bie  beiben  eingetau(3&ten  S^^eile  ber 
ßugelmie  61:65.  3)a  nun  i^re  absoluten  ©emid^te  in  bem« 
felben  SSer^ältnijfe  jie^eh  muffen,  fo  ift,  toenn  ber  im  SDßaffer 
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befinbK(ä^c  Sl^cil  bet  ßugcl  x^fb.  \(f)\x)tx  \%  bcr  anbete 
S^eil  «Veix^l^.;  bo^er  iji: 

x+6V6iX  =  12;  aljo  x  =  5^721  Wb. 
26.  ®ie  SluSflufegefd&mmbigfeit  be§  SBafferS  an§  ber  Oeffnung 
eines  ®efä^e§,  in  »eifern  ba§  SQßaffer  immer  auf  .gleid&er 
$ö^e  gehalten  toirb,  ift  gteid^  ber  ©efd^minbigfeit,  totlä)t 
ein  Äört)er  beim  freien  Solle  bon  ber  ©rud^ö^e  erlangt.  3ji 
biefe  ^öbe  h,  fo  ift  bie  StuSflu&gef^minbigleit  =l/2gh.  3ft 
nun  bie  gläd^e  ber  Deffnung=w,  fo  ge^t  burd^  bie  Oeffnung 
in  einer  ©efunbe  dn  SQßaf[er|)ri§ma  bon  ber  ©runbflöd&e  w 
unb  ber  ^öbe  l/2gh  ^inburd^,  alfo  in  jeber  ©efunbe  bie 
2öaf[ermaf[e  wl/2gh.  SGBeil  aber  ber  Querfd^nitt  be§  au§» 
fliefeenben  SBajferftral^IeS  in  golfl^  ^i«cr  ßontraftion  0,64 
t)on  ber  (Sröfee  ber  Oeffnung  betrögt,  fo  ift  in  SBirfliii^feit 
bie  SDlenae  be§  in  jeber  ©efunbe  auSfüefeenben  SBafferS  nur 
0,64wl/ 2gE  gubifcentimeter,  ober,  toeil  g  ==9,808 m  = 
980,8  cm,  fo  ift  0,64wl/2gh=0,64w.44,29l/h  ßubifcenti- 
meter=0,64.0,04429wl/h  Siter.  3ft  nun  bie  Siefe  ber 
erften  Oeffnung  unter  bem  SB8afferft)iegeI  =  h,  fo  iji  bie 
Sliefe  ber  jmeiten  Oeffnung  =  h+ 9  ßenftmeter  unb  meil 
w  bejüglid^  4  unb  5  Quabratcentimeter  ift,  fo^flie^en  burd^ 
bie  erfte  Oeffnung  in^ einer  ©efunbe 

0,64.0,04429.4l/h  Siter  unb  burii^  bie  jmeite  Oeffnung 
0,64.0,04429.5l/hT9  Siter  SBaffer.    6§  ift  bal&er: 
0,64.0,04429  {4^/h+5l/h  +  9}  =  1,1621696. 
®iüibire  bieje  ©I.  burd^  0,64.0,04429,  fo  toirb: 
4l/h+5l/h  +  9  =  41;  ^ierauS  folgt: 
81h2— 133792h+2119936  =  0 
/,       66896V     4475074816—171714816     ,, 

,       66896  +  65600      ,,.. 
h  = g= ;  mitgm 

hi  =  1635«V8i  (unbraud&bar);  h2  =  16  ßentimeter. 
27.  gliefet  bo§  SBaffer  burd^  eine  fleine  Oeffnung  im  S3oben 
ober  in  ber  SBanb  eines  |)riSmotifd^en  ®efä|eS,  meld^eS 
feinen  3uffu6  erl^ält,  fo  muß  bcr  SGßafferfpiegel  immerfort 
finfen,  bie  ©rudf^öl^e  unb  f olglid^  anä)  bie  ^luSflufegefd^min«' 
bigfeit  immer  tieiner  merben.  9lun  foD  bie  3«i*  Ö^fwnben 
merben,  in  meld^er  ein  priSmatifd^eS  ©efö^,  beffen  @runb« 
flöd^e  =  B,  SluSflu^öffnung  =  p  unb  anfänglid^e  ©rudl^öl^e 
=  h  ift,  fid^  ganji  leert.  ®a  bie  anfänglid^e  StuSflufege* 
fd^tt)inbigfeit=l/2gh  ift  unb  gleid§mä^ig  Derjögernb  (grabe 
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fo  tote  beim  Dettüolen  ^uffhigen  eines  Sibx\>tt^)  (is  ju  3luü 
abnimmt  fo  !ann  man,  toa^  bie2)auer  be§  ^uSjIuffeS  be* 
trifft  onnel^men,  bie  (Sefd^winbigfeit  fei  fietö  bie  mittlere, 
nämlid^  Val^2gh  ftctoefen.  S)enn  toirb  ein  JTörper  mit  ber 
®ef(3^minbfgfeit  l/2gh  Dertüol  oufgetoorfen/  fo  erreid&t  er  bie 
f)öl^eh  unbjmar  int=l/2h:g  ©elunben.  3n  berfelben  geit 
toürbe  er  ober  mit  ber  mittleren  ©efd^toinbigfeit  V«K2gh 
biefelbe $öl^e  erreichen,  toeil  V2l^2gh.l/2h :  g=  h.  ©a 
nun  bei  biefer  mittleren  ©efd^toinbigfeit  ^Jd^2gh  bieÄuS* 
flufemenge  in  jeber  ©efunbe  0,64p. V2l/2gh  unb  ber  6u» 
bifinl^alt  beS  (SefäfeeS  =  hB,  fo  l^ot  man  für  bie  Seit,  in 
toeld^er  [xä)  baSfelbe  gonj  leert,  toenn  toir  biefelbe  mit  T 
bejeid^nen: 

hB  2B 

®a  nun  nad^  20  Minuten  bie  ^öl^e  be§  SBafferS  um  6  cm 
abgenommen  l^at,  fo  fielet  eS  no(|  (h— 6)  cm  ^oi).  SJie 
3eit  t  nun,  in  meld^er  baS  no(i^  im  ©efäfee  befinbli^e 
SBaffer  ganj  abfliegen  toirb,  ifi: 

3Kitl^in  ift  bie  3^it  bie  t)om  Slnfange  bes  3luspie§en§  bis 
ju  bcm  fünfte  oerftrid^,  too  bie  SBafferl^ö^e  um  6  cm  ah» 
genommen  l^atte,  alfo 


'^-^-=-^\V^^^-VQ^-^y'^  ober 

SBeil  biefe  3eit  20  aKinuten  =  1200  ©efunben  beträgt, 

^^^^jv^E-l/h— 6J  =  1200. 

©e^en  toir  l^ierin  B  =  17009,160  cm,  p  =  incm/ 
g= 980,8  cm  fo  mirb: 
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i/ü     i/ü— «     1200.14,1743      , 

^ictauS  ergibt  [xäj: 

1/h  — 1  =l/h  — 6  ins  Quabtat  ex^obm,  liefert 
2l/h  =  7;  alfo  l/h  =  V2;  mithin  h  =  ^74  =  12V4cm. 

28.  3P  ber  SiabiuS  beS  S9alIon§  =  r  2Keter,  fo  ift  fein  förper^ 
li^er  ^ni)alt  =  ^/sv^n  ßubifmeter  unb  feine  §üne  =  4r% 
Quabratmeter.  ©al^er  beträgt  boS  ©emid^t  ber  burd^  il^n  ber* 
brängten  Suft  148  •  Vsr^  Sot^.  SQßirb  nun  ber  ©allen 
mit  erl^i^ter  fiuft  gefüllt,  beren  3)i(iötigfeit  Vs  ber  ©id^tig* 
feit  ber  getDö^nlid^en  Suft  beträgt,  fo  ift  ba§  ©ctoid^t  ber 
innern  Suft  =  Vs.l48.V8r'7r  Sot^.  3lun  toiegt  ferner 
bie  au§  ^apin  befte^enbe  ©üHe  10.4r%  Sotl^.  ®a  baS 
®M\ä)t  ber  üerbrängten  Suft  bem  eigenen  (Setoi^te  be§ 
SoDonS  ba§  (Sleici^gemid^t  polten  muß,  faDS  er  fleigen  foH, 
fo  ift: 

148 .  V8r%=  V8.148 .  V3r%+10.4r27r. 

®iefe  ®l,  hmä)  4r*7r  biüibirt,  gibt: 

444r  =  296r+90;  alfo  r  =  0,608108;  mithin 
2r=  1,216216  3Reter. 

29.  ©enfen  tt)ir  uns  bie  Slö^re  beim  gfüDen  mit  bem  gef(ä^(offe* 
nen  6nbe  nad^  unten  unb  baS  QuedEfilber  bis  jur  ftöl^e 
t)on  h  SWiDimeter  eingefd^üttet,  fo  rul^t  auf  ber  Dberpäd^e 
beS  QuedffilberS  bie  Suft  t)on  b  SKiHimeter  ®rudC.  aSer«» 
fd^üeßen  toir  bie  Oeffnung  etma  mit  bem  Singer,  feieren 
bie  t^eilmeife   iefet  gefüllte  Siö^re  um,  fefeen  fie   auf  baS 


9liöeau  beS  ®efä|eS  unb  jiel^^n  ben  fd^Uegenben  ginger  toeg, 
fo  mu6  baS  Quedffilber,  toeil  Diel  fd^merer  als  Suft,  na^ 
unten  finfen,  aber  bie  oberhalb  ber  QuedEfilberfäuIe  ftel^enbe 
Suft  l^at  nod&  immer  bie  gleid^e  2Kaffe,  toenn  fie  ftd^  aud^ 
im  entjiel^enben  gröfeern  9iaum  Verbreitet  unb  weniger  ®rud 
ausübt,  SDßürbe  fie  öen  gleichen  S)rudC  ausüben,  wie  bie 
auf  baS  ©eföfe  brüdCenbe  Suft,  fo  würbe  aUeS  Quedftlber 
aus  ber  SRöl^re  ausfliegen.  SQßaS  an  |)ö^e  ber  Quetffilber* 
faule  ftel^en  bleibt,  bleibt  beS^alb  jiel^en,  weil  bie  Suft  auf 
baS  ©efäfe  ftärfer  brüdft.  tiefem  ftärferen  S)rud[e  entft)rid^t 
!)ie  |)ö]^e  in  berSlö^re  bon  x  SJiiHimeter,  alfo  ift  berS)rud 
n  ber  Siöl^re  nid^t  b,  fonbern  b— x  Millimeter.  3)al^er  ift 
ürbie  ^öl^e  h  baS  in  ber  SJö^re  abgeft)errte  Suftbolumen 
— h  unb  für  bie  ^öl^e  x  ift  basfelbe  1— x.  3lun  iji  nad^ 
bem  3Kariotte'fd^en  ©efe^e  baS  SSolumen  ber  Suft  bem  ®rudCe 
umgelel^rt  t)rol)ortional,  mitl^in  ift: 

(1— h):(l— x)  =  (b  — x):b;  ^ierauS  folgt: 
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b(l-h)  =  (b— i)a-x)  ober: 
X'— (b+I)x+bh  =  0;  bo^et: 

X  =  V20)+l)-l/V4(b+l)'— bh. 
@e§t  mon  l=896min,  h=504min,  b=770min,  fo  toirb: 
X  =  72(770 + 896)  - 1/ V4(770 + 896)» — 770.504 
=  833— 553  =  280min. 

30.  eingenommen,  bie  leere  ^la]^i  toiege  x  unb  bte  Suft  in 

H 

berfelBcn  y  ©romrn,  \o  ift  y==(p— x)g^.    3)ie  trodfene 

TT 

©osort  toiege  z  ©romrn,  fo  ijl  z  =  (p'— x)j-,.    5Butt  ijl 

boS  ©etot^t  beS  SBofferS  =p"— x  unb  toeil  bte  S)i(i&ttg« 
leit  beSSBofferS  mmol  größer  iji,  olS  bte  ber  trorfenen  ßuft 
unter  bem  mittleren  ©rüde  H,  fo  ifi: 

TT 

p*— x  =  m(p— x)v;  l^ierauS  folgt: 

mpH— hp" 
mH— h 

®o  nun  nodö  bem  SSerpItnijfe  ber  3)i(i^tig!eit  be§  ®ofe§ 
ju  ber  ber  Suft  ober  mä)  bem  f^iecifif^en  ©emi^te  be§ 
@afe§  gefragt  wirb,  |o  l^aben  toir  folgenbe  Sßrot)ortion  ouf= 
julöfen: 

z:y  =  (p'— x)p  :(p-x)^ 

=  (p'-x)h:(p-x)h'. 
©e^en  toir  l^tertn  ben  SBerti^  für  x,  fo  toirb: 

^•y      \P         mH— h  r'Y        mH-h  /"' 
^  rinH(p'-p)+h(p" -pO|   .  ih'(p"-p)^ 
\  mH-h  r-\  mH-hr ''°*'^' 

=  jinH(p'-p)+h(p«-p')}  :  {h'(p"-p')|. 

31.  @e|t  man  h=763,4,  p=76,532,  h'=754,68,  p'=76,94, 
p''  =  3537,55,  H  =  758,  m  =  770,  fo  l^aben  toir: 

_  770.758.(76,94-76,532)4-763,4.(3537,55— 76,94) 
^  •  y  ~  754,68.(3537,55  -  76,532) 

238133,280+2641829,674  _  287996295400 
""  2611961,06424  ~  261196106424 
=  1,1026. 
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32.  Sei  Jcbent  StolUnffni  bcr  Suftpumpc  firömt  bic  8uft  an^ 
bcm  atcdptcnten  in  bcn  ©ticfcl,  bt§  bie  SJi^tigleit  betSuft 
in  beibcn  gleid^  ift.  ®a]^cr  öerl^alten  \xä)  bie  ©id&tigfeitcn 
ber  Suft  mä)  unb  bor  jcbcm  Äolbenl^ube,  mic  baS  aSoIumen 
be§  aiectpicnten  ju  ber  ©umme  ber  SSoIumino  be§  9teci* 
pienten  unb  be3  ©tiefels  unb  eS  nimmt  bie  S)i(j^tigfeit  in 
einem  fieometrifd^en  SBerl^dltniffe  ob.  SDßenn  fid^  olfo  na^ 
bem  erjien  ßolbenl^ube  bie  in  bem  3iaume  a  enthaltene  Suft 
in  bem  SRoume  a+b  verbreitet,  fo  mufe,  toenn  il^re  je^ige 

©id^tigfeit  mit  di  bejeid^net  toirb,  di  =  -rrd  fein.  6benfo 

f)at  man  nad^  bem  {toeiten  ^olbenl^ube: 

d2  =  j^di  =  (^^Y.d;  folglidö  nad^  bem  n*««  ^nb: 

3für  a  =  400,  b  =  47,  n  =  30  tt)irb: 

logdn  =  log{(^J'.dy    6si|iaber: 

hI^T  =  30(log400-log447)  =  2,5525750, 

äu  biefem  Sog.  gel^ört  bie  Sal&l  0,035692;  folglid^  i|i: 
dn  =  0,035692d. 

33.  ©oD  nad^  n  Äolbenl^uben  bie  3)id&tigfeit  ber  Suft  Vio  ber 
urfprüngfid^en  betragen,  fo  ift  mä)  ber  Vorigen  3lufgabe: 

/      6912      Y_ 
V6912+1044y       ^*'- 
aSermittelft  Sogaritl^men  erl^ölt  man: 

0,0610911n=l;  bal^er  n  =  16,36. 

34.  ^at  ber  Äolben  ben  S3oben  be§  ©tiefete  erreid&t,  fo  bleibt 
tro^bem  ein  menig  Suft  von  ber  ©id^tigfeit  ber  SltmoSp^äre 
im  ©tiefel  jurÜdE.  ®ie§  fommt  bejonberS  bal^er,  bafe  ber 
Äolben  niemals  öoUjiänbig  auf  ben  53oben  be§  ©tiefels  ge* 
langt.  2)er  SRaum  nun,  ber  ^mifd^en  bem  tieften  ifolben* 
jlanbe  unb  bem  S3oben  be§  Stiefels  pd^  befinbet,  ift  ber 
fogenannte  jd^äblid&e  3iaum.  2)enlt  man  ftd^  bie  Ser« 
binbung  be§  ©tiefel§  mit  ber  ©lodfe  aufgel^oben  unb  ben 
Äolben  in  bie  $ö^  gejogen,  fo  mirb  bie  Suft  be§  ermöl^nten 
fd&öblid^en  9iaume§  auSgebel^nt  unb  il^re  ©id^tigleit  toirb 
fid^  jur  S)id^tig!eit  ber  atmoSpfiörifd^en  Suft  grabe  fo  öer« 
galten,  toie  bad  93oIumen  beS  fd§äblid^en  älaumeS  }um  930« 
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lumen  bed  gonjen  ©tiefeld.    2)a  l^ier  bet  j[$äbli$e  Kaum 
öon  bem  anhalte  c  mitbcrüdfidjtigt  toctbcn  foll,  fo  iji,  tocnn 

!eit  ber  Suft  im  9lecit)ienten  nod^  n  Äolbenftöfeen: 

dn  =  pd+qdn-i;  ballet  tft: 

di=pd+qd 

da  =  pd+qdi  =  pd+pqd+q«d  =  pd(l+q)+q«d 

ds  =  pd+qdj  =  pd+pqd+pqM+qM  =  pd(l+q+q2)+qM 


dn  =  pd(l+q+q2+q»+q*+ ....  +q'»-i)+qM. 
®tc  in  Älommern  jic^cnbc  SReil&e  l  +  q+q* —  iji  eine 
gcometrlfd^e  ^rogrcffion,  beren  9lnf angSaß^i^  =  1.  ßjponent 
=  q  unb  ©liebcrjQl&I  ==  n  iji ;   ba^et  na^  §.  412  tl^te 

©umme  8=-^:^ ;  folglid^  ift  auäj: 

^      ...      p__ c  b+c    _    c 

jcun  ip:  i_q  — a+b+c^a+b+c~b+c 

-  -  c  a  b 

i-p— q  =  l' 


a+b+c     a+b+c     a+b+c 

1— P— •q_      ^      ,    ^^+c ^ 

1— q    "~ a+b+c' a+b+c ~ b+c 
©Ql^er  ift  enbli^  toenn  mir  bie  bejüglid^cn  SDßertl^e  einlegen : 

dn  =  djj^+^^^j-p^    j- 

35.  3nbem  P^  im  3:^ermomcter  boS  Quetffilbet  bur^  bie 
SBätme  auSbcl^nt,  [tcigt  cS  in  bcr  ©laSrö^re  mit  ber  SBärme* 
juna^me;  bie  §ö]^e,  tocid&e  eS  barin  erreid^t,  bejeid^net  ba« 
|er  Den  jcmeiligen  SBärmegrab.  ®ie  im  ®ebrau(]^e  befinb« 
lid^en  SEl^ermometer  [inb  cingetl^cilt  mä)  91 6  a  u  m  ü  r 
(®eutjd^Ianb),  ©elfiuS  (grantreiiä^)  unb  go^ten^eit 
(gnglonb)  unb  jmar  bom  @efriert)untte  bis  jum  ©iebe« 
punfte  be§  2Baf[er§  bei  bem  erjien  in  80,  bei  bem  jmeiten 
in  100,  bei  bem  britten  in  180  (Stab,  fo  bafe: 
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®eftjetj)un!t    ©Icbepunft 
m^  8i6aumür  (R)  .    .  0»  .    .    .    80« 
„     ßelfiuS  (C)  .    .    .  00  .    .    .  1000 
„     3fQ^ren^eit  (F) .     32«  .    .    .  212«. 

loR  =  6/^0  0 

loF  =  (32+75)^0  =  (32+V4)^R. 
Slngcnommen,  x  ®rab  R  entfprcdjien  ebcnfo  Dielen  ©robeit 
F,  fo  ijl: 

X— 32  =  74x;  tiJOtQUS  x  =  — 25,6  ©rab. 

36.  ®ie  jur  6rtt)ärtnung  bon  1  ^fb.  SBoffet  um  1  ©tob  et« 
fotberlid&e  SBörmemenge  nimmt  man  als  SBätmeeinl^eit 
on  unb  nennt  fte  eine  ©alorie.  ®ie  SBärmemenge,  toeld^e 
bie  Derfd^iebenen  ftörper  bei  gleid&em  ©etoid^te  abforbiren, 
bamtt  il^te  Temperatur  um  eine  gleid^e  ^njal^I  Don  ©raben 
erl^öl^t  merbe,  n)irb  bie  fpecifif^e  SB  arme  genannt. 

Slun  fei  a>c>b.  SWan  nel^me  x  Steile  SBoffer  Don 
a  ©rab  unb  y  Sl^eile  Don  b  ©rob,  bann  entl^alten  bie  x 
a:i^eHe  ax  unb  bie  y  Sj^eile  by,  alfo  jufammen  ax+by 
SBärmeeinl^eiten.  9lun  enthält  bie  aWijdöung  Don  x+y 
Sl^eUen  SBaffer  c(x+y)  SBärmeein^eiten,  unb  toeil  in  beiben 
SäDen  bie  ffiSärmeeinl^eiten  biefelben  ftnb,  fo  Iji: 

ax+by  =  c(x+y)  ober  (a— c)x  =  (c— b)y.    Salier: 

x:y  =  (c— b):(a— c). 
Stoeite  Slufl.  aWifd^t  man  SBaffer  Don  a  ©rab  SBärme  ju  c 
©rab,  fo  entpel&t  ein  SSerlufi  Don  (a— c)  ©rab,  unb  mifiä^t 
man  SBaffer  Don  b  ju  c  ©rab,  fo  entfielet  ein  Ueberf(ä^u6 
Don  (c— b)  ©rab.  ®amit  ber  SSerluP  burd^  ben  Ueberf(|u| 
gebedt  loirb,  mug  man  ju  (c— b)  Xl^eilen  a  ©rab  toarmen 
SBafferS  (a— c)  Sl^eile  b  ©rab  loarmen  SBafferS  nehmen, 
alfo  mufe  bie  3)iifd6ung  in  bem  aSerl^ältnife  Don  (c— b):(a— c) 
gefd^e^en.  (»gl.  II.  2§eil,  fünfte  9luflage,  ©eite  135-142.) 

37.  3n  ber  Dorigen  Slufgabe  loaren  bie  jU  Dermifd^enben  ftör* 
per  gleichartig,  in  biefer  finb  fte  ungleichartig.  SBejeid^nen 
m  unb  n  baS  ©emid^t  ber  beiben  ungleichartigen  J7örper, 
t  unb  t'  il^re  Temperaturen,  t"  bie  aHifd^ungStempcratur, 
s  bie  fpecififd^e  SBärme  beS  erfien  ÄörperS  unb  x  bie  fpeci« 
fifd&e  aBärme  beS  jweiten  ftörpers,  fo  l^at,  toenn  t>t',  ber 
erfie  Äörper  eine  Semperaturerniebrigung  Don  t— t",  ber 
jtoeite  eine  Stemperaturer^ö^ung  Don  t"— t'©rab  erlitten. 
S)er  erfle  l^at  alfo  ms(t— t")  Salorien  abgegeben,  ber  jtoeite 
nx(t"— t')  ßalorien  aufgenommen;  folglid^  ijl: 

9tolanb;  Kupfunflen  ui.  31 
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mB(t— f)  =  nx(r— t');  mithin: 
x={ms(t-r)}  :{n(f— t')}. 

38.  Sie  SBätme  mirlt  auf  bie  Körper  auf  stoei  Don  einanbet 
Derfd^iebene  Srten.  @ie  Deränbert  nämli($  entmebet  il^r  93o« 
lumen  ober  i^ren  Sggregatjuftanb.  3m  erften  gfaüe  toirfl 
fie  auf  bad  (SefUl^I  unb  bai»  Xl^ennometet  unb  l^eigt  freie 
SSärme;  im  }toeiten  tolrtt  fie  auf  leind  bort  beiben  unb 
^eigt  gebunbene  ober  latente  SBftrme.  eingenommen, 
man  mflffe  x  {Kilogramm  @^nee  nehmen.  Sie  Don  bem 
auft^aucnben  Sd^nce  aufgenommene  9Bärme  ober  bie  latente 
ffiärme  beträgt  75^0,  unb  fofl  berfelbe  in  SBaffer  Don  30<>C 
Derwanbelt  werben,  fo  erl^ait  ber  Schnee  eine  Semperatut* 
er^öl^ung  Don  75»+30«=105oC;  folgli^  erhalten  xÄilog. 
105  X  ©alorien.  Soll  ba§  SSBafferDon  62,5^0  iu  SBaffer  Don 
30^0  merben,  fo  gibt  eS  an  ben  ©^nee  62,5«— 30<>=32,5®C 
ab,  mithin  ^aben  bie  7  itilog.  7x32,5  Salorien  abgegeben; 
ed  ift  bal^er: 

105x  =  7.32,5;  alfo  x  =  2V6  Äilog- 

39.  9Ran  nel^me  x  $fb.  9Bafferbampf,  fo  gibt  berfelbe,  ba  feine 
latente  9Barme  540^0  betrögt,  540x  Satorien  an  baiS 
ffiaffer  ab,  unb  »eil  ba«  gSBaffer  Don  25^0  auf  100<>C 
gcbrad^t  merben  foll,  fo  mu§  boffelbe  40(100—25)  Kalorien 
abforbiren;  mithin  ift: 

540x  =  40(100-25) ;  alfo  x  =  5%  ^fb. 

40.  Sie  m  Sotl^  SBafferbampf  Don  100<>O  entl^alfen  nad^  ber 
Dorigen  Aufgabe  540  m  Salorien.  Um  alfo  au§  m  Sotl^ 
ffiafler  Don  O^C  SBafferbompf  Don  100«C  ju  erhalten, 
pnb  (540 + 100)m  =  640m  galorien  notl^menbig.  3lun 
entl^olten  ferner  m'  Sotl^  Sffiaffcr  Don  t  @rab  SBärme  m't 
Salorien  unb  nad^  9(ufgabe  38  nel^men  m"  Sot^  Sd^nee  Don 
O^C  beim  ©djmelien  75m"  ßalorien  in  fidd  auf,  tooburdj 
ber  9Bifd(|unfl  eben  fo  Diel  Kalorien  Derloren  gelten,  »eil  pe 
aü  latente  SBärme  nid^ts  }ur  Srl^ölgung  ber  Temperatur  Uu 
tragen,  meSboIb  bie  5)Jifdöung  nur  nodj  640m +m't— 75m*' 
©alorien  enthält.  S)ie  burd^  bie  aJlif^ung  erl^altene  3Renge 
SBßojfer,  nämlidd  m+m'+m'*  ^obe  eine  Temperatur  Don  x 
@rab;  alsbann  i{t: 

(m+m'+m'')x  =  640m+m't  — 75m'';  ba^er: 
X  =  (640m+m't— 75m'') :  (m+m'+tn"). 

41.  ®amit  ber  ®ang  einer  ^enbelul^r  ein  gteid^förmiger  fei, 
mu^  bie  ^enbeUänge  fletd  biefelbe  bleiben.  Um  bieg  gu  it^ 
toertftelligen,  l^at  man  Jßenbel  conflruirt,  bei  »eld^en  bi^ 
Su^bel^nung  eine«  SRetatlS  burd^  bie  eines  ^weiten  berart 
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aufge]^o6en  ober  compeufiri  totcb,  bog  ber 
Sbftanb  be§  ©ddmingungSpunlteS  Dom 
Suf^änaepuntte  unüetünbert  bleibt.  3Ran 
nennt  fold^e  ^enbel  Sompenfattond« 
penbel  unb  unter  benfelben  i|i  boSSRojl* 
penbel,  meines  aud  einer  Kombination 
Don  ßifen*  unb  SWefrtnfljiangen  befielet, 
baS  aeto5^nIid^fle.  Sefonntlid^  be^nen  jtc^ 
alle  Hbxpn  bei  Srl^öl^ung  ber  Temperatur 
in  il^rem  ganzen  ä^olumen,  aljo  aud^  in 
linearer  3fi4tung,  aber  jeber  ftörper  an« 
berd  aui^.  vlaä^  Saboifier  unb  Saplace  ift 
biefe  lineare  SluöbeJ^nung  für  ge^miebeteS 
@ifen  bei  einer  Siemperaturerl^S^ung  bon 
0  ouf  10000  =  7819  feiner  Sänge,  für 
3inf  nadd  @meaton  bei  berfelben  iempe» 
raturöerme]^rung==V84o  feiner  Sänge.  f)ier* 
auf  berul^t  bie  Sonjirultion  fotoie  bie  2öir* 
lung  bed  SompenfationSpenbels.  2)af[elbe 
befielet   in    einfad^erer  ^udfül^rung   aus 

Sioei  an  ben  ßnben  burd^  Ouerßäbe  ber« 
unbenen  Sifenflangen  y,  auf  beren  un« 
terem  Ouerftüdfe  2  3int^angen  x  mieber 
in  bie  ^b^t  fUl^ren  unb  il^rerfeitS  burd^ 
ein  brittei»  Ouerftüd  berbunben  ftnb,  an 
meld^em  eine  fünfte  @i{enftange  z  befeftigt 
frei  nad^  unten  9ängt.  2)ie  gan^e  ^enbel« 
länge  befielet  bemnadQ  an^  ber  Sänge  ber 
erfien  ©fenpange,  bon  i^jrem  2tuf$änge- 
punite  a  aus  gered^net,  bis  jum  ©d^toin«  _ 

üungspunite,  meld^er  faß  genau  in  bem 
SRittcIpunfte  ber  ©dfieibe  b  liegt.  S)iefe  Sänge  ij!  jufammen« 
gefe|t  aus  ber  Sänge  bom  ^ufl^ängepunlte  bis  jum  @nbe 
ber  Sifenftange  y  unb  bem  barüber  l^inauSragenben  @tüde 
ber  fünften  Stange  bis  }um  ©d^mingungSpunlte.  2)ie  fünfte* 
©tange  z  ift  bon  i^rem  SefeftigungSpunIte  bei  c  ab  offen« 
bar  gleidd  ber  3inlftange  x  nebft  bem  über  bie  gifenfiangen 
l^inabragenben  Sl^eile.  2)al^er  fann  man  bie  gefammte 
^enbeüänge  oud^  bejeid^nen  mit  y+z— x.  SBeil  aber  bie 
platte  mit  bem  ©d^mingungSpunlte  nid^t  unterl^alb  ber 
(Sijenflangen  ^erbor  gu  ragen  braud^t^  fonbern  eben  fo  gut 
jtotfd^en  benfelben  irgenbmo,  alfo  aud^  genau  mit  il^rem 
©d^toingungSpuntte  in  gfeid^er  Siftanj  mit  ben  @ifenftangen 
fid^  befinben  lann,  fo  läft  fi(^  bie  ganje  ^enbeQänge  aud^  als 


y— X  in  Icjterem  Qfalle  bejeid^nen.  Sei  einer  Temperatur« 


et  ( 
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l^fifiung  Derlänflern  fi($  nun  jmar  bte  Sifenpongen,  aUx 
Q(et%tttg  audd  bie  3intfiangen;  bai^  bon  btefen  getragene 
Ouetjtüd  tfldt  näl^et  gegen  ben  Sufl^ttngepuntt  a  l^inauf 
unb  bamit  gugleidd  bte  nur  an  biefem  Ouetfiüde  befefligte 
Stange  z.  38etl  bad  Sifen  aber  (et  gleid^  Diel  SBftrmeju« 
nal^nte  ftdd  toeniger  audbel^nt,  aU  bas  3'^^  f^  ^^ängt  e§ 
offenbar  nur  Don  bem  SBerWUniffe  ber  Sänge  biefer  ©fen* 
unb  Sinljtangen  ob,  bag  ^Verlängerung  unb  C^^n^ufrfiden 
bed  ^unlted  c,  moburd^  SBerfär^ung  ber  gejammten  ^enbet« 
länge  1  erzeugt  tntrb,  ft$  n^etidfelfeittg  aufgeben.  |)terna$ 
ift  alfo  l=:y— x;  bal^er  y  =  l+x.  5)a  alfo  jebe  SBer« 
längerung  ber  gifenjiangen  eine  SBergrögerung  ber  ^enbel« 
länge,  jebe  SJerlängerung  ber  SReffinjfiangen  eine  Sßerftlr«» 
jung  ber  ^enbeOänge  betoirlt,  fo  ifl  bte  Sebingung  ber  Un» 
Deränberlid^Ieit  ber  ^enbeflänge,  bie  gleid^e  Verlängerung 

ber  6ifen»  unb  S^n^fpöngen.  3ji  bal^er  -  bie  lineare  9(u8* 
bel^nung  beS  SinleS  unb  r  bie  bed  SifenS,  fo  mug  a(fo  fein: 

(l+x).r  =  X.-  ober: 

a+x)a  =  bx; 
barauS  folgt  nadd  §.  225.  L  Streit  ©.  229,  Dierte  «ufl.: 

(1+x) :  x  =  b :  a, 
unb  na^  §.  227.  L  2§eil  ©.  237,  bierte  «ufl.: 
l:x  =  (b— a):a;  ba^er: 
X  =  al :  (b  —  a). 
gür  ba3  Sa^Ienbeifpiel  ip: 

X  =  322.99,37 :  (816  -  322)  =  64,77cin. 

42.  o)  1.  SIBenn  baS  SSolumen  beS  SBafferS  v  =  1,0001  i|i,  fo 
erhält  man  burd^  ginfe^ung  biefeö  SOßertl^^S  in  bie  gegebene 
®I.,  unb  tt)enn  man  fie  alsbonn  mit  (—1000)  multiplidrt, 
folgenbe  nad^  t  aufjulöfenbe  @(.: 

0  =  1 +0,57577 1- 0,075601  tH0,00035091t». 
©ibibire  biefe  ®l  burd^  0,00035091,  fo  toirb: 
0  =  2849,73+1640,81-  215,442t«+t». 
©efee  jur  Sortfd&affung  beS  jtoeiten  ©liebeS  t=y+71,81, 
fo  »irb:  y8-  13830,95y-  620045,47  =  0. 
©eil  4p»>27q«,  fo  ifl  biefe.®!.  na(|  §.  495.  VI  aufjulöfen. 

68  ift:  sin3.=        '''''' f''     ==         620045^ 

13830,95 .1/18441,28      4610,32.1/18441,28 
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©ol^er  tfi:  logänSe  ==  9,9957910  — 10 
3e  =  82<>2'9,3'' 
c  =  27*20'48,1" 
log  sine  =  9,6621457  — 10 

logT/V8P  =  2,1329005 
log  (-y)  =  1,7950462; 
ba^er:  y  =  -62,38;  forGU(5 :  t  =  71,81  - 62,38  =  9,43». 

42.  o)  2.  ©eftt  mon  v  =  1,0002,  fo  wirb: 

0  =  2+ 0,57577t— 0,075601t«+0,00035091t»;  ober: 

0  =  5699,5  +  1680,8t— 215,4t«+t». 
@eM  man  l^ier  »ieber  t  =  y+71,8l,  fo  »irb: 

y»—13830,95y— 617193,7  =  0. 
aWit^iit  ijl:  logsin3e  =  9,9937900— 10 
3c  =  80<>20'l,67* 
e  =  26»46'40,56'' 
log  sine  =  9,6537273— 10 
logi/V8P  =  2,1329005 
log(— y)  =  1,7866278 
otfo  y  = -61,18;  bo^et  t=  71,81—61,18  =  10,63». 

42.  c)  3.  ©eje  v==  1,0003,  fo  Wirt: 

0  =  8549,19 + 1640,8t  -  215,4tH  f. 
gnt  t  =  y+71,81  gcfefet,  erholten  wir: 

y»— 13830,95y  -  614344  =  0. 
(Sä  ip  olfo :  logsin3e  =  9,9917801  — 10 
3e  =  78<»53'15,3" 
e  =  26ol7'45,l" 
logsine  =  9,6464096  — 10 
logV'V8P  =  2,fS29005 
log(—y)  =  1,7793101;  bo^er: 
y  =  —60,16  uttb  t  =  71,81  —  60,16  =  ll,65o. 

42.  a)  4.  ap  enbli^:  v  =  l,  fo  wirb: 

t(t«-215,442t+1640,8)  =  0;  bü^et: 

t=rO<>;  femer  ip: 

t«— 215,4421+1640,8  =  0;  ^ierauS  folgt: 

t=  107,721—99,814  =  7,907». 

43.  S)ie  luftförmigen  Äörpet  bel^nen  H  ntte  regelmäßig  ou3 
unb  l^aben  otte  benfelben  SluSbel&nungScoefficienten 
0=0,3665.  S3el  einer  a:emperaturjunol^me  bon  1»  bel^nt 
fi(^  olfo  iebeS  @o3  «m  0,01a  =  0,003665  feines  IBoIumenS 
QU«.  9lun  ergibt  ft^  unter  Slnwenbung  biefeS  ©efe^eS  jwi» 
f^en  bemaSoIumen  v  eines  @ofeS  bei  r®rob  unb  b5Dlifli« 
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meiei  Dcud  unb  beut  Sßolumen  Vi  be^e(6rn  ®afeS  6ei  t 
(Stab  unb  bi  DtiQimeter  Stud  bte  SeiieJ^ung: 
V :  Vi  =  (1  +0,OlOT)bi :  (1 + 0,01ot)b ;  o(fo : 

_(l+0.01at)bv 
^^^  ^'~  bi 

Oltt  Sejug  auf  bad  gege6ene  Sfifpiel  Igaben  mir,  toenn 
v  =  200.  Vi  =  215,85,  b=760  gejej^t  toirb,  toobei  bi 
unb  t  gefud^t  meiben: 

(2)  215  95  =  (l+0/003665t).760.2(K) 

@oO  nun  ber  3)ru(f  um  10  mm  unb  bte  Xemperatut  um 
100  er^öl^t  »erben,  fo  pnb  biefelben  bejjüglidj  bi+10  unb 
t+10.  @e^en  mir  btefe  unb  bte  fibrtgen  entfpred^nben 
SBertl&e  In  (1)  ein,  |o  mlrb: 

(3)  220,46  =  Kl+0>Q03665(t+10)].760.200, 

Sui»  (2)  unb  (3)  erl^atten  mir: 

(4)  ^^=1-1-0,0036651  unb 

(5)  220^^^-0,03665  =  l+0,003665t 

©teffe  aud  (4)  unb  (5)  bieSBertl^e  für  1+ 0,003665t  ein» 
anber  gleid^,  fo  mirb: 

220.46(bi-H0)     nAo^^._215.85b| 
760.200         :  ^'"^^^^  ~  760200 ' 
^ierütt3  ergibt  pd^:      * 

4,61b,  =  33620;  alfo  bi  =  730  mm  QuecfPerbrudf. 
@efte  ben  SBertl^  fflr  bi  in  (4),  fo  erl^olten  mir: 
55,708t  =557,05;  dfo  t=  lOoC. 
44.  a)  3fl  baS  erjle  ©lieb  ber  geometrif^en  ^rogreffton  =  1, 
fo  i|i,  meil  bie  glü^enbe  Äugel  in  {eber  ©efunbe  0,0077 
il^rer  iebe^maligen  |)i|^e  berliert,  bad  gmeite  @Iieb: 

=  1-0,0077  =  0,9923 
unb  meil  bie  ^rogreffton  eine  obnel&inenbe  tji,  ijl  boffeI6e 
ju  gleid&er  Seit  ber  gjponent  ber  $rogrefPon;  folglid^  l|l 
boS  britte  ®«eb  =0,9923»,  baS  üiertc  =0,9923«.... 
unb  menn  bte  Jhtgel  nai^  n  ©etunben  no($  bie  |)ä(fte  i^rer 
onfänglidjen  ^xi^e  f^abm  foO,  fo  ijl  olfo: 
0,9923'' =  0,5.    SSermttteip  Öogarit^men  l&at  man: 
0,003357n  =  0,301030;  alfo  n=  89,67  ©elunben. 
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44.  ß)  &aim  100  ®ramm  ^laiin  bon  x  @rab  bmä)  @iniati($eit 
1000  ©ramm  SBoffer  bon  5<>C  ouf  10»C  erJoärmt,  fo  ijt 
na^  Aufgabe  37  bie  fpeciftfc^e  Sffiättne  be§  PatinS,  dfo: 

1000.1.(10-5)_      5000 
100.(x-10)    ~100(x— 10)* 
Slun  bettäflt  bie  fpectfif^e  SBätme  bei  ^lotinfußel  mit  S3e» 
)ug  auf  bie  beS  SßaffetS  aüäf  naS)  bet  3(nga6e: 
0,03308+0,0000042x;  Da^er  i|l: 

0,03308+0,0000042x  =  -,-^'^^^„,  obei : 
lüü(x — 10) 

0,00042x*+3,3038x  =  5033,08;  bo^er: 
(x+3933)«  =  27451913;  folgli^: 
X  =  —3933+5239,4  =  1306,4». 

45.  3)0  100oC  =  80»B,  fo  finb  150oC=120«>K;  bo^et  ijl: 

120+160=p^f^;  alfo: 

4,5237-logE  =  i^^  =  3,8775;  fol8li(5: 

logE  =  4,5237— 3,8775  =  0,6462;  bo^et: 
E  =  4,4279. 

46.  @oD  t"  =  150  fein,  fo  ifi  folgcnbe  ®Iei(^ung  oufjutöfen: 
0  = — 50+64,295121oge+13,89479aoge)«+ 2,909769{loge)» 

+0,1742634(loge)*. 
S3ePimmen  toir  junä^ji  bie  Sogatit^men  bei  ©oefpcienten 
unb  bejfi^nen  biefeiben  jut  Stblürjung  beiflglid^  mit  a,  b, 
c,  d,  fo  ifi: 
log  64,29512  =  1,808178  =  a;  log  13,89479  =  l,1428519=b; 

log2,909769=0,4638585=c;  Iog0,1742634=l,2412082=d. 
9iun  fe^e  man  lege  =  0,5  =  a'  unb  löge  =  0,7=«", 
fo  tt)itb: 

log0,5=T,6989700;  a+loge    =1,5071480;  num=32,147 
21og0,5=l,3979400;  b+aoge)«=0,5407919;    „  ==  3,4737 
31og0,5=l,0969100;c+(loge)»=l,5607685;    „  =0,36372 
41og0,5=2,7958800;  d+(loge)«=2,0370882;    „  =  0,010891 
_  jufammen  num=35,995311 

log0.7=l,8450980;  a+loge    =1,6532760;  num=45,006 
21og0,7=l,6901960;  b+(loge)«=0,8330479;    „  =  6,8084 
31og0,7=2,5352940;  c+(loge)'=l,9991525;    „  =  0,99805 
41og0,7=l,3803920;  d+aoge)<=2,6216002;    „  =  0,04184 

jufammen  num=52,85429 
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Uniec  üntoenbung  bet  regula  &lsi  et^alten  mit: 

9' = —50+35,995  =  - 14,005 ; 

tp"  =  -50+52,85429  =  +2,854;  bo^er: 

ff'a"  =  — 14,005.0,7  =  —  9,8035 ; 

y-a'  =  +2,8540,5  =  +1,4270. 

9'o''—y-a'  =  — 11,2305;  v'—<=— 16,859;  ba^ei: 

9lutt  jeje  man  fern«  loge=0,66=a',  loge=0,67=a'' 

log0,66=l,8195439 ;  a+ log  e    =1,6277219;  num=42,43477 

21og0,66=l,6390878;b+(loge)«=0,7819397;     ,  =  6,05256 

31og0,66=l,4586317;  c+Goge)»=l,9224902;    „  =  0,83655 

41og0,66=l,2781756 ;  d+(loge)^=2,5193838;     ,  =  0,03307 

jufommen  nnm=49,35695 

log0,67=l,8260748;  a+loge    =1,6342528;  nnm=43,07773 

21ogO,67=l,6521496;b+(loge)»=0,7950015;    „  =  6,23737 

31ogO,67 =1,4782244;  c+(loge)»=l,9420829;     „  =  0,87515 

41ogO,67=l,3042992;  d+(loge)«=2,5455074;    „  =  0,03512 

jufdmmm  nnm=50,22537 

®a^et  9)'  =  -  50+49,35695  =  -  0,64305 ; 

(p'  =  —  50+50,22537  =  +0,22537; 

ip'a"  =  -  0.64305.0,67  =  —0,4308435; 

<p''a'=  +0,22537.0,66=  +0,1487442; 

fl5'a"-9>V= -0,5795877;  9'—^«  =  — 0,86842;  mHBin: 
57QEQ  717 

löge  =  -g^gj^=:  0,6674048;  alfo  e  =  4,64948. 

enbfi^  feje  mon: 
löge  =  0,6674  =  a'  unb  log e  =  0,6675  =  «" 


log0,6674=:l,8243862;  a+loge  =1,6325642 
21og0,6674=l,6487724;b+(loge)«=0,7916243 
31og0,6674=U731586;c+(loge)»=l,9370171 
41og0,6674=l,2975448;d+aoge)<=2,5387530 


num=42,91056 

„  =  6,189054 
„  =  0,8650022 
=  0,0845743 


log0,6675=l,8244513;  a+loge  =1,6326293 
21og 0,6675=1,6489026;  b+(loge)«=0,7917545 
31ogO,6675=M733539;  c  +  (loge)»=l,9372124 
41og0,6675=l,2978052;  d+(loge)«=2,5390184 


jufQmmen  nuin=49,999190 


num=42,917 
„  =  6,i9O910 
„  =  0,865391 
=  0,034595 


jufommen  num=50,007896 
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m\o  tft:  <y'  =  — 50+49,999190  =  — 0,000810; 

«,"  =  —  50+50,007896  =  +0,007896 ; 

9)'a"  =  —0,005406750;  ^"a'  =  +0,0052697904; 

y'a«_y'V=— 0,0058104654;  ^'—9)"  =— 0,08706;  ba^er: 

löge  =  ^^^^  =  0,6674093;  olfo  e  =  4,64953. 

©e|en  toir  jur  SSertficirung  löge  =  0,6674093,  fo  er» 
l^otten  tüir: 
loge=l,8243923;  a+loge    =1,6325703;  num=42,91116 
21oge=l,6487846;b+(loge)2=0,7916365;    „  =6,189228 
31oge=l,4731769;c+aoge)»=l,9370354;     „  =  0,8650382 
41oge=l,2975692 ;  d + (loge)<=2,5387774;    „  =  0,03457621 

gufQmmen  num=50,00000 
C)ierQU§  folgt  9)'  =  — 50+50,00000  =  0;  mitJ^in  tjl  bcr 
bcm  Sogorit^muS  0,6674093  cntjprcci^enbe  numerus  4,64953 
in  ben  5  erftcn  ©edttiQljiellcn  ganj  genau,  roomä)  bie  Slnt» 
XDOxt  in  bec  Scifpielfommfung  ju  berid^tigen  ift. 

47.  9la(3^  ben  l)l&^fi!alif(3^en  ©efe^cn  betl^alten  ftd^  bie  3ntenfi« 
täten  beffelben  2\ä)k^  in  gmei  betjd&iebenen  Entfernungen 
umge!e]^rt,  toxt  bieQuobtate  biefer  Entfernungen.  @inb  bie 
leud^tenben  Siix)ftx  a  SKeter  bon  einanber  entfernt,  fo  ift, 
inenn  tt)ir  bie  gefuiä^te  Entfernung  be§  fünftes  bom  erften 
Ieu(3^tenben  ilörper  olS  x  annel^men,  bie  Entfernung  biefes 
$unlte§  Don  beut  jtneiten  leud&tenben  fförper  a— x  5IKeter. 
S)a  \iä)  nun  bie  Sid^tintenfitöten  toie  v:v'  öerl^alten,  fo  iji: 

v:v'  =  (ar-x)2:x2. 
3ie]^t  man  au§  iebem  ©liebe  biefer  ^rot)ortion  bie  Duabraf« 
tt)uriel,  fo  wirb: 

^/v:(/v'  =  (a— x):x;  alfo  nacj^  §.  226: 

((/v+(/v'):l/v'  =  a:x;  bal&er  anä): 

(|/v+l/vO(|/v  — |/v') : |/v'(|/v-|/vO  =  a: X  ober: 

(V— v') :  J/v'(|/v  — J/v')  =  a :  x;  mithin: 

V  —  V' 

48.  Ein  ^ol^Ifpiegel  ift  ein  an  ber  innern  concaben  gläd&e 
fpiegeinber  Slbfdönitt  AB  einer  C)o]&HugeI.  S)er  ajlittel})unlt 
M  ber  fpiegelnben  gl(l(fie  j&eifet  ber  optif^e  5JlitteIpunIt, 
ber  ffugelmittelpunit  C  ber  geometrifd&e  SUlittelpunft, 
MC  bie  opi\](S)e  äje,  ber  ffugelrabiuS  (MC)=rberÄrüm«= 
mungSrabiuS  unb  ber  nur  luenige  ®rabe   entl^altenbe 
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»oflen  ABbieOcff- 
nuna  oberÄpertur 
bed  ©pieseld.  9iun 
fei  S  ein  leu^tenber 
^unlt  ouf  ber  SBef 
längetung  ber  9lje, 
SD  ein  beliebiger  ben 
©piegel  in  D  treffen* 
ber  Sid&tlha^I.  :^e^t 
man  ben  3lQbiu8  DC, 
fo  flel&t  DCjenfre(]^t 
ouf  bem  ©piegel, 
meSl^alb  bie  @infdlld« 
ebene  burdj  DC  unb 
DS  bejiimmt  toirb. 
S)o  in  biefer  ber  refleltirte  ©trol^I  liegen  mug,  fo  fd&neibet 
berfelbe  bie  ebenfoDS  in  i^r  liegenbe  3lje  MC  etoa  in  E. 
©iefer  ^unlt  E  l^eifet  bo8  »ilb  beS  fünftes  S;  ferner 
EM  bie  Silbmeiie  unb  MS  bie  ©egenfionb^»  ober 
Objef  tföeite.  2)a  im  fünfte  E  fi^  afle  aus  S  auSgel^en«* 
ben  ©trollen  treffen  unb  boburdd  eine  groge  f)i^e  erzeugen, 
fo  l^eigt  biefer  $unlt  aud^  Srennpunit  unb  ME  bie 
S3renntt)eite. 

2BeiI  nun  DC  ben  SBinW  SDE  ^olbirt,  fo  ber^ält  fic^ 
m&  einem  ©o^e  ber  Planimetrie: 

(1)  DS:DE  =  CS:CE. 

SQßenn  ober  D  fel^r  no^e  bei  M  liegt,  fo  !ann  DS  =  MS 
unb  DE  =  ME  gefej^t  n)erben:  alsbann  Baben  toir  auA: 

(2)  MS:ME  =  CS:CE 

Um  nun  l^ierauS  bie  latoptrifd^e  |)QU|)tformel  obguleiten, 
fe^c  man  bie  Objeltmeite  MS  =  a,  bie  SBilbmeite  ME  =  a, 
atebann  toirb  CS  =  MS— MC  =  a— r  unb 

CE  =  MC— ME  =  r— a. 
©ejen  toir  biefe  SBertl^e  in  (2),  fo  toirb: 

(3)  a:a  =  (a— r):(r  — a). 

SBeil  nun  r  gleid^  ber  bot)))eIten  Srenntoeite  ME  ift,  toeld^e 
getoö^nlid^  mit  f  bejcid&net  toirb,  fo  erl^alten  toir  aus  (3): 

(4)  a:a  =  (a-2f):(2f— «). 

|)ierau§  folgt: 

(5)  2aa  =  2af+2af 
ober  toenn  toir  biefe  @I.  bur($  2aaf  bibibtren: 
.^.  1_1.1 

b.  ^.  ber  reciprote  SBeril^  ber  ^renntoeite  ifi  gleid^  ber 
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©umrne  ber  reciprolen  SBettl^e  aus  ber  Objelt'  unb  Silb* 
toeite. 

9lun  beriongt  unfcre  botliegenbe  «ufflobe  bieSereddnunfl 
ber  ßntfcrnung  beS  Icudjtcnben  fünftes  S  bom  ©piegcl, 
alfo  SM  ober  a.    S)a  nun  ES  =  m,  fo  ijl: 

a  =  ME  =  MS--ES  =  a— m. 
©eben  toxi  biefen  SBerfl^  für  o  in  bie  ®L  (3)  unb  löfen 
biefelbe  na($  a  auf,  fo  erl^alten  toir: 

a :  (a— m)  =  (a — r) :  (r  —  (a — m)). 
f)ierau3  folgt: 

a*— a(m+r)+  V2mr  =  0;  bal&er : 
a  =  V2{m+r±Vm«+r«}, 


49.  3n  öorjiel^cnber  gigur  fei  AB  eine  biconöeje  Sinfe  ober 
eine  Sinfe,  beren  Dberflöd^en  beibe  conDej  finb.  S  fei  ber 
Ieu(]&tenbe  ^unlt  unb  SC  ber  auffoHenbe  ©tral^I,  fo  toirb 
berfelbe  bei  feinem  Eintritt  in  bie  Sinfe  }um  (Sinfaüdlotl^e 
CN  l^in  naä)  CD  unb  bei  feinem  SluStrilte  öom  einfaDS«» 
lotl^e  DM  toeg  nodö  DE  gebrod&en,  fo  bofe  er  bie  3l|e  SF 
in  E  fc^neibet.  3n  biefem  fünfte  fd^neiben  fidd  alle  bon 
S  audgel^enben  unb  gegen  bie  %%t  mit  il^m  glei($  geneigten 
©trol&Ien.  ^olgli^  entfielet  in  E  ein  toirBid&eS  »ilb  beS 
leud&tenben  ^unlte§  S  unb  beSl^alb  ip  aud&  l^ier  GE  bie 
SBilbmeite  unb  HS  bie  Obielttoeite*  6e^t  man  nunNH=r, 
MG  =  K,  SH  =  a  unb  EG  =  a,  tjl  ferner  ber  Sred&ungS* 
ejponent  für  ©las  =  n,  fo  erl^ält  man  bie  bio^trifd&e 
|)auptformeI: 


„,  iH-i=(-»a4> 


@e|t  man  in  biefer  Qformel  bie  Objelttoeite  a=oo,   fo 
mirb  bie  SBUbtoeite  gleid^  ber  Srenntoeite  f,  bal^er  ift  aldbann: 
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,2,l=(„_,)(!+0 


(Snttt)i(feln  toir  biefe  eiei^ung  unb  löfen  [xt  nad^  R  auf, 
fo  erhalten  toir: 

R(r-(n«l)0  =  (n-l)rf;  foIflIi(i^: 

^     r~(n-l)f 

50.  ?(tt  ber  gigur  )ur  öotlflen  Aufgabe  fei  bie  Obielttoeite 
HS  =  x,  bann  iji  nai^  ber  Aufgabe  bie  »ilbtoelte: 

EG  =  d-x. 
©efcen  »it  biefe  SQSertl&e  für  a  unb  «  in  bie  Sfotmel  (1) 
ber  borigen  Aufgabe,  fo  toirb: 

S)te{e  (Sfei^ung  gi6t  enitotdeU: 
x«(n  -  1)(R +r) — (n  -  l)(R+r)dx4-drR==0;  f olflü^ : 
^_  V  Ji  ^  i/(n-l)(R+r)d-4rRl 

51.  Unter  SDJeniSluS  Derjlel^t  man  eine  concabconbeje  fl)j&ärif(3^e 
Sinfe,  tt)ot)on  eine  Sfäc^c  conDej,  bie  anbere  concab  \%  unb 
föobei  ber  jfrfimmungSrabiuS  ber  erflen  gläd^e  fleiner  ifl,  als 
ber  jttjeite.  3limmt  nton  in  ber  gormel  (2)  ber  49.  3luf* 
gabeR  negatiü  unb  jugleidö  R>r,  fo  erl&ält  man  biegfor^ 
mel  für  bie  concaöconöeie  Sinfe;  alfo: 


h(-<i-^> 


|)ierauS  erl&alten  toir,  toenn  für  ®IaS  ber  Sre^ungS» 
ejponent  n  =  Vb  ijt: 

-__2rR_ 

^~R-r' 
3ft  nun  f=16/fo  ttJirb: 

8  =  #-;aIfoR  =  ^- 
R— r'     '  8— r 

2tuS  bem  S)ibifor  8  — r  folgt,  baß  r  ni(]^t  größer  aK  7 
angenommen  toerben  barf.  SBeil  ferner  8— r  für  r=l, 
2,  3  lein  Zfftxkx  Don  8r  fein  fann,  fo  liegen  bie  SQßert^e 
für  r  jtoifd&en  3  unb  8.  gür  r  =  4  mirb  R=8,  für 
r  =  6  h)irb  R  =  24  unb  für  r  =  7  mirb  R  =  56. 
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52.  a)  AB  fei  bct  teu$- 
tenbc  übxptx,  CD  bcr  6c« 
Icud^tcte,  fo  ijl  CDG  ber 
fletnWatteu,  HCG+JDG 
bcr  |)albf^atten.  ISft  nun 
B  ber  äiabiud  be§  (endeten« 
ben,  r  ber  SRabiuS  bcS  bc^ 
Icu^tctcn  flörper§,  bie  ß^en« 
tmlcntfcrnung  bciber  ilu= 
geln  MO=d  unb  6eici(3^nen 
tt)ir  ben  Slbftanb  ber  ©pi|e 
be§  ßernfc^attenS  Dom 
2)iittelpunfte  bcr  belcud^te* 
tcn  ßugel,  nämlid^  OG  mit 
X,  fo  ift  MG=MO+OG 
=  d+x;  ba^cr  l^abcn  toir: 
R:r  =  (d+x):x  ober: 
(R— r):r=d:x;  bol^cr: 
dr 


x  = 


R=i 


52.  ß)  S)er  ^ali\(S)aikn 
bilbet  bic  aWontcIfläiä^e  eines 
abgeliumpftenflegel».  S)enft 
man  ftd&  benfclben  ju  einem 
flcflel  ergänjt  fo  liegt  feine 
©t>i6^  S  itt)ifd&en  b^r  leud^« 
tenben  unb  befeudöteten  Äu» 
gel.  Sejcid&nen  tt)ir  bie  6nt* 
fernung  biefer  ^p\^t  bon 
ber  beleu(3^teten  Äugel,  olfo 
OS  mit  X,  fo  ift  ber  916= 
jionb  bcr  ©pije  öom  aWittel- 
punltc  ber  leud&tenbcn  flu* 
gel,  alfo  MS  =  MO  — OS 
=  d-x,  g§  i|i  alfo: 
R:r  =  (d— x):x  ober: 

(R+r):r  =  d:x;ba^erx  =  ^^. 

52.  y)  ÜKon  benfe  [\(S)  in  bem  ffernfd&ottcn  ben  ßreis  EF  ge« 
iogen,  bcffen  SRabiuS  x>F==q  fei.    5Run  iji  Oo  =  m,  unb 

dr       „ 

dr— m(R  — r). 

5 


no^  52.  o)  OG  =  Oo+oG 
dr 


oG  =  OG- 


Oo=R— -m  = 


R- 
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bolzet  l^aben  tvtt: 


dr— m(R— r)      dr      . 

(l''^=       R-r        •gZT?"^»» 

q:1  =  {dr— m(R— r)} :  d;  bo^et: 

dr— m(B— r) 
p  = g 

liefet  SDßcrf]^  für  q  xfl  ein  ol)|)rojimottoer;  ein  oenouerfr 
aCßert^  iP: 

dr— m(R— r) 
l/d«-(ß-r)«' 

52,  <J)  Set  Cwl^tnejfet  beS  |>oIbf^attett8  in  bemfelben  «bjionbe 
=  m  üom  9WittcH)un!te  beS  beleud^teten  ftörperS  fei  qi, 
dlSbam  ifl  mit  iSejug  auf  52.  /?): 

.^      dr+m(R+r)     dr     .  ^ 

dr+m(R+r)    . 
Qi  = g ober  flenouer: 

_  dr+m(R+r) 

53,  Oier  l^oben  wir  folgenbe  quobto«f(]^e  ©leld^ung  «ufjulöfen: 

0,000437t«— 0,31368t+50  =  0; 

„     31368,^50000000      . 

'       Wr^"^     437      ="' 

t«— 717,81+114416,47  =  0; 
(t— 358,9)«  =  14392,74 ;  ba^er : 
t  =  358,9—119,969  =  238,931<'. 

54,  Sla^  bet  Ol^m'fd&en  Sormel  ifl: 

(1)3  =  5^-  (2)  .'  =  52^ 

toenn  n  unb  n'  ble  Slnjal^I  ber  Elemente,  e  blc  eleftro* 
motori|d&c  ilroft,  r  bcn  Sölberfionb  bcr  einielnen  Elemente 
unb  1  bcn  SBibcrfianb  bcS  ScItungSbrat^cS  bejeid&nct.  91q^ 
ber  9lufga6c  foll  nun  bo5  SJcr^aitnlß  e :  r :  1  gcfuc^t  toer* 
ben.  ©e^en  toit  ou«  (1)  unb  (2)  bic  Sfficttl&e  für  e  unb 
1  einanber  QUiä},  fo  tötrb: 

.  \  8(nr-H)     8^(n^r+l) 

,.v  n(e--rs)     n'(e--rsO 
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9u3  (3)  erl^SIt  man: 

r.nn'(s — s')  =  l.(ns' — n's) ;  f olgll^  : 

(5)  r :  1  =  (ns' — n's) :  iin'(s — s'). 
«u8  (4)  ergibt  fid^: 

e.(ns' — n's) = r.ss'(n — n') ;  mithin : 

(6)  e :  r  =  ss'(n— nO :  (ns'— n's). 
«US  (5)  unb  (6)  tcfultirt  cnbll^: 

e :  r :  1  =  ss'(n—  n') :  (ns'— n's) :  nn'(s— s'). 

55:  «naenommen,  ber  it\\X(ijU  $un!i  fei  x;  ha  bie  gegen^ 
feitige  gntfetnung  ber  beiben  flörper  =d  \%  fo  jiel^en  fle 
ftd^  bejüglid^  in  ben  Snifernungen  x  unb  d— x  an.  9lun 
fte^t  na$  bem  3lmton'\äim  Sefe^e  ber  @rabitation  bie 
@^tt)ere  int  graben  SSerl^ältniffe  berSJlaffe  beS  anjie^enben 
unb  bed  angebogenen  jtörperS  unb  im  umgelel^rfen  S3er« 
l^ältniffe  ber  Ouabrate  ber  Entfernungen.  |)iernad^  finb 
bie  jfräfte  E  unb  k,  momii  ftd^  bie  Waffen  A  unb  B  in 
ben Slbjiänben  x  unb  d— x  anjie^en,  aIfoK=A:x*  unb 
k  =  B:(d— X)«.  SBeil  na^  ber  Slufgabe  K  =  k  fein  foff, 
foill: 

A:x2  =  B:(d-x)«; 
A:B  =  x«:(d-x)«;  nad^  §.  224; 
|/A:|/B  =  x:(d-x);  nad^  §.  278; 
(l/A+l/B):l/A  =  x:d;  nad^  §.  226; 
(|/A+|/B)(|/A-|/ß):l/A(l/A-~|/B)=d:x;  m^  §.  222,  ober: 
(A— B):(A— J/AB)  =  d:x;  ba^er: 
,A-|/AB 
^=*^B- 
Pr  A  =  80,  B  =  l,Jl==60,2  Erb^albmeffer  i|i: 
_  60,2,(80—1/801)  _  60,2.(80-8,944272) 
^~  80-1  "~  79 

=^^^^m^?^=  54,1462636  grb^albmeffer. 

56.  a)  3ji  in  ber  gfigur  jur  3lufgabe  52  AB  bie  ©onne,  CD 
bie  6rbe,  fo  ijl  bie  Entfernung  ber  6rbe  Don  ber  ©onne, 
alfo  MO  =  d  =  11614  grbburt^meffer  =11614.2r  grb- 
l^albmejfer;  ferner  2R=108,3.2r,  olfo  R  =  108,3r  6rb* 
^albmeffer,  toenn  r  biefer  le^tere  ifi.  ©efudjt  »irb  bie 
Sänge  beS  jfernfd^attenS  06,  meldte  toir  mit  x  be)ei($nen. 
9lun  ijl: 

dr       11614.2r.r     11614.2r     ^  ^ao«.  «r  wt  ..:    « 
^=5=5=10p?37=T07;3~  =  2r.l08,24  grb^albmeff er ; 

bal^er  x  =  108,24  grbburd^mejfer. 
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56.  ß)  aRtt  Sejuö  auf  Stufgobe  52.  y)  iji  l&ier  m  =  304.2r 
(Srb^albmeffer  unb  toenn  q  ben  C)ctlbineffer  beS  jf ernfd^attend 
in  ber  mitUeren  Entfernung  beiS  ÜRonbed  in  @rb]^a(6me{fem 
Scjcid^net,  fo  iji: 
_  116142r.r--30a.2r(108,3r~r)  _  (11614-30,1.107,3)r 

*  11614.2r  —  11614 


8384,27r 


:0,7219r*);  mithin: 


11614 

2^  =  2r.0,7219  grb^albmcffcr. 
9lun  ijl  bcr  aWonbbutci&mcjfer  =  0,27  grbburd^meffcr  = 
2r.O,27  6tb]6albmcf[et;foIgn(|  iji  bcr  ©utd^wclfer  bcsftcrn- 
fc^QttenS,  ol?o: 
2p  =  (2r.0,7219):  (2r.0,27)  =  2,673  3Jlonbbur^meffern. 

57.  ©icStoecfe^toel^cfür 
bie  @rbe  unb  Ortsangaben 
ouf  berfelben  mittelft  ber 
SMeribiane  unb  Sreitenfreife 
errcid^t  Serben,  »erben  für 
bad  fd^einbare  ^mm^U^t^ 
loölbe  burd^  IRectafcen« 
Rons*  unb  S)e!IinationS^ 
freife  erreiii^t.  ®ie  3iecta*= 
fcenponSlreije,  ben  3Jlert* 
bianen  entfpreci^enb/  jtnb 
aQe  grögte  jfugelfreife , 
ml^t  hnxä)  bie  betben  ^ole 
ber  SBeltase  gelten  unb  auf 
bem  |)immeI§äquator  fenf« 
ted^t  fte|^en  unb  auf  lej^te« 
rem  glei(i^tt)eit  bon  einanber  entfernt,  fic^  gegen  bie  ^ole 
ju  immer  me^r  näl^ern.  Sie  bie  terrefirijii^en  aJleribiane 
ober  Söngenlreife  Don  g^tro,  beiügli($  $ariS  ober  ®reen» 
tt)id&  ab  naä^  Ojien  gejault  »erben,  fo  »erben  bie  SRecta- 
fcenfionSfreife»t)on  jenem  gJuntte  beS  |)immeI§äquator§  ah 
geiä^It,  in  »eld&em  bie  glüptil  gegen  ben  21.  SHärj  ben 
|)immeISäquator  fii^neibet,  bem  Sogenannten  grüpngSäqui* 
noitialpunite.  3)ie  3)eIIination§Ireife  tni\}fXC(S)tn  ganj  ben 
terreftrifdjen  Sreitenireifen,  finb  a^o  mit  bem  $immelS» 
äquator  parallel,  unter  fxä)  jlets  gleidö  »eit  Don  einanber 


*)  a)enfel6en  aBert^  für  g  cr^ftlt  maw;  toenn  eS  na*  ber  jweitcn 
dr"-m(R  — r) 


5'^^"»«^  ^  =  (/d«--(R-r)»  '''^^*"'*  *^^'^- 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    499    -- 

entfernt;  aber  in  t^rer  ®rö^e  unb  SluSbel^nung  unter  fi^ 
ungleid^.  SDie  Dom  Stequotor  nörblid^  flelegenen  »erben  mit 
+,  bie  Don  bemfelben  jüblid^  gelegenen  mit  —  bejeid^net. 
3n  borpel^enber  gigur  bejei^nen  nun  NE  bie  ^immelS« 
oje,  N  beren  9?orbpoI,  ARLTFA  ben  4)itnmeI§äquator,  in 
bemjelben  F  ben  grü^IingSäquinoftialpunft,  M  ben  SKonb- 
mittelpunit,  S  ben  ©onnenmittelpunft  in  il&rer  Stellung 
um  3  Uffx  51,2  TOin.  3ie^t  mon  burd^  biefe  beiben  fünfte 
bie  größten  Äreife  NMGRE  unb  NSLE,  jo  ifi  erjierer  bie 
aiectofcenfion  beS  3Wonbe5,  le^terer  bie  ber  Sonne  ju  bie* 
fer  3eit.  S)er  Sogen  FAR  beS  SequatorS,  ober  »aS  baö« 
felbe  fagt,  SBinfelFOR  ifi  bann  126o22'52\  Sogen  FARL 
ober  2Bin!eI  FOL  =  12605016". 

Sielet  man  ferner  paraDcl  mit  bem  Sequator  burd^  M 
unb  S  bie  Äreije  BMP  unb  DGSK,  jo  finb  biefe  bie  ®e« 
DinationSfreife  für  M  unb  S  unb  eS  ifi  ber 
Sogen  MR  ober  entfpred^enb  SQßinlel  MOR  =  19o48'19''  unb 
„      SL     „  „  „       SOL  =19o24'9". 

2)a  MR  fenfred^t  auf  bem  ^equator  fielet,  fo  fielet  eS  audg 
fenlred^t  auf  bem  mit  bem  ^equator  paraOelen  Sogen  DGS 
unb  berbinbet  man  S  mit  M,  fo  ift  MGS  ein  bei  G  red&t« 
toinfeliges  Drciecf.  SDBegen  ber  nati^  ben  numerifd^en  3ln* 
gaben  fel^r  unbebeutenben  ©imenftonen  biefeS  ®reiecfs  !ann 
baffelbe,  obgleid^  eS  t^ai{ä(!^Ii(i^  ein  fpl^ärif(|e§  ifi,  \>o^  ol^ne 
erl^ebliii^e  Unridjtigleit  alS  ebenes  angefel^en  unb  bered^net 
»erben.  3unä#  mufe  auä  bem  befannten  Sogenftüd  RL 
ber  Sogen  GS  eruirt  »erben.  9luS  trigonometrifd^en  ®xün^ 
ben  ift: 

^^""cosSöL'  ^^^^^'  GS  =  RLxcos<SOL. 
Slun  ifi:  Sogen  RL  =  Sogen  FAR— Sogen  FAL;  ober: 
=  S3MnIeI  F0R-2BinW  FOL;  ober: 
=  126022'52"— 126^5016" 
=  —  1644'';  ba^er  ifi: 
GS  =  1644x08 19024'9".  9lun  ifi: 
log  GS  =  log  1644+log  cos  19024'9" 
=  3,2159018+9,9746076  —  10 
=  3,1906094;  bo^er: 
GS  =  —  1550,9. 
SBeiter  ift  MG  =  Sellination  beS  SMonbeS  »eniger  ber  ber 
©onne,  alfo: 

=  19«4819"— 19024'9" 
=  002410"  =  1450". 
Seim  Slnfang  unb  6nbe  ber  ginfternig  muffen  ©onne  unb 
SKonbranb  einanber  berül^ren;  eS  mu&  alfo  bie  Entfernung 

Stnlanb,  9[ttf(9finioen  m.  32 
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itotf^en  SOtonb  unb  ©onne  ft^  berart  Deninoert  ftaUn, 
bag  bte  Summe  bet  Stabien  bon  Stonb  unb  ©onne  nur 
biefe  britte  ©eite  beiS  2)retecld  auSmad^t.  3tt)tf($en  3  U^r 
51,2  aWinuten  unb  bem  anfange  ber  ginfletnife  nimmt  aber 
ber  3Ronb  tote  bte  ©onne  on  atedofcenflon  in,  on  ©eUl- 
natton  ab  unb  ouBerbem  Derrtngett  {t(!^  au($  no($  ber  9Ronb» 
lÖQlbmeffer,  niti^t  ober  jener  ber  ©onne.  SBirb  bte  rcIatiDe 
Semeoung  bed  SRonbed  im  ^araüellreife,  aljo  in  ber  9tec« 
tafcenfion  gegeben,  beSgteid^en  feine  relative  Sbnal^me  in 
ber  Sefiination,  b.  1^.  tteil  bte  t]^Qt|ft($Ii4  an  beiben  ftörpern 
erfd&einenbe  SSetoegung  bloö  Quf  einen,  ben  SDlonb,  rebujirt 
ift,  inbem  bie  ©onne  nl§  jliOftel^enb  unb  babei  ber  SRonb 
mit  ber  Jetoeiligen  S)ifferenj  f ortrücfenb  gebad&t  »erben  lann, 
n)Qd  \a  auf  baffelbe  l^inouSlommt,  fo  bleiben  biefe  UmftSnbe 
xiüä^  fflr  bte  Sered^nung  beS  fid^  aM  SreiedE  MGS  bi§  jum 
^Beginne  ber  gfinjtemig  ergebenben  2)reiecls  }U  berfldfid^tigen. 
^el^men  toir  nun  an,  x  ©tunben  no4  3  Ul^r  51,2  vRU 
nuten  beginne  bie  ginfterniö,  fo  ffat,  totxl  bie  SRectofccn- 
Pon  beö  aHonbeö  pd^  in  einer  ©tunbe  um  1438"  Dermel&rt, 
blefe  in  x  ©tunben  um  1438x*  jugenommen,  beSgleid^en 
bie  Sellination  in  x  ©tunben  um  832x''  abgenommen, 
aifo  ifl  aus  GS  je^t  GS+1438x  unb  aus  GM  iefat 
GM— 832x  geworben ;  b.  ff.  bie  beiben  Äatl^eten  bes  ©rei* 
ed«  pnb  iej^t  GS+1438x  unb  GM-832x.  ®er  SKonb- 
rabiuS  nimmt  in  1  ©tunbe  2,2"  ab,  in  x  ©tunben  um 
2,2x\  alfo  iji  fein  SRabiu«  jejt  15'40,1"— 2,2x;  bemnadj 
ift  ©onnenrabiuS  unb  SWonbrabiuS  jufammen  =15'51,6"  + 
15'40,1'' — 2,2x"  =  Sl'Sl,?"  — 2,2x"  =  1891,7"  — 2,2x". 
SBeil  ba§  Sreied  immerbin  ein  red^th)in(lige§  bleiben  mug, 
fo  ergibt  [\ä)  alfo  bie  @(.: 
(GS + 1438x)« + (GM  —  832x)«  =  (1891,7  -  2,2x)« 
ober,  bie  oben  gef unbenen  SBertl^e  für  GS  =  — 1550,9  unb 
GM  =  1450  eingefejt: 

( — 1550,9+ 1438x)«+(1450  —  832x)«  =  (1891,7  -  2,2x)«. 
ßnttoideln  mir  biefe  ®I.,  fo  mirb: 

2067844X« — 4480388x + 2405291 +692224x« — 2412800x 
+2102500  =  3578529 — 8323,5x + 4,84x2  ober : 
2760063X«— 6884864,5x+929262  =  0  ober: 
,     6884864,5     ,  929262  _^ 

2760063  ^"^2760063" 
SBir  löfen  biefe  @I.  mä)  §.395.  n.S^eU  V.  «ufl.  ©.  317 
Slufgabe  167  auf.    es  ift  alfo: 

6884864,5  _  929262 

P~  2760063    ""^  ^"2760063* 
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SBcnn  Binl=^,  fo  ifl: 

Xi  =  |/qtangV2^  unb  xs  =  |/q.cotV2>l. 
5Run  ip:  log|/q  =  0,7636096-1 
logp  =  0,3969764 
log(J/q :  p)  =  0,3666332  - 1 
log2  =  0,3010300 
logsinA  =  9,6676632— 10 
;i  =  27o43'29,22" 
V2A  =  13o5r44,61" 
logtang  V2A  =  9,3923073— jlO 
logi^q  =  9,7636096-10 


logxi  =  0,1559168  —  1 

xi  =  0,1432  ©tb.  =  8  TOtn.  36  @el. 
logcot  V2>1=  10,6076927—10 
log|/q  =  9,7636096— 10 
logX2  =  0,3713023 
X2  =  2,3513  ©tb.  =2  ©tb.  21  9Win.  4  ©el. 
4)icrauS  folgt,  bog  ber  Slnfong  bcr  Sinfternife  um  3  Ul^r 
59  aJHn.  48  ©c!.  unb  baS  ©nbe  um  6  Ul&r  12  min.  16  ©e!. 
tt)ot.  anUl^m  mi  bie  S)auct  ber  ginficrnljj  2  ©tb.  12  9Kin. 
28  ©c!.  unb  bic  TOtttc  ber  Sinjictnife  ober  ber  SWoment  ber 
ßrößten  SBerfInfterung  toor  um  5  U^r  6  3Wm.  2  ©et  Sefet 
bleibt  no(3^  bie  ®r5ge  ber  grSgten  9}erfin{lerung  }u  beftimmen 
übrig.    3m  5Komente  ber  größten  S3erfinfterung  muß  bie 
SSerbinbungSlinie  jjtoifd&en  ©onnen«  unb  SJlonbmittelpunIt 
fenfret^Öt  auf  ber  SKonbba^n  pelzen.  S)a  ber  aWonb  glei^fom 
burd^  2  fträfte,  ouSgebrüdt  atö  aiectafcenflonS*  unb  üDelli* 
nationSänbcrung  auf  feiner  Sa^n  gefül^rt  »irb,  bie  in  ber» 
fd^iebener  SRic^tung  toirfen,  fo  ift  fein  toal&rer  ®eg  no^  bem 
©Q^e  bon  bem  Parallelogramm  ber  Äräfte: 

=  1^1438«+ 832« 
für  eine  gegebene  3^W. 

@d  (e^eid^ne  nun  in  um{te]^enber  gfigur  S  bie  ©onne, 
M  ben  SKonb  unb  beren  (eiberfeitige  ©teDung  ju  9(nfQng 
ber  Sfinflernife,  alfo  um  3  U§r  59  3Win.  48  ©et,  »aS  toir 
für  bie  S5ered|nung  =4  Ul^r  je|jen  bürfen;  ferner  M'  ber 
aWonb  unb  S  bie  ©onne  jur  3^rt  ber  3Witte  ber  ginflernife, 
too  beibe  freilid^  initoifdpen  jiDar  tl^re  ©teDung  im  SRoume, 
ober  bodj  jo  geftnbert  ^aben,  ba|  immerhin  bie  SSerbinbungS« 
linie  beS  ©onnen*  unb  SRonbmittelpunIteS  fenlret^t  auf  ber 
SRonbbal^n  fielet,  bann  ftnb  Don  ber.  erften  bis  iur  legten 
Stellung  1  ©tunbe  6  awin*  berflolfem  3n  biefer  gelt  $at 
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58. 


ber  SWonb  (an  Äcc» 
tafcenfion  na$  Obi- 
gem in  1  ©tunbe 
1438^  olfo  in  "Ao 
©tunbcn"/io.l438", 
an  2)eQinQtion  in  1 
©tunbc  832''  aljo  in 
"Ao  ©tb.  "Ao.832") 
einen  koiifiid^en  Sßeg 

Don      

"Ao  .1/1438«+ 832« 
gemad^t  Se^tißnod^ 
ju  ermitteln,  tt)ie  flto§ 
ber  fd^einbore  SRabiuS  beS  2Wonbe§  biä  ju  biefer  3«it  gemor* 
ben.  ©ein  SlabiuS  nimmt  in  1  ©tunbe  um  2,2"  ab.  Son  3 
U^r  51,2  SRin.  bis  4  U5r=8,8"=»Veoo  ©tunben  nimmt  er 
um  »Veoox2,2"=i»»V6ooo=0,32",  bon  bo  bis  jur  3eit  ber 
SJlitte  ober  in  "Ao  ©tunbe  "AoX  2,2'' =  2,42",  ^at  im 
©Qmen  olfo  obflenommen  2,42^+0,32'' =  2,74".  aifo  ifi 
iejt  jein  »obiuS  15'40,1"~2,74"  =  15'37,36". 

5Run  iß  MSM'  ein  red^twinfeligeS  ffireiedt,  toorin  MM'  = 
"Ao.l/l438«+832«=  1827,47" ;  MS,  baS  auS  bem  SKonb- 
robiuS  }u  Slnfang  ber  Qfinfterniö  nebft  bem  ©onnenrabiuS 
bejie^t,  ifi  al\o  =  15'40,1" ~  0,32" +15'51,6"=31'31,38" 
=1891,38";  folglich:  M'S=:VT"891,382-1827,47«=487,5. 
S5o]&er  i|i: 
BM'  =  BS— M'S  =  951,6"  -  487,5"  =  464,1" 
AB  =  AM'— BM'  =  937,9—464,1  =  473,8" 
BC,  ber  bie  ©onne  bedfenbe  aJlonbt^ell,  =AC— AB  = 
1880,2— 473,8"  =  1406,4".    5Run  t^eilt  man  bie  ganje 
©onnenfd^eibe  in  12  gleid^e  Steile,  bie  man  3otte  nennt. 
SSejeid^nen   tt)ir  bie  ©röße   ber  35erfin|lerung  mit  x,  fo 
]§a6en  mir; 

2  X  951,6 :  1406,4  =  12 :  x ;  olfo :  x  =  na^eju  9  3oII. 
6ine  ©onnenflnjiernife  entpel^t,  menn  ber  9Ronb  jmijid&en 
6rbe  unb  ©onne  tritt  (bei  ber  ©onjunftion);  tritt  aber  bie 
6rbe  jmijd^eu  ©onne  unb  ÜHonb  (bei  ber  Oppofition),*  jio 
entfielet  eine  5Konbfinjterni6.  ©onnenfinjierniffe  lönnen  ha» 
l^er  nur  jur  3^^*  ber  Sleumonbe,  TOonbpnfterniffe  nur  ^ur 
3eit  ber  SBoflmonbe  ftattfinben.  ®ie  ©onnenfinjiermffe 
lönnen  nur  an  foI(|en  fünften  ber  6rbe,  meld&e  \i^  in  ber 
2:adette  befinben,  aber  beSlpalb  no(!^  nid^t  auf  ber  ganjen 
Sagieite,  gefe^en  toerben;  bie  ÜHonbfinjierniffe  ftnbnurauf 
ber  9?ad|tfeite  ber  @rbe  unb  jmar  an  aDen  fünften  ber- 
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feftett;  tt)o  nur  ber  Sölonb  über  bcm  C^orijonte  jicl^t,  ftd&t^ 
Bar.  Set  ©onnenpnfterniffen  toirb  bie  ©onne  i]&re§  Sid^teS 
nid^t  beraubt;  fonbern  nur  für  berjd&iebenc  ^unlte  ber  6rbc 
bebedt,  bei  ÜHonbfinjierniffen  loirb  ber  5Konb  jeineS  Si^teS 
toirflidj  beraubt.  S)ie  ©omienfinjierniB  erj^^eint  bal^er  ju 
berjelben  Qext  Don  öerjiiöiebener  ©rö^e,  eine  SKonbfinfternife 
mu6  aus  leidet  erftd^tlid^en  ®rünben  überall  auf  ber  6rbe, 
tt)o  [xt  überl&aupt  fid^tbar  iji,  im  ganjen  SBerlaufe  glei^  er» 
fd&einen.  9lur  ifi  bie  bürgerliche  3eit  auf  ber  @rbe  in  jebem 
SWeribiane  t)erf(iieben  unb  befanntlid^  um  4  9Kin.  für  {eben 
9Keribian.  S)ie  um  1  ®rab  Don  uns  mel^r  nad^  Often  Sol^« 
nenben  baben  4  ÜHinuten  me^  bie  um  1  ®rab  mel^r  nati^ 
SBefien  UBol^nenben  ^aben  4  Minuten  toeniger  Seit  als  toir. 
5Ra(3^  ber  Angabe  liegt  aber  ©^rafuS  12<>52'  mebr  öiili(|, 
aljo  ifi  bie  für  9lnfang,  S)auer  unb  @nbe  ber  äfinfternife 
für  ben  Söleribian  Don  ^aris  bered^nete  Seit  um  bie  ent* 
fpred^enbe  OrtSbifferenj  51  9Kin.  28  ©ef.  ju  öermel^ren. 

9?a(j&  ben  angegebenen  Elementen  jur  Ermittelung  beS 
SBerlaufeS  ber  fraglit^öen  aJJonbfinjiernife  beträgt  bie  ftünblid^e 
S5ett)egung  beS  ÜHonbeS  in  ber  Sänge  33'41",  ber  ©onne 
in  berjelben  3^it  nur  2'28",  »orauS  folgt,  bafe  ber  SWonb 
um  33'41"  —  2'28"  =  3113"  =  1873"  fc^neüer  als  bie 
©onne  fortrüdft.  eingenommen,  ber  9Äonb  berühre  na^  x 
©tunben  ben  ©d^öttenranb,  »aS  jomol^l  beim  3lnfang  als 
beim  6nbe  ber  tSfinjierniß  ber  SctD  jein  mufe,  fo  l&at  er  in 
biefer  Qtit  1873x  S3ogen[eIunben  abgemat^t.  ©eine  Sreite 
beträgt  21'58"  =  1318  ©e!.;  überbieS  rüdt  er  ftünbli^ö 
3'6,2"  =  186,2"  öor,  aljo  beträgt  nad^  x  ©tunben  feine 
»reite  1318 +186,2x  Sogen jefunben;  barauS  folgt,  bafe  bie 
Seioegung  beS  aWonbeS  in  l^orijontater  Sid^tung  1873x 
unb  in  öertilater  1318+ 186,2  x  SSogenfcfunben  auSmad&t. 
9luS  biegen  beiben  nac^  berjcä^icbenen  SRid^tungen  erfolgenben 
SWonbbemegungen  lönnen  »ir  feine  refultirenbe  S9ett)egung 
leidet  finben.  ©ie  ift  nad^  bem  Parallelogramm  ber  Gräfte 

=  V  (1873x)2  +  (1318  +  186,2x)2  unb  ba  toir  hierin  bas 
SReJuItat  beS  fd^nefleren  SorrürfenS  beS  aJionbeS  gegen  bie 
©onne,  atfo  aud&  gegen  ben  ©rbfd&atten  l^aben,  \o  lönnen 
toir  ben  grbfd^atten  als  rul&enb  betrai^ten,  toäl^renb  ber 
50lonb  i^n  poffirt.  SBeil  nun  um  8  U^r  41,7  9Kin.  parifer 
Seit  =  8  U^r  41'42"  +51'28"  =  9  U^r  33  3nin.  10  ©ef. 
f^rafujer  Seit  S^oümonb  ift,  alfo  ber  ^Kittetpunft  beS  SRon« 
beS  mit  bem  ber  6rbe  unb  ©onne  in  einer  geraben  Sinie 
liegt,  fo  mu6  iu  ber  ^dt  beS  SlnfangeS  mie  beS  6nbeS  ber 
Sinfternife,  too  atjo  berSRonbranb  ben©d&attenranb  nad^  außen 
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im  betfi^rie,  bei  aRonbmiite(punIi  einen  S3)eg  jurttcfgelegt 
^aben,  ber  bem  Kabiud  beS  @d^attentretfed  nebß  [einem 
eigenen  KobiuS  %U\äi  tfl.  Ss  tommt  ie|t  barauf  an,  ben 
atabiud  bed  ©d^attentreifeS  ju  befiimmen. 

S)ie!©onne  fenbet  i^re  ©troljfen  ju  bec  bunleltt  (Sxbt. 
Siefe  DeturfQ(]^t,  ba  p^  runb  unb  fleiner  ifl,  ald  bte  @onne, 
einen  ©djattenlefiel.  ©ie  gfigur  ju  52.  a)  in  toeldjer  AB 
bie  @onne,  CD  bie  Stbe  unb  EF  ben  S^ottentreiS  bar« 
Peflen  foll,  ben  ber  SRonb  ju  paffiren  l^at,  fletoäl^rt  bie  9ln» 
t($QUung  unb  Sntflel^ung  bed  Sd^ottenS.  2)er  StabiuS  be§ 
©d^attenlreifeS  Bere(3&net  pd^  ouS  ber  ©onnenpotaHaj^e  P, 
ber  TOonbparQÜQje  p  unb  bem  ©onnenrabiu§  q.  3n  bei* 
Pel&enber  gipr  ijl<;BAE  =  P,   BCE=p,  AES  =  ^ 


unb  btmS^mn  toir  ben  StabiuS  beiS  @d^attentteife§  mit  y, 
fo  ift  CEM  =  y.    SBeiter  iji : 

y  =  CEM  =  CEN~MEN 

=  BAE+BCE-MEN 
=  P+p-e. 
@e|en  mir  in  biefen  ^uSbrudE  bie  entjpred^enben  SQßerfl^e, 
jio  toirb: 

y  =  8,6"+57'41,5"  ~  15'58"  =  4r52,l"  =  25124". 
Seim  Anfange  tt)ie  beim  6nbe  ber  gfi«P^i^ni6  W  ölfo  ber 
aWonbmittelpunft  einen  2Bcg  Don  2512,1"  +15'45"=3457,1" 
abgemalt.    Salier  iji: 
l/(1873x)«+(1318+ 186,21)2  ^  3457^1 .  oj^er : 
(1873x)2+(1318+186,2x)2  =  (34574)^; 
3508129x2+  1737124+490823,2x+34670,44x«  =  11951540; 
3542799x2+490823x  =  10214416. 
üöjen  toir  bicfe  quabratij^e  ®l  m^  §.  395.  IL  2^eil  V. 
«ufl.  ©.  322  auf,  fo  ift,  toeil  bie  bortige  ®I.: 
(a+mx)2+(d+nx)2  =  c« 
a  =  0,  m  =  1873,  d  =  1318,  n  =  186,2,  p2=  10214416, 
otfo  p  =  3196.    5Runift: 
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sin     =        ^        —  ^^^'^  —    ^^^'^ 

"      l/mHF      l/iSTP+lSip»      1882,232* 

am+dn  _  1318.186,2  _ 

^  ~  i755+r«~  1882:232—  ^^"'^^ 


tang/?=2: 


3196 


q      130,383 
logtang/J  =  log  3196—  log  130,383 
=  3,5046068—2,1152210 
=  1,3893958 
ß  =  87«39'50" ;  »/»/*  =  43«»49'55" 

9lun  ifl:  x  =  — SsinocotV«/*;  ba^et: 

,  .  3196  186,2  .,,  a 
^-^)  =  186:2  ^18827232^*^'^*/»'' 
3196     ...  a 


1882,232 

logf-x)  =  3,5046068—3,2746731+0,0177544 
=  0,2476881;  ba^er: 
X,  =  — 1,7688  gtb.  =  —  1  etb.  46  9Hin.  8  ©ef. 

8f einer  iji: 

xj  =  2gino.taiigV2/? 

3196        .       ,,  ^ 


1882  232 ' 

log  xs  =  3,5046068  —  3,2746731  +9,9822876  - 10 
=  0/2122213;  ba^cr: 
X,  =  1,6301  ©tb.  =  1  ©tb.  37  anin.  48  ©c!. 
hieraus  folgt,  baß  bie  ?Jinfterni§  mä)  f^rofufcr  3^it  um 

9^»33'10"  — 1M6'8"  =  7  U^r  47  aWin.  2  ©cf. 
anfing  unb  um 

9J»33'10"+1^37'48"  =  11  U^r  10  3Kin.  58  ©cf. 
enbtgte. 

Um  9U^r  33  3Km.  10  ©et  f^rafupf (^er  Seit  fanbSBoH^ 
monb  ftatt.  SRüdEt  ber  aWonbmittelpunlt  nun  fo  toeit  bor, 
bafe  eine  innere  Serül^rung  beS  3KonbeS  unb  be§  ©Rotten* 
heifeS  Pattpnbet,  tto§  gleid^bebeutenb  ifi  mit  Slnfong  unb 
@nbe  ber  totolen  ginfternife,  fo  mu6  er  einen  SBeg  jurüd« 
gelegt  l^oben,  ber  gleid^  ifi  ber  3)ifferenj  itoijd&en  bem  SRa« 
biuS  beS  ©(^QttentreifeS  unb  feinem  eigenen  SiabiuS,  tt)a§ 
2512,1"— 15'45"  =  1567,1-'  auSmod&t.    ®ie  3eit,  bie  er 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    504    — 

l^ienu  gebraud^t,  etüibt  fi^  alfo,  toenn  mir  in  obiger  ®I. 
1567,1''  Pott  3457,1"  feben,  unb  tt)ir  ermatten: 
3542799x«+490823,2x  =  (1567,1)«— 1737124  =  718678,41. 
«)iertPp«  =  718678,41;  olfo  p  =  847,749,  oHeS  Uebrtge, 
koie  in  ber  Dorigen  ®Ieid^ung.    ^afftx  ifi: 
.     _   186,2 
^^^'^  "1882,232 
.^„^    847,749 
*^''=13Ö;383 
logtang/»  =2,9282673—2,1152210 
=0,81304ß3 
/»=8lol5'23,3";  V2/?=40W41,65" 

(— x)=28inacotVÄ/J 

log(~  X)  =  2,9282673  -  3,2746731+0,0665336 
=  9,7201278-10;  ba^cr: 
xi  =  ~0,5249  ©t  =  — 31  SRin.  30  Sc!. 

Xs  =  ?8ina.tangVai^ 

logX2  =  9,5870566— 10;  mitl^in: 

xs  =  0,3864  ©t.  =  23  TOin.  11  ©cl. 
S)Q]&cr  Anfang  ber  totalen  SBetfinflerung  um  9  Ul^r  1 5Dlin. 
40  ©et  unb  6nbe  berfelben  um  9  U^r  56  9Kin.  21  ©et 
®ie  totale  ginpernife  bauette  bemnad^  54  9Kin.  41  ©et, 
mitl^in  fanb  bie  aWitte  betfelben  um 
9  U^r  1  9Ktn.  40  ©et+27  aWin.  20  ©et  =  9  U^t  29  2Rtn.  jtatt. 
68  erübrigt  no^  bie  ©röße  ber  Serfinfterung  beö  5KonbeS 
gu  bejiimmen.  SDBie  bei  ber  ©onne,  toirb  au^  ber  SWonb»- 
burd^meffer  in  12  gleid&e  J^eile  get^eilt,  bie  man  QoUt 
nennt.  Äennen  toir  bereits  ben  4)Ql6jnejfer  beS  ©djatten« 
legeis  an  ber  burd^fd^rittenen  ©teDe  unb  toijfen  toir  toeitcr, 
ba&  jur  3eit  bes  toa^ren  ffioflmonbeS  ber  SJionbmittelpunft 
21'58"  nörblidö  Dom  ©d&attenmittelpunit  fte^t,  bie  3Ronb* 
fd^eibe  alfo  ganj  in  ben  ©d&atten  eingetaud&t  ip,  fo  mufe 
jtoifdöen  SJionbranb  unb  ©d^attenranb  nod&  ein  Ueberjd^ufe 
an  ©d^atten  fein.  SDie  @röge  biefeS  Ueberfd^uffeS  »irb  pd^ 
leidet  bepimmen  laffen  in  einer  Sal^I,  für  toeld^e  ber  SWonb» 
burd&meffer  =  12  angenommen  ttirb. 

Slußer  bem  in  ber  borigen  3Iufgabe  angetoanbten  35cr» 
fal^ren  !ann  man  nad&  Sittroto  jur  SSepimmung  ber  ©röße 
ber  aSerpnperung  anä)  auf  folgenbe  SBeife  berfal^ren. 

es  6ejei(i^ne  d  bie  pünblid^e  SBeränberung  beS  SRonbeS 
in  ber  breite,  di  bie  pünblidjie  SSeränberung  beS  SRonbeS 
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unb  d  bie  bcr  Sonne  in  ber  Sänge,  dj  bie  99teite  be8 
3KonbeS,  q)  bie  Steigung  ber  telatibcn  aWonbbal^n  gegen  bie 
eiaptif,  s  ben  fürjeften  abftanb  be§  50litteI»)un!teS  bcS 
©d^attenlreileä  Don  ber  S3a§n  beS  aWonbeS,  R  ben  SRobiuS 
beS  ©(^öottenfreifeS,  r  ben  beS  ÜHonbeS  unb  V  bie  größte 
aSerfinjierung  In  Soütn  ouSgebrücft,  fo  ifi: 

s  =  dsxosg) 

V=|(R+r-s). 

©ejen  toh  in  biefen  Sformelu  bie  SBettl^e  fßr  d,  di,  d», 
3,  s,  B  unb  r,  {o  tottb: 

wngy  —  (33'41"— 2'28")co8V».21'58" 
_  1862 

~~18730.cosl0'59" 
logtangfl)  =  3,2699797-(4,2725378+9,9999978— 10) 
=  0,9974441  —  2  ober: 
=  3,9974441—5  mit  2  multiplicirt : 
=  7,9948882-10;  dfo: 
a,  =  33'58,4";  ballet: 
8  =  21'58"cos33'58,4" 
logs  =  3,1195154+9,9999788—10 
=  3,1194942;  fol9li(!6: 
8  =  1316";  beS^olb  iji: 
6     ,„^i„ ,  .  nAK     ioißN      6.2141,6 


V  = 


(2512,1+945  - 1316)  =     g^^    =  13,6  300 


945 
©röge  ber  ginPernil. 

@röj)!^if(!^e  S)örfiellung  bei  aKonbftnfletniS.  9lod^  einem 
beliebigen  SKafeftobe  öIS  gin^eit  fonfiruite  mon  ben  ©Ratten» 
Iteis  um  U  mit  bem  beteits  in  ber  Vorigen  ^uflöfung  ge« 
funbenen  SiabiuS  fton  41'52,1"  ouf  einer  geraben  Sinie 
EK,  meldte  bie  gflipti!  öorjieDen  foll.  6S  tourbe  l^ier  nur 
bie  nörbltc^e  C>ölfte  biefeS  ÄreifeS  bargepellt,  weil  bie  füb- 
lii^t  für  unfern  gttjed  nic^t  erforberlic^  ifi.  SKan  jiel^e 
üb  fenfte^t  ouf  RP  unb  moc^e  üb  gleid^  ber  S3reite  beä 
aWonbe«  jur  3eit  ber  Oppofttion,  dfo  =  21'58".  es 
!ommt  )e^t  barauf  an,  bie  relotttie  Wontiiofjn  }u  finben, 
tod^t  burd^  ben  ^unlt  b  gc^t.  2)ie  Steigung  ber  relatiben 
$a^n  bed  3)ionbeS  MB  erl^ält  man  auis  ber  relatiben 
Stunbenbetoegung  beS  9Ronbe$  in  Sänge  unb  in  breite. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    506 


9tQn  fu6trQ]^ire  bie  fifinb« 
(id^e  SBemegung  ber  @onne 
inßänflc  =2'28^  bonber 

©tunbenbemegung  be§ 
9Monbe8  In  Sänge  =33'41^ 
unb  nel^me  ben  Xefi  g(eid^ 
Sl'lS"  naäi  bcm  Sogen* 
minutenmagfiQb  q(§  bfe  eine 
J^Qt^ete  eines  ted^trainleli« 
gen  ©reieds  (ABC),  näm- 
li^  AC,  beffen  anbete  Sta^ 
t^ete  AB  bie  flänbti(]^e  ^e- 
megung  beS  SKonbeS  in 
33reite  iff,  olfo  =3'6,2''. 
S)er  fleinere  ber  beiben 
fpijen  SBinfel  gibt  ben  9?el« 
gungSiüinfel  ber  relotiöen 
SRonbbabn  }ur  Sfliptil  an. 
DiefeS  ©reiecf  befinbet  fid^ 
auf  ber  Sinie  EK.  3n  bem» 
Jelben  ip: 

AC  =  3ri3''  =  1873\ 
AB  =  3'6,2''  =  186.2" 

unb  bal^er: 

BC  =  1/1873^186,2« 
=  31 '22". 

SBeil  bie  Setoegung  beS 
5!KonbeS  in  breite  nad^ 
9lorben  ^in  iß,  maS  burd^ 
baS  aSorjeid^en  +  ange^» 
beutet  mirb,  fo  ntuB  bie 
992onb6al^n  in  ber  9{i(|tung 
bon  (inid  nad^  red^iS  auf« 
n)ärtd,  alfo  nSrblid^  geneigt 
fein.  SBermittelji  beS  ^xtu 
erfs  ABC  beftimme  man 
ben  ^unlt  r  unb  ^iel^e  burd^ 
r  unb  b  bie  relatibe  SJionb« 
bal^nMB.  9?un  trage  man 
auf  ber  jelben  bie  Sänge  ber 

StunbenbetDegung  beS 
3Wonbe8  ab,  biefe«  feien  bie 
©tredfen  mu,  üb,  br,  rv. 
3ur  3eit  beS  »aJ^ren  aSott» 
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monbc§  jion>  ber  SKonbmittelpunft  in  b  um  9  U^r  33  ÜÄln. 

10  ©el.  f^tafuferScit;  ba^er  um  SUl^r  38  2Km.  10  @c!. 
in  u,  um  7  U^r  33  SKin.  10  ©c!.  in  m,  um  10  U^r  33 
SRin.  10  Sef.  in  r  unb  um  11  U§r  33  9Jlin.  10  ©cf.  in 
V.  SKan  beftimmc  1  Sogenminute  in  3^i*n""wtett.  Ss 
lommen  nämli^  31  ^»/eo  Sogenminuten  ouf  OOgcitminuten; 
djo  1  SSogenminute  auf  1,91  3^Wminuten. 

Sefet  jiel^e  mon  au§  U  bie  Sinie  all  jenfre^t  auf  bic 
telatiöe  ^Wonbbal^n  MB,  fo  erhält  man  in  a  ben  ^unlt  ber 
3Ronhba^n,  tt)o  ber  bajelbji  befinblidfee  SKonb  bie  größte 
aSerfinfterung  ^at.  Um  nun  bie  t)erj(i&iebenen  ^l&afen  ber 
SßerfinjJerung  ju  erhalten,  gie^e  man  nad^  bem  Sogcn=» 
minutenma|ftab  mit  bem  3Konbrabiu§  je  jmei  ffireije,  bie  ben 
©d^oUenfrei§  bejüglid^  t)on  aufeen  unb  öon  innen  berül&ren. 
6S  jeien  bieS  bie  ffreife  um  o,  p,  q,  s.  Um  7  Ul^r  33 
9Win.  10  ©ef.  ftanb  ber  SÄonbmittelpunft  in  m;  rüdt  er 
t)on  m  mäi  o,  jo  finbet  bie  erfte  Serü^rung  mit  bem 
©^attenlreije  ftatt,  aljo  9lnfang  ber  ginfterniß.  3!un  finb 
mo  =  7V4  Sogenminuten  =  13'51"  S^iln^inuten ;  foIgIi(]^ 
fing  bie  ginfternife  um  7  U^r  33  9Kin.  10  ©el.+13  9Kin. 
51  @el.  =  7  U^r  47  ÜHin.  1  ©ef.  an.  SRücft  ber  9)Ionb- 
mittclpunft  weiter  auf  jeinerSal^n  bis  p  bor,  fo  finbet  bie 
erfte  innere  Serü^rung  fiatt.  Um  8  U^r  33  9Kin.  10  ©ef- 
ftanb  er  in  u,  (egt  er  alfo  bie  ©trede  up  =  14,6  Sogen» 
minuten  =  27  Wm.  53  ©ef.  in  3^W  jurüd,  fo  fing  bie 
totale  ginfierniö  um  8  U^r  33  3Kin.  10  ©ef.  +  27  9(Kin. 
53  ©ef.  =  9  Ul^r  1  50lin.  3  ©ef.  an.  SBenn  ber  3Konb- 
mittelpunft  in  a  fte^t,  ift  er  am  tiefften  in  ben  ©(Ratten 
eingebrungen,  alSbann  ift  er  nad^  9  U^r  1  9Win.  3  ©ef. 
um  bie  ©tredfe  pa  =  14,6  Sogenminuten  weiter  gerüdt, 
woju  er  27  ajlin.  53  ©ef.  Qtii  gebrauste,  aljo  toax  bie 
aKitte  ber  3^injiernife  um  9  U^r  28  9Kin.  56  ©ef.,  waS 
aU  9  U^r  29  9Rin.  angenommen  werben  barf.  SRücft  ber 
SWonbmittelpunft  bon  a  naä)  q,  fo  f^at  er,  weil  aq  =  pa 
iu  biefer  ©trede  27  9Kin.  53  ©ef.  geit  gebrandet,  ©te^t 
berfelbe  in  q,  fo  finbet  bie  jweite  innere  Serül^rung,  alfo 
ba§  @nbe  ber  totalen  ^finfternife  ftatt,  waS  bal^er  um  9  U^r 
46  anin.  53  ©ef.  ber  Satt  war.  «IS  ber  aWonbrnittelpunft 
in  s  anlangte,  fanb  bie  le^te  äufeere  Serübrung  ftatt,  war 
alfo  bie  SinfterniB  ju  6nbe.  Um  11  U^r  33  aJtin.  10  ©ef. 
ftanb  er  in  v  unb  weil  sv  =  11  Va  Sogenminuten  =  21'58" 
in  3^it  Pnb,  fo  war  ba§  6nbe  ber  ganzen  ginfternife  um 

11  m)X  33  9Kin.  10  ©ef.  -21  SRin.  58  ©ef.  =  ll  U^r 
11  aWin.  12  ©ef. 

@S  bleibt  iefet  no(i^  bie  ©röpe  ber  Serfinjierung  ju  be» 
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ftimmen  übrig.  C>äHe  bet  SWonbtanb,  dß  fflit  SWittetpunlt 
in  a  Ponb,  ben  ©d^attenlreiä  in  c  betül^rt,  fo  toäre  bte 
ginPetnlfe  eine  jtoölfjöHifle  getocjen.  9lun  Bleibt  er  aber 
um  bte  ©trecte  cd  bom  Stanbe  beS  ©d^attenfreifeS  entfernt; 
ba^er  brüllt  fi$  bie  ©röge  ber  gfinitemtg  bur$  ca  nebß 
bem  atabtuS  beS  SRonbeS  auS.  SBeil  ca  =  20  Sosen° 
minuten,  fo  beträgt  biefelbe  20' +  IS'A' =  SS»/*',  toel^e, 
ha  15»A'  =  6  3i»D  o«3mad&en,  13,6  3oa  betrogen;  folgli^ 
»or  bie  ®rö6e  ber  aSerpnjlerung  =  13,6  goU. 
59.  SWit  S3ejufl  ouf  bie  9f«9«t  ju  57  ijt: 

fFOR=82»59'16'' 
FOL=83010'28' 
MOR  =  23o36'4'' 
<SOL  =  23<>35'53«. 
9lun  iP  GS=RLxco8SOL  unb  toeil 
RL  =  82«>59'16''—  83»10'28''  = — 672",  \o  iji: 
GS  =  672cos23«35'58" 
logGS = 2,8273693  +9,9620738  — 10 ;  bo^er 
GS  =  -615,8*. 
gerner  ifi  MG=23<'36'4"-23»35'53''  =  11''. 
@S  beginne  nun  bie  0tnjlerni§  z@tunben  bor  ober  na$ 
7  Ul^r  7  9Kin.,  fo  fot  bie  SRectafcenjlon  beS  SKonbeS  in 
biefer  3''*  mw  2355x  ©et,  beSgleid^en  bie  ®eflination  um 
44x  @el.  jugenommen,  mitl^in  finb  bie  beiben  j^atbeten  be§ 
re(i&twin!eUgenS)rete(fäGMS  ie|tGS+2355x  unbGM+44x. 
f)er  9KonbrobiuS  berminbert  \iä)  in  1  ©tunbc  um 

16'29,6''  — 16'26,6''=3", 
olfo  in  xStunben  unt  3x©e!.,  mit!^in  ip  jefet  feinSiobiuS 

16'29,6''-3x'';  hmnaä) 
iji  bie  6umme  bon  ©onnenrobiuS  unb  aKonbrobtuS  = 
15'45,5''  +  16'29,6''— 3x"  =  1935,1"— 3x";  ba^er  ip: 
(GS+2355x)«+(GM+44x)«= (1935,1  -  3x)«  ober: 
für  GS  unb  GM  bie  SBertl&e  eingefefet: 

(-615,8+2355i)«+(ll+44x)«=(1935,l-3x)*: 
379209,64- 2900418x+5546025x«+121  +968x 
+ 1936x«=3744612,01— 11610,6x +9x«  ober 
5547952X«-  2887839,4x= 3365281,37. 

S5fen  mir  biefe  @Ieii!^ung  ebenfo  auf,  toie  biejenige  in  58, 
fo  l^aben  toir: 

a  = -615,8,  m=2355,  d=ll,  n=44,  p»=3365281,37; 
alfo  p  =  1834,47. 

9lun  iji:  sina=ggM_. 
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^      1449725      .,_,_ 
"^^■235M""       ' 

logtang/»  =  3,2635096-2,7892210 
=  0,4742886 
/?  =  7P27'9,5";  Vj/J  =  35043'34,75• 
(—  x)  =  "  sin  a .  tang  V«/? 

1834,47  ^       ,,  ^ 

==  23554-**°^^*'' 
log(-x)  =3,2635106-3,3720647+9,8568918—10 
=  0,7483377—1;  bo^er 
xi  =  —  0,56019  ©tb.  =  -  33'37". 

Semet: 

Xj =+B  sin  a .  cotVa/J 
n 

log  xj  =3,2635106-3,3720647+0,1431083 
=  0,0345542. 
xa= 1,0828  @tb.=l  ©tb.  4  aWitt.  56  @e!. 
5)emno^  roat  ber  Slnfong  ber  gfinjiernife  um 

7  U^r  7  aRin.-33  3Rin.  37@el.  =  6  U^t  33  Mm.  23  ©et, 

baS  @nbe  berfelben  um 

8  U^r  7  9)«n.+l  @tb.  4  aWin.  56  ©ef.=9  U^r  11  SWtn.  56  ©e!. 

Salier  toor  bie  S)ttuet  ber  ginjietntS 

1  ©tb.  4TOin.  56@eI.+33  9Ktn.  37©el.=l©tb.  38  a»ln.  33  ©ef. 
SEßeil  bie  §ftnflcrni6  um  6  U^t  33  9Min.  23  ©ef,  onfing, 
fo  mar  ber  2Woment  ber  grölten  aSerfinfteruno  um 

6  W^r  33  aWtn.  23  ©ef.  +49  aWIn.  16  ©ef.=7  Ufft  22  aWIn.  39  ©ef . 
Um  nun  ju  ermitteln,  ob  bie  Siniiernip  eine  totole  »or, 
muffen  mir  bie  ®rö|e  berfelben  }U  bcfiimmen  '{ü^m.  S8or 
bem  5ölomente  ber  äufeern  Serül&run^  beSWonb«  unb  ©onnen« 
ronbeS  bis  jur  TOitte  ber  ginfiernife  l^atte  ber  SKonb  einen 
SGßeg  öon  "79ooK2355«+44«  ©ef.  gemad&t.  ®a  ber3io- 
biuS  um  7  U^r  7  9Kin.  =  16'29,6''  unb  um  8  Ul^r  7  2Kin. 
=  16'26,6"  beträgt,  fo  nimmt  berfelbe  ftünblid^  3"  ob. 
aSom  Infong  ber  gfinfternife  bis  7  U^r  7  5Win.,  mlt^eS 
33'37''=»>"/86oo  ©tb.,  wor  er  olfo  um  *»"/86oox3'' = 
**"/ia)o"  =  l,68"  grö&er,  bon  ha  bis  jur  aWitte  ber  Sinjier» 
ni6  no^m  er  "»/,oox3"="»/8oo=2,47"  ob,  bo^er  im 
©onjen  um  2,47"— 1,68" =0,79";  folgt,  ift  fein  3iabiuS 
jefet  16'29,6"-0,79"=16'28,81''=988,8".  9lun  ifi  MSM' 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    51Ö    - 

ein  re^twinfeliae«  ©teied,  toorin  MM'='»«/,ooV2355»+44« 
=1934,05" ;  MS'=16'28,81"+15'45,5"=rl9H31";  folfl- 
Ii($ :         SM'  =  1/1934,31«- 1934,05«  =31,71  - 
BM'  =  BS— SM'  =  945,5"—  31,71''=913,79'' 
AB=AM'—BM'=  988,8"— 913,79" =75«;  bober 
BC  =  AC — AB  =  2.988,8"  —  75"  =  1902,6" ; 
ip,  wenn  »tt  bie  ®rö|e  ber  S5ftfin|letunß  ntitVtejeid^nen: 

|)ierauS  folgt,  bog  bit  ginßemig  tine  totale  toor,  beten 
Anfang,  @nbe  unb  Sauet  mä)  ^u  bejttnttnen  t{t.   ©otool^I 
bei   tl^tent  Anfang   ali  au$  bei  il^tent  @nbe  befionb  bie 
btitte  €eite  beS  te(!^tuin!eligen  Z)reie(l8,  nämltd^  MS  aus 
bet  2)iffeten}  ber  9tabten  tion  @onne  unb  Wonb,  tetSi^alb 
MS  =  988,8"- 945,5"  =  43,3"  tjl.  »a^er  ^oben  »ir: 
(-  615,8+2355x)«+(ll+44x)«  =  48,3«  ober 
5547961X«—  2899450x+377455,75= 0. 
S)it)ibire  biefe  ®(.  burc^  ben  ßoefpcienten  bon  x«,  fo  toirb: 
X«-  0,5226154x +0,0680348  =  0 ;  alf o 
(x —0,2613077)«=  0,0682817 — 0,0680348 
=  0,0002469;  mithin 
X  =  0,2613077  ±0,0157135; 
xi  =  0,2455942  ©tb.  =  14'44" 
X8  =  0,2770212      „  =16'37-. 
S)aBer  »ar  bet  ^[nfong  ber  totalen  SerfinjJeruna  um 
7  U^r  7  mn.+U  SRin.  44  ©ef.=  7  U^r  21  SRin.  44  ©el. 
unb  baS  Snbe  berfelben  um 

7  U^r  7  9Kin.+16  aWin.  37  ©e!.  =  7  U§t  23  SDlin.  37  ©ef. 
SRit^in  bauerte  fle  nal^e}u  2  ÜRinuten. 

60.  Sie  ©umme  fämmtlid^er  ©teme  aller  14  klaffen  ijt  gleid^ 
bet  ©umme  einer  geometrifc^en  ^rogreffion,  mobon  baS 
erfte  ©lieb  a  =  18,  ber  6j})onent  e  =  3  unb  bie  8njaM 
ber  ©neber  n  =  14  ifl.   3la^  §.  412.(3)  ijl: 

=  9.4782968  =  43046712. 

61.  93e}ei$nen  toit  ben  9Ronb^aI6mef[er  mit  r  in  SJlinuten  ouSge« 
btüdt,  aisbann  ip  fein  S)utd^mej|er  2r  unb  ballet  eine  Soll«» 
nionbpä^e  =  r«7r. 

S)er  SJlonbl^albmeffer  erfd^eint  unferm  Stugc  =  15'33,5" 
ober  jiein  S)urd&mejfer  317"  b.  1^.  Don  ben  ßnben  beS  S)ur(i^« 
mefferS  in  unfer  Sluge  l^ingeioflene  gerabe  Sinien  bilben  in 
biefem  einen  ©el^minfet  bon  317''.    93om  aßtonomifci^en 
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C)oriiottte  Ui  ju  unterm  S^tittl^  fiiib  OO«.  SBir  müjfcn 
uns  aljo  \o  Diele  3Ronbe  on  einanbet  gelegt  benfen,  q(S 
317''  in  90»  entl&olten  finb,  um  einen  C^immelSquobtonten 

ju  bebeden;  bol&er  toetben  öttttt  SWonbflädJen  ben  ^immel 

runb  l^erum  in  einem  fltößten  flreife  bebeden.    3lun  ifi: 

360.60_6.60«,_3.60« 

2r     ~    2r   ^~     r   ^' 

tocnn  d  SDurd&meffer  bebeutet.    S)er  ju  biefer  ^eripl^erie 

flel&öriae  S)utdjme|fer  ift 

3.60«       2.3.60« 
a= • 

5)enn  multiplidten  tt)ir  erpern  9IuSbru(f  im  S)it)ibenb  unb 

S)ibifot  mit  2,   fo  l^ebt  fid^  2i*  9^8^«  d  öuf,  tooburd^  toir 

ben  gleiten  erholten. 

2)al^er  ift  bie  ftugelfläd^e 

3 .  60«       3 .  60«       3«.  60* ,,     2«.  3«. 60* 
d  X d=  -^ — d«= 

folfllid^  ijt,  toenn  toir  bie  erforberIi(^enaSoIImonbPä(|enmit 

X  oejeid^uen: 

2«.  3«.  60*     «        2«.  3«.  60* 
X  = :  r«7r  =  — «-=— • 

7t  T^7V^ 

^tttä^ntn  toxi  biejen  SluSbrud  öermittelfi  Sogorit^men,  fo 
erholten  mir,  meil 

r=15'33,5''=15,55833  unb  7r=3,1415927 
logx  =  21og2+21og3+41og60  —  (2log  15,55833 
+21og  3,1415927) 
=  8,6689075-3,3782258 
=  5,2906817;  bolzet 
x  =  195291. 
S)a  in  runbet  Qaf)l  200000  ©terne  erjter  bi§  neunter  ©röfee 
pnb,  meldte  [xäf  auf  195291  SBoDmonbflä^en  öert^eifen,  fo 
fommt  nal^eju  1  @tern  auf  eine  SSoHmonbfläd^e. 


C.    SCttfgaüeit  ans  bet  S^emie. 

(§eiS  §.  109.) 

§♦  517*  2)ie  Gliome  unb  9RoIe!uIargemi(3^te  finb  auf 
baS  ©emii^t  beS  SBafferftoffS  H=l  bejogen.  ©arauä 
folgt  unmittelbar,  ba^  P$  öerl^aßen: 
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1)  2)te  Sltome  unter  einanber,  tote  il^re  9ltomgetDt<3^te; 

2)  ®ie  3JloIcIüIc  unter  cinanbcr,  tote  bie  SWoIeluIargetoid^te ; 

3)  S)ie  Sltome  unb  SOtoIelfile  unter  einanber  tote  bejügli^ 
i^re  atome  unb  SWoIefuIargewidöte. 

Sie  atomgetttd^te  finbet  man  ben  ^emifd^en  Aufgaben  unter 
bem  Slamen  „aequtöQlentjal^Ien"  borangejlellt.  SDie  SKoIe» 
lularaemtd^te  erhält  man,  inbem  man  bie  ®mi^it  ber  bnxäf 
bie  SÖloIefuIarformeln  angegebenen  Sltome  abbirt.  Srgcnb 
eine  nad^  absolutem  ©emid^te  beftimmte  URenge  eines  @Ie« 
ments  ober  einer  d^emifd^en  SSerbinbung  lann  Srud^tl^eile 
Don  SRoIefüIen,  um  {o  weniger  alfo  Don  Atomen,  nid^t 
entl&alten.  Salier  öerl^alten  jtdj  in  irgenb  einer  ©eiuid^ts* 
menge  einer  ^emifdden  SBerbinbung  bie  ®etoid^t§mengen 
ber  (Elemente  unb  i^rer  SSerbinbung  ju  einanber  genau  fo, 
tt)ie  bie  ©etoid^tSmengen  berfelben  im  9Ko(efüIe. 

1.  ÄuS  ber  gformel  CO2  erficht  man,  bafe  in  ber  ffol^Ienfäure 
auf  je  1  Sttom  ßol^l^nP^ff  jtoei  9ltome  ©auerftoff  fommcn. 
S)a  nun  bie  ©emid^te  Don  1  ^tom  Aol^Ienftoff  unb  1  ^tom 
©auerfioff  p^  berl&alten  tt)ie  12:16,  Jo  i|i: 

C02:20=  (12+2. 16):2. 16  =  44:32. 
93eieid[)net  man  baS  (Semid^t  be§  in  100  %f)t\im  j^ol^len«^ 
ftture  entl^altenen  ©auerftojfeS  mit  x,  fo  berl^ält  ftdj): 
44:32=  100: x;  ba^er  x  =  72,73. 

2.  ®ie  Sleutralifation  ber  ©d^ioefeljäure  burd^  !ol&Ien[aure§ 
ßali  erfolgt  nadji  ber  djiemifdjien  gormel: 

H2SO4+K2CO8  =  K2SO4+CO2+H2O. 
Um  alfo  2.1+32+4.16  =  98   ©eiDid^töt^eile  ©d^toefcl* 
Jäure  ju  neutraliftren,  fmb  2.39,1+12+3.16=138,2  Steile 
Iol^Ien|aure§  Ralx  nötl^ig;  bal^er 

98 :  138,2  =  100 :  x;  mithin  x  =  141,02. 
3.  Sejeid^net  man  mit 

X  bie  in  37,5  ©ramm  entl^altene  ©d^mefelfäure 
y  ben  „     „         „  „        fd(|tt)efelfauren  Sar^t, 

z  ben  in  x  ©ramm  entl^^Itenen  ©auerpoff 
z'ben  in  y  ©ramm  fd^mefelfauren  S3ar^t  enthaltenen 
©auerpoff,  fo  erhalten  mir  f olgenbe  ©leidjungen : 
(1)  100:60  =  x:z;  (2)  100: 10,457  =  y:z'; 
(3)  z:z'  =  3:l;  (4)  x+y  =  37,5. 
©e^e  aus  (3)  ben  Söert^  für  z'  in  (2),  fo  erhalten  wir: 
,^,         3.10,457 

(^>^=:-iöö-y 

®iefen  SSBertl^  für  z  fe^e  in  (1),  fo  ift: 
.^.  10,457 

^^)^=-2ö~y 
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Sut$  ©uftjiitution  bicfeS  SöettlöcS  für  x  in  (4)  totrb 
enbli^ 

30,457y=750;  y=24,624;  mithin  x= 37,5-24,624=  12,876. 

4.  ®tc  3^tf^feung  gcfd^tcl^t  naä)  ber  gformcl: 

NaCl+AgNOs  =  AgCl+NaNOs. 
C)tfrau§  folgt,  bofe  1  SWoIcfül  NaCl  ein  9»oIeIüI  AgNOa 
jcrfcj^t;  bie  in  3lcaftion  tretcnbcn  ©ctoic^tSmengcn  fid^  alfo 
bct^alten  toie  bic  9RoIefuIatgett)id^tc.    6§  ift  affo: 
AgNOsrNaCl  =  (108+14+3. 16) :  (23+35,5)  =  170 :  58,5. 
Salier  iji: 
170: 58,5  =  100 :x;  alfo  x=  34,411  ©cioid^tSt^dle. 

5.  ®ic  S^i^f^feung  gcfd^icl^t  naä)  folgenber  gormcl: 

KNOS+H2SO4  =  HKSO4+HNOS. 

Voraus  er^cflt,  bag  1  3KoIcfül  H2SO4  ein  aWoIcfüI  KNO» 

jetfc^t  iu  HKSO4,  bie   in  3leottion  tretenben  ©etoicä^ts^ 

mengen  ]\(!^  alfo  Derl^alten  »ie  bie  SWolefuIargewid^te,  alfo: 

KNOs:  H2S04=(39,l+14+3.16):(2.1+32+4. 16)=101,1: 98 

2)a^er:       101,1:98  =  100 :x;  alfo  x =96,933  @etoi(]&tSt^eUe. 

6.  2)aS  6igengett)id^t  eineä  ®afe§  i|i  baS  ®ett)i(ä^t  eines  Solu« 

men§  biefeS  ©afeS,  toenn  man  baS  ®tro\ä)t  eines  gleid^en 
SBoIumenS  atmoSp^ärif(^et  8uft  gleid^  1  fefet.  Sejeid^net 
man  ba^er  mit  V  baS  Solumen  bon  x  ©etoid^tstöeilen 
SOBaffetftoff  unb  mit  V  baS  Solumen  Don  100  ©eioid&ts«» 
tl^eilen  ©auerftoff,  fo  ift: 

(1)  1: 0,06927  =  V:x;  (2)  1:  1,10832  =V':  100; 
(3)  V:V'=2:1. 

IAA 

3lus  (3)  folgt  V'=V2V;  ba^et  aus  (2)  V=ö^jg  in 
(1)  gefegt,  giW:  x  =  6,927:0,55416  =  12,5. 

7.  ®aS  (&m\i)t  Don  1  SSoIumen  ©tidEftoff  unb  3  Solumina 

2Baf[erftoff  ift  gleiii^  bem  ©eiüid^te  ber  barauS  entftanbcnen 
2  Solumino  3lmmoniof.  ®a  nun  bie  fpecififd&en  ©etoid^te 
ber  ®afe  bie  ©etoid^te  gleid^er  Solumina  biefer  ®afe  finb, 
toenn  man  baS  ©etoid^t  eines  SBolumen  atmoSpl^ärifd^er 
Suft  =  1  fefet,  fo  iji,  toenn  x  baS  fpecififd&e  ®ett)id&t  beS 
3lmmoniaI  ift: 

X  =  1/2(0,96978+3.0,06927)  =  0,588795. 

8.  S)a  fid^  2  aSolumina  0  =  2.1,10832  mit  1  SSol.C  =  x  ju 
2  SSol.  002  =  2.1,52394  berbinbet,  fo  ift: 

2.1,52394  =  2.1,10832+x;  folgIt(^:  x  =  0,83124. 

9.  Sejei(^net  man  mit 

Vt*'*  baS  gefüllte  SBolumen  bcS  aus  500  ©ramm  äfiou 

Siulonb,  $lufföfungett  ni.  33 
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fauten  Jtalt  getoonnenen  SauerßoffS  in  cc  auSaebrttdtt 
M  15»  C, 
Vt»  baS  SSoIumen  ber  nömliAen  SWenge  @ouet|ioff  6ei 

0»C, 
P  baS  ©etoid^t  obiger  ©ouetftoffntenge  in  @ramm  ou8« 

gebrütft, 
po  boS  ©etoid^t  eines  SiterS  ©ouerfioff  bei  0»  unb 
760  mm  Sarometerl^ö^e  in  ©tonim  oügebtüdt,  fo  ift: 
(1)  (39,1+35,5+3.16) :  (3.16)  =  500 :  P. 
6S  folgt  bieä  ou§  bet  gformel:     ' 

KC10s  =  Ka+30, 
mä)  welker  bie  Sftf^ttnfl  beS  Äalium(|loiot  (KCIO»)  in 
ftoIium(^lDtib  (KCl)  unb  ©ouerfioff  (0)  bot  fld^  ge^t. 

(2)  P«:  0,0896  =  16:1, 
benn  bie  ?ltomgett)id^te  goSförmiget  Siitptx  pnb  no4l  Cor» 
f(fieib  pag.  5  qUxtSi  ben  93oIunigett)i(]^ten. 
(3)  Vt»:1000  =  P:P<> 
ba  jtoei  betfd^iebene  SSoIumina  eineg  @afe§  fid^  betl^alten, 
b)te  bie  ©ewid^te  biefet  SSoIumina. 

(4)  1 :  (l'+ 15.0,003665)  =  Vt» :  Vt«, 
b.  i).  1  cc  |at  nai)  einet  3;entt)etotutet^ö!|ung  bon  15»  C 
ba§  aSolumen  bon  1+15.0,003665;  Vt»cc  ^aben  no^  15» 
2:emt)etoturetp]&un9  baS  SSßlumen  Vt»*  cc. 

™  » /IX  t  t  *    u      48.500     24.500  Ic,     /„%      r  i.»      vi 
«US  (1)  folgt:  P  =  _-=^j^-^    3^^^^^^^^^    unb  ent. 

„    (2)     „     Po=  16.0,0896  jwtiieugioi. 

-.,.  1000.24.500         ,-  .     j,-  r       «m    it   •      /^^    t     u.'  w 

^*       613.16.0,0896'    ®*^*  ^"^*"  ^"'^^  '"  ^*^'  ^^  '""*^' 
tT.i.i  _  (1+15.0,003665).1Q00.24.500 
^*    ~  61,3.16.0,0896 

= 12659700 _ 

87,87968       ^**"^''  *'^- 

10.  ®ie  3«tfefeung  gebt  bor  ^ä)  m^  ber  Qformel: 

Cu0+2HC1  =  CuCla +H2O ; 
1  aKoIcfUt  CuO  gel&t  bcmnoö^  über  in  1  aKoIeWI  CuCl». 
2)a3  angewanbte  CuO  unb  ba§  barauS  erl^oltene  CuCU 
betl^alten  fl4l  bal^er  tait  bie  Snolelulargewiifite: 
CuO :  CuCU  =  (63,4+16) :  (63,4+2.35,5)  =  79,4 :  134,4; 
ba^er:  79,4 :  134,4  =  13,59 :  x;  olfo:  x  =  23  ©romnt. 

11.  ein  aWoIefüI  SjOj  gibt  hüt^  boHfiönbige  Os^bation  2 
awotelüle  SOs,  alfo  auc^  bei  ber  gällung  ber  gebilbeten  SO» 
mit  93ariumnitrat  2BaS04.    S)et  burcp  Fällung  erl^altene 
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f^loefclfaure  SSatöt  betl^ält  fi(^  Demtia^  gu  ber  SMeiifle 
untetfd^toefcliger  ©äute,  toorauS  er  entftonb,  tote: 

2BaS04:S202.  9lun  iji: 
2BaS04 :  S2O2  =  2(137+32+4.16)  :  (2.32+2.16). 
2)a^er :     466 :  96  ==  10,654 :  V2X;  alfo:  x=4,389, 
toenn  man  mit  x  bte  gonge  aWenge  S2O2  bejeid^net,  bie  im 
unterfd^ttjefeligfouren  3latton  entgolten  toax  unb  t)on  bem  \a 
xinx  bie  ^ölfte  gu  SO3  ojibirt  tnurbe. 
1  3RoUmi  S2O2  gibt  fernet  2  9MoIe!üIe  Ag2S.  5Kun  ift: 
2Ag2S  :  S2O2  =  2(2.108+32) :  (2.32+2.16)  =496 :  96; 
ba^et :  496  :  96  =  11,325  :  VaX ;  alfo :  x  =  4,384. 
3Rit^in  erhält  man  im  9»ittel  72(4,389+4,384)  =  4,386 
untetfd^ttjefelige  ©äure. 

12.  2)ie  ganje  aWenge  be§  im  unterfd^toefeligfauren  9latton  ent* 
l&altenen  ©(^mefete  tritt  nad^  3ufo^  bon  rau^enber  ^alptttt^ 
fäure  unb  gäüung  burd^  6|lorbarium  mit  Sar^um  unb 
©auerjioff  bcrbunben  al§  Sar^umfulfalt  (BaSO^)  auf.  2)a 
nun  1  aWoIefüI  unterfd^toefeligfaureS  9latron  2  Sltome 
©d^toefel,  1  SBoIefüI  Sar^umfuffat  bagegen  1  3ltom  ®i)m^ 
fei  enthält,  fo  entfielen  au§  einem  3KoleIül  unterf(]^tr)efelig« 
faurem  9?atron  2  3WoleIüIe  S3ar^umfulfat;  bal&er: 

NajSjOs :  2BaS04  =  (2.23+2.32+3.16) :  2(137+32+4.16). 
@§  fei  nun  x  unterfd^mefeligfaureS  Stotron  öorl^anben;  al§« 
bann  ift: 

158  :466  =  x:  41,66;  mithin:  x  =  14,125. 

13.  2lu§  ber  S^i^f^fewngSformel: 

2K8As04+Fe2Cl6  =  Fe2As208+6KCl 
laffen  fid^  für  bie  ©eiüid^tSmengen  beS  arfenfauren  flali  (x), 
be§  arfenfauren  @ifenoj^b§  (y)  unb  beS  ß^lorfaliumS  (z) 
folgenbe  ©leid^ungen  aufftellen. 

S)ie  in  3leaItion  tretenben  SWengen  t)on  arfenfaurem  Äali 
unb  6ifen(^lorib  berl^alten  ftd|  bemnai^  toie  2K8As04:Fe2Cl6. 
5Run  iji: 
FegCU :  2K3ASO4  =  (2.56  +  6.35,5) :  2(3.39,1+75+4.16). 
®a^er  ift:  (1)  325 :  512,6  =  19,68 :  x:  alfo:  x  =  31,04. 

5lu§  1  aKolelül  FegCle  entfte^t  1  9Holefül  Fe2As208. 5Run  iji: 

FegCle  :Fe2As208  =  (2.56+6.35,5) :  (2.56+2.75+8.16). 

®a^er  iji:  (2)  325:390=  19,68  :y;  mithin:  y  =  23,616. 

9lu§  1  9Molefül  Fe2Cl6  entfielen  6  aRolelüle  KCl.  5Run  ift: 

Fe2Cl6 :  6KC1  =  (2.56+6.35,5) :  6(39,1+35,5). 

S)a^er  ift:  (3)  325  :  447,6  =  19,68  :  z ;  mithin:  z  =  27,103. 

14.  Slngenommen,  e§  feien  x  ©ramm  f(]^tt)efelfaure§  Slatron 
unb  y  ©ramm  fd^toefelfaureS  ffali  borl^anben,  bann  iji: 

(1)  x+y  =  1,9761. 
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3lm  Pnb  1  NajS04=2.23+32+4.16  =  142.  S)ie?e  142 

®ewt(^t8t^eile  entgolten  1SO»  =  32  +  3.16  =  80  ©emld^tS- 

tl^etle,  bemnadb  eni^alten; 

X  ®ramm  NaiSO«  aud^  ^/u»  x  @tamm  SO«. 

gerner  iji:  K2SO4 :  SOs  =  (2.39,1+32+4.16) :  (32+3.16) 

=  174,2:80. 

80 
®Q]^er  cntl^altcn  y  ©ramm  K2SO4  olfo  j=^  y  ©tomm  SOs- 

®a  nun  im  ©cmcnge  bon  NajSO^+KaSO^  1,000  ©ramm 
SOs  flefunbcn  tourbc,  fo  ijl: 

«US  (1)  unb  (2)  folgt  161  x  =  143;  olfo:  x  =  0,8882 
©ramm,  bol&er  y  =  1,0879. 

14.  ß)  angenommen,  eS  feien  x  ©ramm  NaCl  unb  y  ©ramm 
KCl  Dorl^anben,  fo  t{}: 

(l)x+y  =  3 
5Run  i ji  ferner :    NaCl :  Cl  =  58,5 :  35,5. 
KCl:  01  =  74,6: 35,5. 

®a^et  ifi:  (2)  g|x+g|y  =  l,69018. 

C)ierau3  folgt:  161  x= 322,75;  alfo:  x  =  2,00  ©ramm; 
bal&er   y  =  l  ®r. 

15.  a)  angenommen,  e§  feien  x  ©ramm  CaCOs  unb  y  ©ramm 
SrOOs  borl&anben,  bann  ifl: 

(l)x+y  =  2. 
9lun  ijt  ferner:  CaOO3:CO8  =  100:44 
SrC08:008  =  148:44 
3)a^er  ijl:  (2)  ^Vioox+^Vusy  =  0,7383. 
C)ierauS  erl^ält  man:  12x=12,0675;  alfo:  x=l,00  ©ramm ; 
bal^er  anä)   y  =  1  ©romm. 
15.  ß)  Ülel^men  mir  an,  eS  feien  x  ©ramm  ©l&Iorfilber  (AgCl) 
unb  y  ©ramm  SromfHber  (AgBr)  in  bem  ©emenge;  als* 
bann  ifl: 

(l)x+y  =  2. 

3)ie  X  ©ramm  AgCl  bleiben  beim  Ueberleiten  bon  ßl^Ior 
unberünbert,  bie  y  ©ramm  AgBr  gelten  in  AgCl  über. 
Slun  bereit  fid^: 

AgBr:  AgCl  =  188: 143,5, 

bolzet  ge^en  bte  y  ©tomrn  AgBr  in  -jög-y  ©ramm  AgCl 
über. 
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@S  iji  bo^et :    (2)  y  -  ^^  y  =  0.1. 

«US  (2)  folgt:  y  =  0,422472  unb  ba^er:  x  =  1,577528. 

16.  ©a  1  TOoWüI  bet  S3ofc  C  1  SKoIeltil  ber  ©äure  fättigt 
unb  baS  50lolelulorgewi(i^t  bet  59ofe  b  =  a,  bo8  ber  ©äure 
=  s  \%  fo  berbinben  \i<!^  a  ©etoid^tStl^eHe  ber  Saps  mit 
s  ©etDiiä^tätl^etlen  ber  ©äure.    3ft  nun  bie  ©etotii^tSmenge 

ber  SQ|tS  b  =  x  ©tamrn,  fo  öetBtnbct  fld^  bicje  mit  -x 

dl 

©ramm  bet  ©üute  ju  (x+-x)  ©tamm  bes  neutralen 

©djeS  bs.  gferner  fättigt  1  TOoIefüI  ber  S3afe  B  ein  Solo« 
lelül  ber  ©äure.  ®a  nun  bo§  SWoIeluIargetoiii^t  ber  Sofe 
B  =of,  baS  ber  ©äure  =  s  ift,  fo  berbinben  ^i^  a  ©e« 
tDid^tStl^eile  ber  Sofe  B  mit  s  ©ewic^^tstl^eilen  ber  ©äure. 
3jt  nun  baS  ©emicä&t  ber  93ofe  B  =  y  ©ramm,  fo  ber*» 

binbet  fi(^  biefe  mit  -y  ©ramm  ber  ©äure  ju  (y+;;y) 

©ramm  beS  neutralen  ©aljes  Bs.  2)a  ba§  ®miä)t  ber 
©äure  in  ben  jttjei  neutralen  ©aljen  =  n  unb  baS  ©etoid^t 
ber  entjtanbenen  ©alje  bs  unb  Bs  =  p  ift,  fo  toirb: 

(1)  5x+l,=n 

(2)  (.+|.)+(,+'ly)=p. 

S)ie  S)lffereni  äWiWen  (2)  unb  (1)  liefert: 

(3)  x+y  =  p-n. 
«US  (1)  folgt: 

...  a    ,         aan 

(*)  i^+y = IT 

©ubtral^ire  (3)  bon  (4),  fo  wirb: 

(«-a)x  =  a«°-y-°>;  olfo: 

^^^«n-s^  s(p--D)-an 

s(of— a)  -^  s(a— -a) 

17.  Slngenommen,  in  ben  5  ©ramm  ber  enttoäfferten  f^mefet 
fauren  9Kagnefia  feien. x  ©ramm  reine  fdötoefelfaure  aWag*» 
nefia  (MgS04),  unb  y  ©ramm  f(]^tt)efelfaure§  Slatron 
CNa2S04X  aisbann  iji: 
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(l)x+y  =  5. 

5Run  tnmii  1  ÜRo(eIüI  f(^tt)cfcIfQure  ^Kagncpa  1  ÜRolcfüI 
©d^toefelföureanl^tbrib.    3)a  nun: 

MgS04: 803  =  120: 80, 
\o  cntl^oltcn  x  ©ramm 

MgS0487i2ox  ®r.  SO3. 
®n   9MoIcIüI    fd^toefclfautcs   3laixon  entl&ält    1   ^Dlolelül 
©(i^n)efe({äureanl^ibtib.    3)a  nun: 

Na2SO4:SOs  =  142:80, 
fo  cntl^Qlten 
142  ®r.  NaaS04  80  ®r.  SO«,  y  ®x.  Na^SO* 
Qlfo  «>/i42y  ®r.  SOs. 
®Q§    in    bcn    bcibcn    fdjtocfelföuten    ©aljen    entl^altcne 
©(^»efelfäurcanl&ibrib  bejitmmt  fi(^   aber   leidet   auS  ben 
9,431  ®r.  BaS04  ju  9,431.«7283;  folglid^  iji: 
(2)  «o/.2oX+«7i«y  =  9,431.«o/,83, 

aus  (1)  unb  (2)  etpit  mon:  llx=44,86;  alfo  x=4,078; 
hafftx  y  =  5  —  4,078  =  0,922;  mithin  finb  in  100  2|cUcn 
20x0,922  =  18,44  Jl^eile  toofferfrcicS  fc^tt)efclfaute§  Pa- 
tron entl^dtcn. 

18,  ®ie  ®ett)idöt§mcn9en  bct  SBafcn  b  unb  b'  feien  x  unb  y. 
ffia  ba«  9RoleIulQt^ett)id^t  Der  S3afc  b  =  p,  ba§  ber  ©äure 
s  =  q  ifl  unb  fxä)  lebeSmal  1  SWoI.  einer  ©äure  mit  1 9Wol. 
einer  Sofe  öerbinbet,  \o  berbinben  fi(^  p  ®ett)id^tstlöeile  ber 
Safe  b  mit  q  ©etoid^tStl^eilen  ber  ©äure  s,  x  ©etoi^tstl&eile 

ber  Safe  b  alfo  mit  ^x  ber  ©äure  s.    2)aS  ®etot^t  be§ 

aus  X  ®r.  ber  Safe  b  unb  ber  ©äure  s  entjianbenen  ©al» 

ieS  iji  alfo  =  x+^x.  auf  gleid^e  SBeife  finbet  man  für  baS 

au^  y  ®r.  ber  Safe  b'  unb  ber  ©äure  s  entftanbene  ©olj 

baS  ©eloi^t  y+-,y;  für  baS  aus  x  ®r.  bon  b  unb  ber 

©äure  s'  entfianbene  ©alj  x+9^x,  für  baS  aus  y  Don  b' 

unb  ber  ©äure  s'  entftanbene  ©alj  y+^J-    ®ö]^er  iji: 


(l)(x+Jx)+(y+iy)  =  m 
(2)(x+i'x)+(y+J-;y)  =  n. 
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'^     (^)     "       W  p(p.+q.)  +y      p(p.^q.) 

®ie  ©iffctcni  ätüifd^cn  (3)  unb  (4)  gibt: 

x(p+qO     x(p+q)^    DP  mp 

p'  +  q'         p'+q       p'+q'      p'+q'  ^  "' 
x(p-pO(4-q')  =  P{n(P'+q)-m(p'+qO};  bo^er: 

n(p^+q)  — m(p^+qO   ^_^.m(P+qO  —  n(p+q) 

^^  (P"P')(q~qO  ''^~^  (p-p'Xq-qO  ' 
19.  ®urd6  göDen  mit  K3ASO4  bilben  ^i^  FegAsaOs  unb 
AlgAsgOs  unb  jtüot  cbenfo  Diele  5!KoIeIüIe  FesAsgOs  als 
Fe203  unb  ebenso  öiele  3RoIefüle  AlgAsgOs  als  AI2O3  in 
Sluflöfuna  finb.  angenommen  nun,  2x  ®r.  Fe208  unb  2y 
(St.  AlaOs  Jeien  gelöft  unb  bie  ©ülfte  ber  Söfung,  x  @r. 
FesOs  unb  y  ®t.  AI2O3  ent^altenb,  mit  K8ASO4  gefällt 
toorben. 

S)a        Fe^Os :  FegAssOs  =  160 :  390 
AI2O8 :  AI2AS2O8  =  102,6  :  332,6 

fo  geben  x®r.Fe203alfo=^x  ®r.  Fe2As208 
unb      y  @t.  AUOsj^y  ®r.  AUAsaOg. 

Sa^eriü:    (l)  fgx-l-f||y  =  7,580. 

Sie  itoelte  ^älfte  bei  Söfunfl,  ebcnfaßs  x  @r.  Fe«Oj  unb 
y  @t.  AläOs  ent^dtenb,  toirb  mit  KjPO*  gefäOt  unb  ber 
5Riebeif(i^lQfl  fleglü^t.  ein  SKoIefüI  FcjO»  gibt  bonn  1  3KoI. 
FeiPjOs  unb  1  9KoI.  AUOs  gibt  1  SWoI.  AljPjOg.    S)a: 
FejOg :  FejPsOg  =  160 :  302 
AljOg :  AlaPaOg  =  102,6 :  244,6, 
302 
fo  geben  x  ®x.  FesOgjg^x  @r.  Fe2P20g  unb  y  ®r.  AUOg 

geben  j^y  ©r.  AUP^Og.    ®a^ei  iji: 

.„,  302    .  244,6„      _  „.. 
^2)i6Ö^+IÖ2^y  =  5'80ö. 

2lu§  (1)  unb  (2)  folgt: 

/302  _  mji  _  /5^06  _  7,580\ 
V244,6     332,6/^~i244,6     332,6/  ''"' 

d|o  5051,2x=  12321,12;  ba^er  x  =  2,43  unb  y  =  0,51. 
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20.  2)08  6q  entl^olte  x  &t.  ©fenos^bul  (FeO)  unb  y  ®i. 
Sifenos^b  (FesOs);  ddbann  ifl: 

(1)  x+y  =  m. 
£ut$  Söfen,  gräOen  unb  @lä^en  erhält  man  haS  FesOs  als 
folc^ed  tt)ieber,  bad  FeO  gel^t  obet  übet  in  FesO«.  Sie  y 
@tamm  FesOs  geben  alfo  wiebet  y  @t.  FegO«.  2)aS  @e« 
ttid^t  bei  X  @t.  FeO  bageaen  ftnbett  fi^,  tnbem  2  3SloU' 
faie  FeO  nod^  ein  %tom  0  aufnel^men  unb  fibetgel^en  in 
ein  9RoleIttt  Fe^Os. 

®tt  nun  2FeO :  FegO«  =  144 :  160,  fo  geben 
X  ®r.  FeO  alfo  i«»/i«x  ®t.  FejOs.    S)a^et  i?: 
(2)  y+>«7i«x  =  n. 
@ubtta^itt  man  bie  beiben  @(.,  fo  erl^ält  man: 

X  =  9(n— m);  ba^et  y  =  10m— 9n. 
gut  m  =  3,449,  n  =  3,614  »tib  x  =  9(3,614  —3,449)= 
1,485  unb  y  =  34,490—32,526  =  1,964. 

21.  Sie  SBerbinbung  enthalte  x  @t.  FeO  unb  y  ®t.  FesO«; 
atöbann  ifi: 

(1)  x+y  =  m. 

Sa  1  mol  FeO  1  %tom  Fe  unb  1  mol  Fe^Os  2  ^tome 
obet  1  3R0I  Fe  enthält  unb 

FeO:Fe  =  72:56  =  9:7 
FejOj :  2Fe  =  160 :  112  =  10 : 7, 
fo  aeben  x  ®t.  FeOV,xFe  unb  y  ®t.  FesOsVioy  ®t.  Fe. 
Sa9et  mitb: 

(2)  V»x+Vioy  =  n. 

Sutd^  ©ubtraltion  bet  beiden  @(.  etl^äti  man: 
(»•/,— l)x=>«M—ni;  »orauS  x=12,8571n— 9m; 
ba^et  nod^  (1)  y  =  10m  —  12,8571ü. 
gut  m  =  3,449,  n  =  2,506  »itb  x  =  32,2199— 31,041 
=  1,1789  unb  y=  2,271. 

22.  Sie  9{ebuItion  ge^t  bot  fid^  na4l  folgenben  gfotmeln: 

FeO+2H  =  Fe+H,0 
Fe»08+6H  =  2Fe+3H20.    So: 
FeO  :  Fe  =  72 :  56  =  9 :  7,  fo  et^ftlt  man  auS 
X  FeO V»x  Fe.    So  f etnet : 
FejOs :  2F  =  160 :  112  =  10 : 7,  fo  erhält  man  ou8 
yFcOsVioyFe;  bo^et: 
(1)  V»x+Vioy  =  p.    So: 
FeO:H»0  =  72:18  =  4:l 
FejO»  :  3H,0  =  160 :  54  =  80 :  27,  fo  erhält  mon  au8 
xFeOV4xH20  unb  ouS  y  FejOs'VsoyHjO;  bemnod^  etgibt  ft^: 
(2)  V4X+"/8oy  =  q. 
@(iminitt  man  y,  fo  et^ält  man: 
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10x=="77P  — 80q;  olfo: 
x  =  «V7p— 8q  =  3,8571  p  —  8q;  bo^et: 
y  =  8o/^q_2o/^p  ^  8,8888q—  2,8571p. 

23.  ®ic  5Kcnge  be8  6ifeno|^bulS  ^ei  x  unb  bic  bcS  gifcno|ijb8 
fei  y;  bann  ijt:     (1)  x+y  =  m. 

Bei  bem  5luflöfen  beS  gifenos^bulS  unb  ©fenonjbS  in  ©alj» 
iäure  gel^t  erjlereS  über  in  gifend^lorür,  le^tereö  in  gifen» 
dblotib  mä)  folgenben  gformeln: 

FeO+2HCl  =  FeCl2+H20  unb 
FegOs+öHCl  =  FeaCle+SHaO. 
Dut^  ©(j&tt)efeItt)af[erfioff  (HaS)  toirb  ba§  6ifen4)Iorib  in 
(liJenilorür  noA  folgenber  gormel  umgemanbelt : 

FeCle+HaS  =  2FeCl2+2HCl+S. 
^3uf  iebeS  3MoIeIül  gifen^Iotib  lommt  alfo  1  9ltom  ouSge* 
i^iebenen  @(^tt)efel§.    ®a  nun  1  9MoI.  gifend^Iocib  ouS  1 
Slot  gifenoj^b  entftonben  ip,  fo  ber^ält  fid^  bie  ®etoi(i^«- 
menge  y  beS  6ifenoj^b§  jur  ®ett)id^t§menge  be8  auSge« 
f(i&iebenen  ©(^mefelS,  tüie  ba§  aJloIe!uIargetDi(]^t  beS  6ifen« 
oE^b§  jum  Sltomgetoi^t  beS  ©d^mefelS;  alfo: 
y:n  =  Fe2O8:S  =  160:32=5:l;  ba^er: 
y  =  5n;  mitl^in  x  =  m— 5n. 
gfür  m  =  3,449,  n  =  0,411  toirb  x  =  3,449  -  2,055  = 
1,394;  y  =  2,055. 

24.  5)oS  gifenoj^but  gel^t  beim  Stuflöfen  in  eifen(3^Iorür  (FeCla), 
baS  gifenoj^b  in  eifend^Iorib  (FcaCle)  über.  5Rur  ba§ 
ßifen^Iorib  »irb  burd^  ©ilber^ulber  rebudrt  nocJ^  ber 
gformel :  Fe2Cl6+2Ag  =  2AgCl+2FeCl2. 

einem  aKoIetüI  Fe2Cl«  ober,  bo  je  ein  2BoI.  FcaCle  anS 
ie  einem  SWoI.  FeaOs  entjianben  ift,  einem  3KoI.  Fe208 
entfpred^en  bol^er  jttjei  on  baS  ©über  abgegebene  ß^Ior» 
atome.    S)a  nun: 

Fe203:  201  =  160:  71, 
fo  entfpred^en  einem  ©eioid^tst^eile  FeOs  ^Vieo  ©emid^ts« 
t^eile  be§  an  bas  ©über  abgegebenen  ß^IorS,  x  Fe208  alfo 
''VieoxCL  ®ie  ©etoid^tSjuna^me  p  be§  ©ilberS  ift  aber 
hervorgerufen  burc^  ba§  an  ba§  ©über  abgegebene  ßl^Ior; 
ba^er:  "/i6ox  =  p;  alfo  x  =  »«VtiP  =  2,2535p. 

25.  S)aS  ®etoid^t§ber|öItni6  ber  Sejianbt^eile  einer  d&emifc^en 
SSerbinbung  ift  gleid^  bem  ^robulte  auS  ber  3lnja|l  9ltome 
reft).  3KoIeIüIe  unb  bem  2ltomgett)i(^t  refp.  SIKoIefufargetoid^t 
biefer  öefianbt^eile.  3luS  ber  procentifd^en  Sufammen^fe^ung 
erpit  man  folglid^  ba§  SSerl^ältnig,  in  tt)eld^em  bie  ^njal^I 
3ltome  reft).  TOoIelüIe  ber  einjefnen  Seftanbtl^eüe  ju  ein* 
anber  ftel^en,  inbem  man  bie  @ett)id^t§mengen  ber  Seflanb* 
tl^eüe  burd^  bie  Sltomgetoid^te  (refp.  9WoIefuIargett)id^te)  bibi» 
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birt.  S)iefc  Ouotientcn  geben  iebo^,  ba  bie  Sefitmmung 
ber  procentifi^en  Suf^ii^^^nf^ftung  ebenfo  toenig  tDte  bie 
Stomgetoid^tSbeftimmung  abfolut  genau  i%  mei|f  nut  an« 
näl^ernb  bie  telatibe  Suijal^I  ^^^  3ltome  refp.  2KolefüIe  in 
ber  d^emifd^en  IBetbinbung  an.  9Ran  toirb  ballet  bie  9tä" 
^erungStoert^e  fud^en  muffen  unb  jtd^  für  ben  entfd^eiben, 
ber  einerfeits  bem  juerft  gefunbenen  SBerl^üItnig  möglid^jl 
na^e  fielet,  anbrerfeitö  aber  aud^  einfad^  \%  ba  ft($  bie 
atome  in  einfad&en  SBer^ältniffen  mit  einanber  berbinben. 
®a  S  =  51,61  unb  As  =  100  -  51,61  =  48,39,  fo  ifl  baS 
aSerJ^ältni^  ber  Sujal^I  Stome  bon  Slrfen  unb  ©d^toefel  = 

^:^  =  0,6452: 1,6128. 

SBertoanbelt  man  biefen  Quotienten  in  einen  Jtettenbrud^, 

ben  tDir  mit  x  bejeid^nen,  fo  ift  x  =  -    - 

®er  jtoeite  Slä^erungSwertl^  ift  =Vb]  bal^er  iji  bie  »er« 
binbung  AsjSs.    Ober:  Sejetd^net  man  mit  x:y  baS  ge* 
f ud^te  SBerl^ältnife,  in  meld^em  bie  9lnja^I  ©d^wefelatome  jur 
9lnja5I  3lr}enatome  jie^t,  fo  ift: 
51,61 :  (100—51,61)  =  32x  :  75y ;  ^ierauö  folgt: 
x:y  =  "8V3«:"«V76  ober: 
x:y  =  387075: 154848 

=  129025:51616;  ba^er: 
X :  y  =  5 : 2  nal^eju;  mitl^in  AssSs. 
26.  S)aS  aSer^ältnig  ber  Slnja^I  5ltome  ßol&Ienftoff  C,  SBaffer« 
ftoff  H  unb  ©auerftoff  0  ju  einanber  möge  x :  y :  z  fein; 
aisbann  ift: 

_  39.56  7,690  52,75 
x:y:z-    ^2    *    1     '16 

=  3,2965:7,690:3,2965. 
S)a§  SBer^ältnig  bon  C  unb  H,  fo  toie  bon  0  unb  H  ifi 
rc  c     V    X  3,2965      1 

alf 0  gegeben  burd^  -j-q^ö  "^  ~    i 

2+-      j 

3+ Jgg.    aWit^in  ift  ber 

erfte  5?ä^erung8mert^  V2,  ber  jweite  Vt   unb  ber  britte 

^•Vis96.    |)ierbon  fommt  ber  erfte  5Räl^erung§tt)ert^  =*/« 

3  2965 
bem  SBert^e  bon    '^^  ju  toenig  na^e  unb  ber  britte  ift 

ju  menig  einfad^,  man  toä^It  beS^alb  V?.    SRitl^in  ijt: 
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x:y:z  =  3:7:3 
unb  taflet  ijl  bte  Sformel  für  SOlonnU  CsHtOs. 

27.  68  feien  x,  y,  z  bie  tHnjol^l  50loleläle  p^oä^^origet  ©äure, 
bteifac^  ^|osi)]^ot»28affetpoff  unb  $l^oS))!|oifäute<^i}bi;at, 
bie  auf  einanbet  teagiten,  bann  iß  bet  ^emif(]^e  SBotgang 
butij^  folgenbe  ®I-  auSgebiiidt: 

xHaPO,  =  yHsP+zHsPO^. 
3)a  nun  bie  Slnjal^I  SBafferjloffotome,  ©auetjioffatome  unb 
5ß'^o8t)IÖotatome  auf  beiben  ©eiten  bet  ®I.  biefelbe  fein  muß, 
fo  tjl:    (1)  3x  =  3y+3z  (in  Sejug  ouf  x) 
(2)  x  =  y+z  (in  Sejug  auf  P) 
(3)  3x  =  4z  (in  Sejug  auf  0). 
9lu8  biefen  bio})]^ontif(i^en  @I.  erpö  man  z=V4X,  y=V4X ; 
bol&et:  x:y:z  =  4:l:3. 

68  entfiel^en  alfo  ou8  4  Wolelülen  HsPOs  ein  aWoIelttl 
HaP  unb  3  SDlotelüIe  HgPO*  ober: 

4H8P0s  =  PH3+3H8P04. 

28.  ^a^  bem  bei  tHufgabe  25  ©efogten  ifi  bie  Slnjol^I  bet 
5WoteIüIe: 

KjO,  NajO,  BjOa,  CiHeO»,  H,0  bejüglid^: 

^  m^etungStoert^e  »A,  Vs,  V»,  "/u 

16,37 

62,0 

36,53 

70,0 
208,73 

150,0 

14,14 

18,0 

3nbem  man  bie  crfien  SläJ^etungSwerf^e  nimmt  unb  bte« 
felben,  ba  e8  !eine  93rud^t^eile  öon  ÜKotelüIen  gibt,  mit  4 
multiplicitt,  fo  l^ot  man: 

3K2O;  INagO;  2B808;  öCiHaO«  unb  3H2O. 

29.  eingenommen,  man  l^obe  x  9ltomgett)i(!^te  @(ötoeftl»Snttmon, 
y  fo^IenfaureS  Siatron,  z  ©d^toefel,  s  Äalletbe,  t  antimon« 
faure8  3iatron,  u  5ßotrium=9lntimonfuIl)5ib,  v  bofif^  lol^Ien» 
faure  ftallerbe  ju  nel^men,  fo  erl^ält  man  für  bie  7  Unbe= 
fannten  folgenbe  6  @tei($ungen: 

(1)  x  =  t+u;  (2)  3x+z  =  8u;  (3)  y  =  t+3u 

(4)  y  =  v;  (5)  s  =  2v;  (6)  3y+s  =  6t+4v. 

©e^e  aus  (5)  ben  SBert^  für  s  in  (6),  fo  wirb: 

(7)  3y  =  6t+2v.  ©efee  l&ierin  ben  SBert^  für  v  aus  (4),  fo  ijt: 

(8)  y=6t.    luS  (8)  unb  (3)  folgt: 


Vi,  *k.  *u, 

"/. 

'U,  v» 

V2,  v» 

V» 

'U.  V». 
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(9)  5t==8a.  @e|e  auS  (1)  ben  Sßett^  ffit  x  in  (2),  fo  ftat  man: 
(10)3t+z  =  5a.    «u8  (9)  unb  (10)  folgt: 
(11)  5z  =  16a.    9lo(|  §.  402.  19  ifl  bo^: 
z=16,  u  =  5;  bo^er  miS)  (9)  t  =  3;  na4  (8)  y=18;  na^ 
(4)  v=18;  na^  (5)  8=36;  na^  (1)  i=8;  dfo  naät  bei  Orbnung: 
x  =  8,  y  =  18,  z  =  16,  8  =  36,  t  =  3,  u  =  5,  v  =  18. 
30.  @3  lönnen  fo  »tele  bon  einanbet  berfd^iebene  SBetbinbungen 
bon  HCO  aebilbet  werben,  olS  bie  6Iemente  1,  2,  3,  4,  5, 
6,  7,  8  fi^  |ut  btttten  ßlaffe  mit  äßiebn^olungen  botiiten 
(aifen,  mos  m&  §.  456: 

'V(8)  =  8«  =  512 

8 

@omp{e£ionen  gibt.  9lun  muffen  aber  biejenigen  SSariationS* 
formen  auSgef^ieben  »erben,  bie  ein  Sßielfa^eS  anbrer  ^ox^ 
men  {tnb,  ba  @ompIe£ionen  wie  222,  333  u.  f.  to.  mit 
111,  ebenfo  fol^ie  wie  462  mit  231  u.  f.  to.  al§  gtetd^ 
angenommen  werben  foQen.  Um  nun  bie  au3iuf(]^eibenben 
gomplejionen  ju  er!|oIten,  bilbe  mon  naiS)  §.  457  bie 
Sßariationen  ju  beftimmten  ©ummen.  @inb  bie  3<'S" 
1,  2 ...  8,  fo  Ttnb  bie  SSariationSformen  ol^ne  SBieber^oIung 
jur  britten  Stoffe 

9lu3)ufd§eibenbe  fßkl^tSit: 
222,  333,  444,  555,  666,  777,  888 
224,  336,  468,  Sßerm.  242,  422,  363, 

484,  844 
j  113  226,  iperm.  262,  622 

244,  366,  488,  5ßerm.  424,  442,  636, 

663,  848,  884 
228,  sperm.  282,  822 


jur  ©umme  3  =  111 
„       4=  112 


U22 


6  = 


J114 
1123246 


248 
266 


1124 
7  =  h33 

(223446 
a_  U34268 
^-1233^'"' 

y=j234 
10=  334 
11=  344 


466 
288 
468 
668 
688 


264,  426,  462,  624,  642 

284,  428,  482,  824,  842 

626,  662 

464,  644 

286,  628,  682,  826,  862 

646,  664 

828,  882 

486,  648,  684,  846,  864 

686,  866 

868,  886 


S)ie  auSjuf^eibenben  SSariationSformen  }ur  @umme  12, 13 
u.  f.  w.  finb  bereits  in  ben  borfte^enben  entl^alten;  i^re 
©umme  iji=73;  bol^«  fli^t  «3  512—73=439  bon  ein» 
onber  berfd^iebene  SSerbinbungen  bon  HCO. 


-•■»<- 


nniixif<tät<>9tt4ttud«ei  Dpn  Cart  (Skorgi  in  eonn. 
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